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Exercice 1. On utilise le changement de coordonnées cylindriques

®: [0,a]x[0,2n]x[0,a] —
(r,0,z) — (rcos@,rsin@,z)

cosf —rsinf 0
Alors det Jy(r,0,z)=|sinf rcosf O|=ret:
0 0 1

-
ffJ vV x2+y2-zdxdydz = ff Vr2cos20 +r2sin0 -z - rdrdfdz
D J

[0,a]x[0,27t]x[0,a]

r a 21 a
=ff rzzdrdedz=U rzdr).U de)-U zdz)
J10,a1x]0,27]x[0,a] 0 0 0

374 3 2 T 5

221" a a
=|:_-0(27T)|:?:|0:?(27T)?= ga

Exercice 2.

a. OnaD={(x,y)eR? x2+y2—2x <0} ={(x,y) eR? (x—1—1+y2 <0} ={(x,y) eR?, (x—1)>+y2 < 1}.
Donc D est le disque de centre (1,0) et de rayon 1:

b. (i) On utilise le changement de variables polaire ¢ : [0,1]x[0,27] — D .
(r,0) — (1+rcosf,rsinf)
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cosf@ —rsinf
sin@ rcosé@

ff (x2+y2)dxdy:ff [(1+7rcos@)+(rsin@)]rdrdd
D [0,1]x[0,27]

:JJ [1+2rcos@+r?cos® 0+ r’sin®0]r drd@
[0,1]x[0,27]

:fJ [1+2rcos€+r2]rdrd9:Jf [r+2r?cosf +r’]ldrdo
[0,1]x[0,27] [0,1]x[0,27]

Jf [r+r3]drd9+JJ [2r2cosQ]drdo
[0,1]x[0,27] [0,1]x[0,27]
27 27
=J (r+r3)drf d9+2J f cosf do
0 0
3

Alors det Jy(r,0) = =ret

1 1
r2 r4 3

St ez 0-[sin9]§”=

0

oP

(ii) On cherche P:(x,y)— P(x,y)etQ:(x,y)— Q(x, y) tels que aQ(x y)——(x y)=x%+y2.

ox

On choisit : 5

oP
° a(x,y)z—yz, puis P :(x,y)H—y?;
0 3
i %(X,y)= x%, puis Q:(x,y)— %;

Alors, d’apres le théoréeme de GREEN-RIEMANN,

3 3
f—y?dx+%dy =ﬁP(x,y)dx+Q(x,y)dy :fj (x2+y2)dxdy
iy T D

ou I est la courbe fermée qui délimite le domaine D, c’est-a-dire le cercle de centre (1,0) et de
rayon 1.

13

Lafonction y: [0,2x] — T est un paramétrage de I dans le sens direct et :
t — (14cost,sint)

r 0

y3 x3 1 27
J—— dx+—dy=- [—(sin )3 (—sin ¢)+ (14 cos ¢)*(cos t)]dt
s 3 3 3
1 (‘2713

3 [sin t +(14+3cost +3cos? t +cos® t)cos t]dt

Jo
r'27r
[cost +3cos? t +3cos® t +cos® t +sin t]d¢

Jo
(‘271

1 27 1 27
(cos t +3cos® t)dt+—f 3cosztdt+—f (cos* t +sin® £)dt
Jo 3 0 3 0
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Calculons les trois intégrales séparément :

27

2r 2r
J (cost +3cos® t)dt=J [cos ¢ +3cos ¢(1 —sin® t)]dt:f (4cost—3costsin®t)dt
0 0 0

= [4sin t —sin® t]in =0

21 2n . 21
1+ cos(2¢ 3 sin(2t
3cos’rdr=3 —()dt:—[t+ ( )] =37
0 0 2 2 2 0

Pour la troisiéme intégrale, on linéarise d’abord cos* ¢ +sin* 7 :

eil 4 o—it\4 (it _p=it\* 1 ) . . .
costt +sin*t = + - =—[le"+e Y +(e' —e )]
2 20 16

:1_16[(8—4it+4e—2it+6+462it+e4it)+(e—4it_4e—2it+6_462it+e4it)]

4cos(4t)+12 1 3
=————— =—cos(4t)+—
16 4 4
21 21 s 27
4t 3 — 4t 3 3
(cos* t +sin* )dt = (COS( )+—)dt:[—sm( )+—t] _2r
o o 4 4 16 4] 2
3 3 1 3 3
D’ou (x2+y2)dxdy= —y—dx+x—dy=—(3n+—n):—ﬂ,
b » 3 3 3 2) 2

Exercice 3.

a. Soit n e N. On note F, I'événement « la machine fonctionne le jour n » : alors p,, = P(F,).
On sait également que P, (Fn+1) =petPr(F)=4q.

En appliquant la formule des probabilités au systéme complet d’événements (F,, F,), il vient que
Pns1 = P(Fui1) = Pr, (Fus1) P(Ey) + Pe-(Fa1) P(E) = (1= p)pp + q(1—=pu) =(1—=p—q)pu +q

Donc (p,),en €st une suite arithmético-géométrique.
Soit £ la solution de I'équation { =(1—p —q)¢ + q : alors

Pnii—L=[1=p—q)pp+ql—-[(1—p—g)+q]l=(1—p—q)p,—1{)

Donc la suite (p,, —€),en €st une suite géométrique de raison 1 —p —gq.

La définition de £ nous permet de déduire que ¢ = :on en conclut que

VneN, pn=L+(1—p—q)”L

p+q p+q

b. CommeO<p<let0<g<1,onendéduitque0<p+qg <2, puisque—1<1—p—q<1.Donc(p,)ren

est une suite convergente avec| lim p, = 9 .
n—+o00 p + q
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