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DS1 Intégrations et probabilités

Exercice 1

1. (a) Si a > 0
La fonction f : t 7→ ta

1+tb
est dé�nie continue sur [0,+∞[ et 0 6 f(t) ∼

+∞
1

tb−a
. En appliquant

le critère d'équivalence
∫ +∞
1 f(t)dt est de même nature que

∫ +∞
1

1
tb−a

. D'après le critère de
Riemann I1 est convergente si et seulement si b− a > 1.

(b) Si a < 0 La fonction f : t 7→ ta

1+tb
est dé�nie continue sur ]0,+∞[. On a un problème en 0

et un problème en +∞.
On a 0 6 f(t) ∼

0
ta, D'après le critère d'équivalence et de Riemann

∫ 1
0 f(t)dt est convergente

si et seulement si a > −1.
Le même raisonnement appliqué dans la cas où a > 0, on montre que

∫ +∞
1 f(t)dt est conver-

gente si et seulement si b− a > 1.
L'intégrale I1 est convergente ssi −1 < a < 0 (et b > 0).

2. La fonction g : t 7→ sin(t)
t e−t est dé�nie continue sur ]0,+∞[ et prolongeable par continuité en

0, l'unique problème est en +∞. Or t2g(t) tend vers 0 à l'in�nie, d'après la règle de tαf(t),
(avec α > 2) l'intégrale I2 est convergente.

Exercice 2

1.

Signe de λ λ < 0 λ = 0 λ > 0

Un équivalent en 0 de f(t) 1
xλ

1
2 1

Un équivalent en +∞ de f(t) 1
x2

1
2x2

1
x2+λ

2. D'après la première question et le critère de Riemann, pour tout λ ∈ R, les intégrales
∫ 1
0 f(t)dt

et
∫ +∞
1 f(t)dt sont convergentes.

3.

I =

∫ +∞

0
f(t)dt

=

∫ +∞

0

dx

x2(1 + 1
x2
)(1 + 1

xλ
)

=

∫ +∞

0

xλ

(1 + x2)(1 + xλ)
dx

A l'aide des deux expressions de I on a

I + I = 2I =

∫ +∞

0

dx

1 + x2
=
π

2
.

L'intégrale I est alors égale à π
4 .

Exercice 3 :

1. La fonction h : t 7→ e−t−e−2t

t est dé�nie continue sur ]0,+∞[ et prolongeable par continuité en

0 (car le DL en 0 à l'ordre 1 est h(t) = 1 + o(1)). Alors
∫ 1
0 h(t)dt est convergente et l'unique

problème est au voisinage de +∞. D'après la règle de tαf(t) l'intégrale
∫ +∞
1 est convergente

car t2h(t) converge vers 0.
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2. Soit ε > 0. ∫ +∞

ε

e−t − e−2t

t
dt =

∫ +∞

ε

e−t

t
dt−

∫ +∞

2ε

e−x

x
dx

=

∫ 2ε

ε

e−t

t
dt+

∫ +∞

2ε

e−tdt

t
dt−

∫ +∞

2ε

e−x

x
dx

=

∫ 2ε

ε

e−t

t
dt

3. Soit ε > 0, pour tout t ∈ [ε, 2ε], on a e−2ε 6 e−t 6 e−ε. En multipliant par 1
t et en intégrant,

on obtient l'encadrement demandé.

4. D'après les deux questions précédentes, on a

e−2ε [ln(t)]2εε 6
∫ +∞

ε

e−t − e−2t

t
dt 6 e−ε [ln(t)]2εε ⇔ e−2ε ln(2) 6

∫ +∞

ε

e−t − e−2t

t
dt 6 e−ε ln(2)

En faisant tendre ε vers 0 et en appliquant le théorème d'encadrement, on déduit que I = ln(2).

Exercice 4 :

1. La fonction x 7→ f(x) + g(x) = 1
1+x est dé�nie, continue sur [0 + +∞[. D'après le critère de

Riemann
∫
1+∞

1
xdx diverge, ce qui prouve la divergence de H.

(a) Soit X ∈]0,+∞[∫ X

0

cos2(x)− sin2(x)

1 +X
dx =

∫ X

0

cos(2x)

1 +X
dx

=

[
sin(2x)

2(1 + x)

]X
0

+
1

2

∫ X

0

sin(2x)

(1 + x)2
dx

=
sin(2X)

2(1 +X)
+

1

2

∫ X

0

sin(2x)

(1 + x)2
dx.

Pour obtenir le résultat il su�t de tendre X vers +∞.

(b) La fonction x 7→ sin(2x)
(1+x)2

est dé�nie, continue sur [0,+∞[. On a alors K est convergente ssi∫ +∞
1

∫ X
0

sin(2x)
(1+x)2

dx est convergente. Or pour tout x ∈ [1,+∞[

| sin(2x)

(1 + x)2
|6 1

x2
.

A l'aide du théorème de majoration et de critère de Riemann, on déduit la convergence
absolue de

∫ X
0

sin(2x)
(1+x)2

dx d'ou la convergence de l'intégrale K.

2. Les intégrales I et J sont divergentes car I = 1
2(H+K), J = 1

2(H−K) et on sait que la somme
d'une intégrale convergente et d'une intégrale divergente est divergente.

3. La fonction fa est dé�nie continue sur [0,+∞[, en particulier intégrable sur [0, 1].

(a) Pour a > 0. On a ∫ +∞

1
fa(x)dx =

∫ +∞

1

1

2(1 + x)a
−
∫ +∞

1

cos(2x)

2(1 + x)a
dx
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D'après le critère de Riemann
∫ +∞
1

1
xa converge, si et seulment si, a > 1.

D'après le théorème d'Abel
∫ +∞
1

cos(2x)
2(1+x)adx est convergente car, pour tout b > 1, on a

|
∫ b
1 cos(2x)dx |6 2 et la fonction x 7→ 1

2(1+x)a est décroissante positive et tend vers 0 en
+∞.
Puisque la somme deux intégrales convergentes est convergentes et la somme d'une intégrale
convergente et d'une divergente est divergente, on a

∫ +∞
1 fa(x)dx est convergnete, si et

seulment si, a > 1.

(b) Pour a < 0. La fonction fa(x) tend vers +∞ en +∞, donc n'est pas intégrable sur [1,+∞[.

(c) Pour a = 0. La fonction f0(x) =
1−cos(2x)

2 n'est pas intégrable sur [1,+∞[.
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