EISTI, ING1 GM, Examen de Probabilités - 7 janvier 2020

Regles

Les calculatrices et les documents sont interdits. Il est trés important de rédiger proprement et de montrer
rigoureusement chaque étape d’'un raisonnement.

Notations et quelques rappels de formules : Pour toute variable aléatoire réelle X la fonction FX désigne sa
fonction de répartition et ¢x, définie sur R par ¢x (u) = E[e’“*X ] := E[cos(uX )] +iE[sin(uX)] avec i = -1, désigne
sa fonction caractéristique et fx une densité de X si elle en admet. Dans tous les exercices K désigne un espace
de probabilité (Q,F,P).

Exercice 1[3 points] Soit X une v.a.r. définie sur K. On suppose que X suit une loi de Poisson de parametre 1.
On pose Y =cos(X). Calculer ¢x (u) pour tout u €R.

Montrer que Y € £2(K) et en déduire, en justifiant rigoureusement, les expressions simplifies de E[Y ] et Var(Y).

Solution : X est une v.a.r. discréte a valeurs N et cos est continu sur R, donc Y est une v.a.r. discrete a valeurs
={cos(k),k € N}. Soit u € R. Rappelons que d’apres le cours ¢x(u) existe avec sa partie réelle et sa partie

imaginaire qui sont finies. Sachant que, pour tout u €R, les v.a.r. cos(uX) et sin(uX) sont des v.a.r. discrétes et
-1k
bornées, on obtient donc d’apres le cours E[cos(uX)] = Y pencos(uk)P(X =k) =Y 155 cos(uk)® k!1 et E[sin(uX)] =
k

iu
e 1 1% sin(uk) 2 qui sont deux sommes finies, donc ¢x (u) =e™! X7 % ws(uk)zw e ' T G

+<X>C

i.e. ¢x(u)=exp(~1+exp(iu)), en effet pour tout ceCet beRona ¥ ;% 7y =€ et et = (e%)?

Comme Y <1 dou Y* e 1 pour tout k2 € R,, en l'occurrence Y € £2, donc Y admet une variance (donc Y* ad-

met une espérance et elle est finie) et d’apres le cours E[Y ] = /5 coz(k) = Re(¢x (1)) = e 105 ¢os(sin(1))

et Var(Y) = E[Y?]-E[Y]%. Sachant que E[Y?] = ;5 cos(k)? kl =e lyi% “%(2’3),; = 1(1+Re(¢x(2))) =
%(1 +e~1+08(2) ¢og(sin(2))), d’or la variance de Y.




Exercice 2[5 points] Soit (Q,F,P) un espace de probabilité que 'on note par E. Soit T une v.a.r. définie sur
E admettant une densité f7 donnée par f7 = Ct(1-1t)1[g1](¢) pour tout £ € R, ot C € R est une constante non
aléatoire.

1. Quelle est la valeur de C ?

Solution : fr étant une fonction de densité, on a [ fr(t)dt=1, ie. Cfo1 t(1-t)dt=1, et donc C(% - %) =1,1ie.
C=6.

2. Montrer que T est de carré intégrable. En déduire, en justifiant, que T' admet une espérance E[T'] et une
variance Var(7T') que vous déterminerez.

Solution : Sachant que P(T €[0,1]) = [i, 1 fr(t)dt=1dou 0<T <1 p.s. et donc T? <1 dotr T? est de carré
intégrable, et donc la variance est bien définie, d’apres la définition de cette derniére, d’ou 7' admet une espérance
également, qui est finie. En utilisant le théoréme de transfert avec [0,1] 3¢+~ hy(¢) = th R, qui est continue (donc
mesurable) et positive pour tout % € {1,2} et T' qui admet une densité, on a E[T?] =E[ha(T)] = [ ho(t)fr(t)dt =
6[01 t3(1-t)dt=6(1-1) =S et E[T] =E[h1(T)] :6f01 t2(1-t)dt=6(3—1) = 13, i.e. E[T] = {5, et donc Var(T) =
% - 2%, ie. Var(T) = %

3. Donner l'expression de Fr(¢) pour tout ¢ €R.
Solution : Soit teR. On a Fp(t) =P(T <t)=['7 Ca(1-a)ly_esn[o1](a)da = 1o 11(t) fOtCa(l -a)da+
11,10 (2), 1€ Fr(2) = (3-28)¢%1 [0 1)(¢) + 191 4o0[ (£)

4. Soit Y la v.a.r. définie sur E telle que Y = /T2 +1. Montrer que Y admet une densité fy et donner une
expression de fy explicitement.

Solution :  Soit y €R. On a Fy(y) =P(VT?+1<y) = l[O,Jroo[(y)I]J’(T2 <y?-1)= 1[0 400[ (M) 1[1,+00[ (MP(T <
Vy%2-1), donc Fy (y) = 1[0,+°o[(y)1[1,+00[(y)((3—2\/y2 ~-1)(»? —1)1[0’\/5] (y)+ 1]\/§,+oo[(y))’ et donc on obtient
Fy(y)=(3-2\/y2-1)(y*- 1)1[1,\/5] (») +1]\/§’+m[(y), ou on a Fy dérivable sur [1,/2]; cela implique que Y

admet une densité fy donnée par fy(y) = C(% (%—g))‘t:\/yz__l(%\/ﬂ—l)l[lyﬂ] (¥), cest-a-dire qu’on a

fr(y)=Cy(1-vy* =1 /5(9)-



Exercice 3[4 points] Soit (X},)zcy+ une suie de v.a.r. indépendantes et identiquement distribuées de loi expo-
nentielle de parameétre A > 0. On rappelle que une densité d’une loi exponentielle de parameétre A est donnée par
fx(x) = Ae **1g, (x) pour tout x € R. On a E[X] = % et Var(X) = /1—12 On considére un entier n > 100 et on note

X,= % Y -1 X la moyenne des n premiers Xj,.

1. La suite (X,;)m>1 converge vers quelle variable aléatoire ? et quels sont les types convergences valables
pour cette limite ?

Solution : On peut utiliser la loi forte des grands nombres, avec (X, )nen+ qui est bien une suite de v.a.r. i.i.d. de
carré intégrable avec u=E[X1] = % et o2 = 712 < 00; et on obtient que (X,,)m>1 converge p.s. et converge dans L2

vers p (cela implique convergence dans £? aussi).

On aurait pu utiliser la loi faible des grands nombres, en utilisant i.i.d. et X; € £1, avec convergence p.s. et dans
L.

2. On suppose que A = % et n=100.
Estimer & I'aide du Théoréme Limite Centrale la probabilité P(1,9< X, <2,1).

Solution : Ici on peut utiliser le Théoréme limite centrale, en effet on réutilise les hypothéses utilisées dans la loi
forte des grands nombres, et on a ((nX, —nu)/o/n), converge en loi vers une v.a. X ~N(0,1), i.e. lim,_, oo P(a <
Vn(X,-2)/2<b)=P(a <X <b),i.e. aetbsonttelsque2a/\/n+2=1,9et2b/\/n+2=2,1,i.e. a=5(1,9-2) =-0,5
et b=5(2,1-2)=0,5. Or P(a <X <b) = ¢(0.5) — p(~0.5) = 2¢(0.5) — 1= 2x 0,69146... ~ 1 = 0,38292....

3. Déterminer a, et f, (ne dépendant que de n) tels que P(a, <AX, < B,) ~ 0.99.

Solution : Da fagon analogue, on obtient 2a/\/n+2 = a,/A et 2b/\/n+2= B, /A, i.e. a=2(a,—1)/n et b=
2(Bn—1)\/n, comme il y a une infinité de cas de (a,b) tels que P(a <X <b) =0,99... prenons comme précédemment
a=-b et b positif, i.e. que 2¢(b) —1=0.99, i.e. $(b)=0.995,1i.e. b =257, dou a, =2A(a/\/n+1)=1+2.57/\/n et
Bn=1-2.57/\/n.



Exercice 4[8 points] Soit X une v.a.r. de loi exponentielle de parametre A > 0.

1. Calculer Fx (x) pour tout x € R.
Solution : Soit x€R. Ona Fx(x)=P(X <x)= [ 1]_oo’x]ﬁ[0,+oo[(u)/le_“ du, donc Fx (x) = (1-e ™)1, (x).
2. Soit £ e N*. Justifier que X* € £1(K) et calculer E[X*].

Solution : Comme X >0 p.s. on a donc X* >0 p.s. ie. X* qui admet une espérance, et par conséquent on

peut utlhser le théoréme de transfert avec hj, définie par hjy(x) = «* sur R,, en effet X admet une densité; d’otx

E[1X*] k erz x* e " dx, par une IPP et une petite récurrence (a détailler rigoureusement !) on obtient

que [E[Xk] Ak , et donc on a bien X* ¢ £1.

3. Déterminer ¢x (x) pour tout x € R.
Solution : Soit x € R. D’apres le cours (c’était justifié) on peut utiliser le théoreme de transfert et donc on
obtient Re(¢x (x)) = f[m cos(xu)de M du = AZixQ [e‘“ (xSiIl(.X‘L.L) - JLcos(xu))]:)r 12+ > (on justifie ces limites !
en bornant par exemple) et de meme (en justifiant encore les limites ! ¢ca prend une ou deux minutes) on obtient
Im(px(x)) = )L2+x2 , dou ¢px(x) = /12+x2 (A+ix)

4. Soient x,y deux réels strictement positifs. Calculer P({X >x+y}|{X >x}).

Solution : Sachant que x > 0 d’olt en utilisant la question 2. on a P(X >x) =1-(1-e ) =4 >0, dou
PUX >x+y{X>x})=P(X >x+y et X >x)/P(X >x) =P(X >x+y)/P(X >x) = e ") [e™2 e P{X >
x+y}{X>x})=eM, on dit qu’il n’y a pas de dépendance du passé.

5. Déterminer la loi de p(X) ou p(x) désigne la partie entiére de x € R.

Solution : X >0 p.s. et pour tout w € Q on a (p(X))(w) € N par définition de la partie entiere, donc p(X)
est une variable aléatoire discréte a valeurs entiers positifs, donc d’aprés le cours la loi de p(X) est I'ensemble
{P(p(X)=F),keN}. OrpourkeN,onaP(p(X)=k)=P(k<X <k+1)=Fx((k+1)")-Fx (k™) =Fx(k+1)-Fx (k)
car Fx est continue, alors on a P(p(X) = k) = e " — e 2(k*1)_ Virification se fait par Y} S5P(X = k) = ¥} 55 e M -

e AMEHL) Z p=AX0 _ =A(+00) _1_=1

6. Déterminer la loide Z ot Z =X - p(X).

Solution : Sachant que Z € [0,1] p.s. (partie fractionnaire) on a donc pour tout ¢ € R, Fz(t) =P(Z <t) =
Lo (O)P(X - p(X) <¢) +1[1 1oo[(t), donc pour 0<t<lonaP(Z<t)=P(X-p(X)<t)=P(X-p(X)<t,Xe
Uken[B,k +1[) = P(Upen{X - p(X) < ¢, X € [k,k +1[}), comme il 'agit d'une union d’événements disjoints, d’out
grace a la o-additivité de P, on obtient P(Z <) = Y 0P(E< X <k+1,X-k<t) =Y 5Pk <X <t+k) =
(1-eMyyioe M= (1-eM) 1_1,1 , en effet 0 <e ™ <1 grace a A >0. F est aussi dérivable sur [0,1[, et donc Z

1[0,1(2), et on a aussi Fz(2) =

Az —Az
admet une densité fz donnée par fz(z) =11 11__‘2,1 110,17 (2) +1[1400[ (2)-

7. Montrer que Z est de carré intégrable. Calculer Var(Z).
Solution : Comme Z €[0,1[ p.s. d’oux Z%2<1p.s. etdonc ZZe L1 ie. Z est bien de carré intégrable, donc Var(Z)

2
existe et on a avec le théoréme de transfert bien justifié Var(Z) = _’1_,[ 0 2Ze M dz - ﬁ ( [01 ze M dz) =
T e_ﬂ E[X?]- ﬁ [X]?, finalement Var(Z) = - e_ﬂ fz (1_21_1)2 72> 1.e. Var(Z) = %



