Estimations

I Echantillon

Définition.
Un échantillon désigne un sous ensemble d’individus extraits d’une population, sur lesquels vont étre
étudiées des grandeurs aléatoires.

Soit une expérience aléatoire a laquelle on associe une v. a. r. X, tq. E(X) = m et V(X) = ¢ Un
échantillon de taille n ou un n-échantillon est une suite de v. a. r. Xy,---, X,, indépendantes et de méme loi
que X.

_ 1 <&
On appelle moyenne empirique sur cet échantillon, la v. a. r. X,, = — E X; etona:
n
=1

0.2

B(X,) =m et V(X,) = =

n

1 —
On appelle variance empirique sur cet échantillon, la v. a. r. SEL = — Z (Xi - Xn)2 on peut écrire la

n
=1

variance empirique d’une autre facon, en effet :
n n

Z (X — yn)z = Z (X; —m) — (X, — m))2

i=1 i=1

=1
et donc E(S2) = % SOE (X - B(X,) - B (%, — B(X,))’
- Lovin —viE) = v -
dou B(§2) = =12

La valeur moyenne de la variance empirique n’est pas exsactement égale & la variance théorique, c’est



pourquoi on introduit la variance empirique modifiée :

n

S, : S (X=X = LS (X, - X,
i=1

" n—1mn 4
=1

n—1

S2

n

dot E(52) = o2.

IT Estimation

On considére généralement deux types d’estimation : I’estimation ponctuelle (on cherche & estimer une
valeur) et ’estimation par intervalle de confiance ou l'on estime la probabilité que la valeur vraie d’un
paramétre appartienne & un intervalle donné.

II.1 Estimation ponctuelle

Probléme : Soit X une v. a. r. qui suit une loi de probabilité Ly dépendant du paramétre # inconnu.

On cherche & utiliser 'information connue dans I’échantillon (X7, ---, X,,) pour estimer 6.

Définition.

1) Etant donné un échantillon (X1, --,X,), on appelle statistique toute v. a. r. T, de la forme T, =
o(X1, -+, X,) ot ¢ est une fonction mesurable de R™ — R.

2) On appelle estimateur de 0, toute statistique T,, dont la valeur observée sur I’échantillon est utilisée pour
estimer 0.

Exemple Si le paramétre a estimer est la moyenne théorique de la loi de X c-a-d § = E(X) alors I’estimateur

1 & — -
naturel est T}, (X1,--- , X,) = — ZXi = X, puisque F(X,) =6.
n

i=1

I1.2 Biais d’un estimateur

Définition.
1) Un estimateur T,, est dit sans biais ou non biaisé si :

E(T,) = 0.

2) Un estimateur T,, est dit asymptotiquement sans biais si :

lim E(T,) =0.
n—-+oo
Exemple
& X, est un estimateur sans biais de la moyenne de X.
1 -
& SEL = — Z (Xi — Xn)2 est un estimateur asymptotiquement sans biais de la variance théorique de
n
i=1
n—1
X ; en effet si on pose § = V(X) alors on sait que : F(S?) = —— @ et donc lirf E(T,,) = 6. Par contre
n n—+o00
1

5 =

n
- . . . . . =2
1 Z(Xl — X,,)? est un estimateur sans biais de la variance théorique puisque F(S,) = 6.
n—
i=1



II.3 Convergence d’un estimateur

Définition.
Un estimateur T, est convergent s’il tend en probabilité vers 8 quand n — +oo c-a-d :

Ve >0, P(|T,—0|<e) —— 1.
n—-+4oo

ou encore
Ve>0,P(|T,—0]|>e) ——0.

n—-+4oo

Théoréme. Tout estimateur sans biais dont la variance tend vers 0 quand n tend vers +0o est convergent

c-a-d :
E(Tn) =0 T P 9
V(Ty) P 0 — oo

Preuve L’inégalité de Bienaymé-Tchebychev donne :

P(T,—0|>¢) <

I1.4 Qualité d’un estimateur

La qualité d’un estimateur se mesure a 'aide d’une distance au paramétre estimé. Pour obtenir un
indicateur numérique on retient F [(Tn - 0)2] qu’on appelle risque quadratique, on a la relation suivante :
EQ(T,) = E (T, — 0)2] = E [[(Tw — E(T) + (B(T,) - )]
= E (T, — E(T,))?] + 2(E(T,) — 0) E [T, — E(T,)] + (E(T,,) — 6)°
E(T,)—E(T,)=0
—  EQ(T,) = V(T,) + (E(T,) - 0)*

Pour un estimateur sans biais ’erreur quadratique est égale a la variance.

Pour deux estimateurs T, et T), sans biais, on dira que T, est plus efficace que T}, si V(T},) < V(T}). La
question se pose alors si on peut trouver un troisiéme estimateur qui serait meilleur que T, et si oui, il faudrait
poursuivre la recherche ce qui nous conduit & essayer d’améliorer indéfiniment un estimateur. Existe-il un
meilleur estimateur ? Pour répondre & cette question on a besoin de I'inégalité de Fréchet-Darmois-Cramer-
Rao (FDCR) suivante :

Définition.
On appelle vraisemblance (Likelihood) de ’échantillon (X1,---,X,,) la loi de probabilité de ce n-uplet,

notée L(xy, - ,x,) et est définie par L(xq, -+ ,x,) = HP(Xi =x;),) 58 X est une v. a. r. discréte et par
=1

n

L(zy, -+ ,xp) = Hf(xl-,ﬁ) si X est une v. a. r. continue de densité f(x,0).
i=1

Le théoréme suivant va préciser la borne inférieure pour la variance des estimateurs sans biais, sous cer-
taines hypotheéses relatives a la loi de X et que nous appellerons hypothéses de Cramer-RAO (ces hypothéses
portent sur ’existence de dérivée de f densité de X et la possibilité d’intervertir les opérateurs de dérivation
et d’intégration).
Définition.

On appelle quantité d’information de Fisher :

OWLN®| _ [ &Lz, )
90 B

I,(0) =F expression plus facile a calculer

06?

T i X(Q) est indépendant de 0



Remarque
OlnL(xy,--- ,xn)

00

Si les v. a. r. sont indépendantes et de méme loi on a I,,(#) =nI;(0) si E =0

Preuve
Sous les mémes hypothéses et puisque :

B |:8IHL(Z‘1,'~' , Tn)

00
olnL\?>
00

(= [5]) - ()

= var laae In (Hf(xi, 9) = var [; ;hl(f(xi’ 9)]

} =0 alors:

I,(0)=E

"9 = 0
= var L_l 20 ln(f(:ri,ﬁ)] = ;U(IT’ [89 ln(f(xi,ﬁ)]

= nvar {389 In(f (a1, 9)} —n1,(0)

Théoréme. Sous les hypothéses de Cramer-RAQO, en particulier si X(Q) est indépendant du paramétre a
estimer 0 ; pour tout estimateur sans biais T,, de 0 on a

1

V(Ty,) > .0

Ce théoréme donne une borne inférieure pour la variance d’un estimateur sans biais, qui peut ou non étre
atteinte. Si cette borne est effectivement atteinte pour un estimateur, il sera alors le meilleur ou ’optimal.

Définition.
Un estimateur sans biais T,, est dit efficace si sa variance est égale a la borne de FDCR c-a-d
1

VT =77y

IIT Méthode de construction d’un estimateur

En ’absence d’un estimateur évident, on est amené & construire un estimateur, on dispose de deux
méthode : la méthode du maximum de vraissemblance et celle des moments.

ITI.1 Meéthode du maximum de vraisemblance

Définition. L’estimation de mazimum de vraisemblance de 0 est la valeur 0,, de 0 qui rend mazimale la
fonction de vraisemblance L(xy,--- ,xy,,0). L'estimateur du maximum de vraisemblance (evm) de 6 est la v.
a. r. correspondante.

Remarque R
0,, est le maximum de la fonction L(x1,- -, 2,,0) donc 6, est solution de :
oL
=0
00
(1) L



mais comme la fonction de vraisemblance L(xy,--- ,x,,6) se calcule & partir d’un produit on remplace
le probléme (I) par un probléme équivalent pour la log-vraisemblance c-a-d 8,, est solution de :

OlnL

00 =0
(1)
9?lnL <0
062

Exemple

1
Considérons X une v. a. r. de loi exponentielle de paramétre 3 ot # > 0, de densité définie pour x > 0
par : f(z,0) = rk

La fonction de vraissemblance est L(xz1, -+ ,zp,0) = H f(z:,0) = 976_52"“
i=1 i=1

—Z
[

_— 1 OlnL —n 1 &

d’ott InL(zy, - ,2p,0) = —n ln(é’)—g;xi et W=7+07;9@i

L 1 o o L n 2 n _
=O<:>9:EZa:i:mn;dautrepart W:ﬁ—e—ggmiza—g(ﬁ—an). Pour

ainsi In
nsi -~
00 P

n

2InL — . _ 1
0 =7, on a (%;) (f”):?? <0 d’ou 0, =T, et par conséquent 7, :Xn:E;Xi

n

II1.2 Meéthode des moments

Dans le cas ou le paramétre & estimer 6 est la moyenne théorique de la r. a. r. X, ’estimateur naturel est
1 n
— E X; ; de méme pour estimer la variance § = V(X), on prend
n

i=1

la moyenne empirique c-a-d T}, = X,, =

n
comme estimateur la variance empirique S2 = — g (X, — X n)2. Ce principe se généralise aux moments
n
i=1

n

1 _
d’ordre supérieur en considérant T, = — Z(Xz — Xn)]~C pour k > 3.
n

i=1

IV Intervalles de confiance

Jusqu’a présent on a estimé un parameétre § par une unique valeur 0,, (estimation ponctuelle). Si ’esti-
mateur 6, posséde de bonnes propriétés (sans biais, de variance minimale, efficace) on peut s’attendre a ce
que 0,, soit proche de la vraie valeur valeur de 6. Cependant il est peu probable que ce soit le cas. Il est plus
raisonnable de proposer un ensemble de valeurs vraissemblables pour 6 plutot que de ’estimer par une seule
valeur. Fournir un intervalle I tq. 8 € I s’appelle donner une estimation par intervalle de 6 ou estimation
ensembliste.

Définition. Un intervalle de confiance de seuil (ou de niveau se signification) o € [0, 1] pour un paramétre
0, est un intervalle aléatoire I tq. P(0€l)=1—q.

Remarque

"I « est la probabilité que 0 n’appartienne pas & I c-a-d c’est la probabilité de se tromper en affirmant
que 6 € 1.

"M 1 — « est le niveau de confiance que 6 appartienne a I.



Le probléme a régler est de trouver un procédé pour déterminer un intervalle de confiance pour un para-
metre 6. On choisira dans la plupart des cas un intervalle de confiance centré sur un estimateur performant
0, c-a~d de la forme I = [0, —¢,0,, +¢]; il reste & trouver e tq. P(Q € [) = P(0,—e <0 <0,+e)=1-«
IV.1 Intervalles associés aux paramétres de la loi normale

IV.1.1 Intervalle pour la moyenne d’une loi normale avec variance connue

_ 1<
Si Xq,---,X, sont des v. a. r. indépendantes et de méme loi N(m702), on sait que X, = — ZXi est
n -

un estimateur sans biais, de variance minimale de m. Cherchons un intervalle de confiance pour m sous la
forme [ X,, —e, X, + ] le probléme revient, pour « fixé, a chercher e tq. P(X,, —e <m < X, +e)=1—«

_ X, —
c—a—dP(—gan—mga)zl—aoubienP(—\/ﬁgg\/ﬁmg\/ﬁg):l—a
g g g

—m loi

Xn
on sait que v/n " N(0,1). Si ¢ est la fonction de répartition de la loi N'(0,1) alors ¢ est
g n——+o00
solutionde: 1—a= ¢(\/ﬁg> — ¢ (\/ﬁg)
o o

~2()

[ \/ﬁ _ a \/ﬁ -1 «
don ¢,(05 =1-5 = =o' (1-3)
Si on pose Uy = ¢~ * (1 — %) — 1- % = ¢(uqa), us s'appelle le fractile d’ordre 1 — % de la loi M(0,1).

o ) - .

Tua et par conséquent l'intervalle de confiance pour m de niveau de confiance
n

ag —_

—=Ua, Xn+

vn

Vn
alors —e =u, = =
o

_ o
1—aest:I—[Xn— \/ﬁua}
IV.1.2 Intervalle pour la moyenne d’une loi normale avec variance inconnue

La statistique utilisée dans la situation précédente n’est utilisable que si on connait la valeur de o; or,

dans la pratique on ne connait pas la valeur de o et va donc devoir étre remplacé par un estimateur sans
n

_ 1 —
biais de la variance théorique o2 : Si = 1 Z(Xi — X,,)2. On utilise donc comme nouvelle statistique
n—
i=1
Yn - . . . N . . .
vn < qui suit une loi de Student & n — 1 degrés de liberté.
de P(X,, —e<m<X, —|—5)—1—a0nendedu1tqueP( \gg <\f \{gﬁg) =l-a

si on appelle F' la fonction de répartition de la loi Student St(n — 1) & n — 1 degrés de liberté on aura
pYrE) _p @ VRe_ pa (1-2) @

S, 2 S, 2
Si on pose ty—1,4 = F‘l(l — %) c-a-d F(tp—10)=1-

g, n—1,a est donc le fractile d’ordre 1 — % de la

loi de Student & n — 1 degrés de liberté; on deduit de (%) que € = i t—1,o ; d’ot Vintervalle de confiance

NG
§n

pour m de niveau de confiance 1 — « vaut : I = [Xn —tn—1,0 X, +—=

n 1,
n

%to\



IV.1.3 Intervalle pour la variance d’une loi normale avec espérance connue
n
. 1

op = —

Z(XZ —m)? est le meilleur estimateur de o2 de plus
n
i=1

noy,

o2
du x2 n’est pas symétrique) V a,b € Rtq. 0 < a <b

Pla<™r<p)=p (L9 <52 < 0
o2 b

a

suit la loi du x2. On a donc (la loi

= F2(b) — Fa

l-a=1-2_2

2 2
Il y a une infinité de facons de choisir a et b. La facon la plus usuelle de procéder est "d’équilibrer les risques"
c-a-d de prendre a et b tq. Fyz(b) =1~ G et F\z2(a) = §
si on obtient b = Xfm_g et a = x%,g alors Pintervalle de confiance pour o2 de niveau de confiance 1 — « est :

né, No,
I=|%—— =5
Xn,l—% Xn,%
IV.1.4 Intervalle pour la variance d’une loi normale avec espérance inconnue

g2 1 i

n =

Lorsque I'espérance m de la loi normale est inconnue, I’estimateur sans biais et convergent de o2 est :
=2
n—14
i=1
tq.

Z(Xi — X )% de plus (n — 1)—% suit la loi du x7_;. De méme on cherche les valeurs de a et b
g

32
P<a<(n—1) "<b>:1—a
ce qui conduit & :

=Fe (b)) - Fy

(@)

«
confiance 1 — « est :

2 2

usuellement on choisit b = X%_l 1_a et a = X%—1 o alors l'intervalle de confiance pour o2 de niveau de
’ 2 ’2

—2 —2
I—[(nl)ﬂ,(nl) 5 ]

—1-a=1-2_¢

Xn-1,1-¢2 Xn—1,%




