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Préliminaires

On s’est basé sur le livre de Jacod et Protter®. 1. J. Jacod and P. Protter. L'essentiel
en théorie des probabilités. Collection
Enseignement des mathématiques.

tribu (ou o-algebre),mesure, mesure o-finie, fonction mesurable, ~ Cassini, 2003. ISBN 9782842250508. URL
. P https://books.google.fr/books?id=
fonction borélienne GHOTAAAACAA)

Définition 1 Soit X un ensemble. On appelle tribu (ou o-algebre) sur X,
un ensemble F de parties de X qui vérifie

1. F#Q

2. F est stable par complémentaire :
VBe F,B € F.
3. JF est stable par union dénombrable :
(VneN, B, € F)= |J Ba€ F.
nelN

L'union est dite dénombrable parce que 'ensemble des indices Iest.

Quelques exemples

e La tribu dite grossiere : F = {Q®, X}.

e La tribu dite discrete : F = P(X) ot P(X) représente I’ensemble
de toutes les parties de X.

e Si X ={a,b,c,d}, alors F = {®,{a},{b,c,d}, X} est une tribu sur
X. C’est la plus petite tribu contenant ’ensemble {a}.

e Pour tout X, {A € P(X)| A ou A® fini ou dénombrable} est une
tribu sur X.

o (Vnel By, €F)= NyerBn, iminf, 10 Ay, limsup, . , An €
F.

o A€ P(X)= NacrF est une tribu, appelée la tribu engendrée par
A, notée par 0(A).

Espace mesurable

Soit X un ensemble et F une tribu sur X. Le couple (X, F) est
appelé espace mesurable ou espace probabilisable en fonction du


https://books.google.fr/books?id=GHolAAAACAAJ
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contexte. Sur les espaces mesurables on définit des mesures; sur les
espaces probabilisables on s’intéresse spécifiquement aux probabili-
tés.

Les parties de X qui appartiennent a la tribu F sont appelés
ensembles mesurables. Dans un contexte probabiliste, on les appelle
événements et X est appelé 1'univers.

Mesure

Une application p définie sur F a valeurs dans [0, +0], est appelée
mesure lorsque les deux propriétés suivantes sont satisfaites :

n@) =0,
i est o-additive : si Eq, Ey, ... est une famille dénombrable de
parties de X appartenant a F, et si ces parties sont deux a deux

disjointes, alors la mesure y(E) de leur réunion E est égale a la
somme des mesures des parties :

u(Ukens Ex) = Y m(Ep).
keIN*

Lorsqu’on dispose d’une mesure y sur (X, F), on dit que le triplet
(X, F, ) est un espace mesuré.

Tout élément de F est appelé ensemble mesurable, la valeur y(S) est
appelée la mesure de S.

Lorsque p(X) est fini, on parle de mesure finie ou mesure bornée.
Lorsque u(X) = 1, on parle de mesure de probabilité; le triplet

(X, F, u) est alors appelé un espace probabilisé ou de probabilité.

Un sous-ensemble S de X est dit négligeable lorsqu’il est inclus dans
un T appartenant a la tribu F et de mesure nulle.

La mesure y est dite complete lorsque tout ensemble négligeable
appartient a la tribu F.

Définition 2 (Mesure o-finie) Soit (X, F, ) un espace mesuré. On dit
que la mesure y est o-finie lorsqu’il existe un recouvrement dénombrable de
X par des sous-ensembles de mesure finie, c’est-a-dire lorsqu’il existe une
suite (Ep)peN d'éléments de la tribu F, tous de mesure finie, avec

X — UHGNET’I'

Définition 3 (Mesure absolument continue) Soient yq et yp deux
mesures complexes sur un espace mesurable (X, F). On dit que pq est
absolument continue par rapport i yy si et seulement si pour tout ensemble
mesurable A :

#2(A) = 0= m(A) =0,

ce que l'ont note py < py.

Fonctions mesurables



Définition 4 Soit E et F des espaces mesurables munis de leurs tribus
respectives € et F. Une fonction f : E — F est dite (£, F)-mesurable si la
tribu image réciproque par f de la tribu F est incluse dans £, c’est-a-dire
si:

VBe F, fYB)c€.

Si F est I’ensemble des réels et si F est sa tribu borélienne, on dira
simplement que f est une fonction mesurable sur (E, £), et on utili-
sera la notation f € F.

Soient E un espace mesurable et (f,), une suite de fonctions
mesurables de E dans R (ou méme dans R := R U {—oo, +0o0}). Alors
la fonction f définie par f = inf, f, (a valeurs dans R) est mesurable.
En effet, I'image réciproque par f de |a, +o0] peut s’écrire

U{x€E|fn(x)>a}

nelN

et cet ensemble est une réunion dénombrable d’éléments de £, donc
un ensemble mesurable.

Par passage aux opposés, on en déduit que, si les fonctions f;
de E dans R sont toutes mesurables, alors la fonction sup,, f, I'est
également.

On peut alors montrer que les fonctions limites inférieure et supé-
rieure liminf,, ;o fu et limsup, ., fu sont, elles aussi, mesurables.

Définition 5 Toute fonction f : (R, B(R)) — (R",B(R")) qui est
mesurable est appelée Borel mesurable, ou borélienne.

Quelques exemples :

¢ Toute fonction continue de IR” dans R est borélienne puisque
I'image réciproque de tout ouvert de R est un ouvert de R” (c’est
une des définitions de la continuité des fonctions).

o Les fonctions monotones sur R sont boréliennes car I'image réci-
proque d’un intervalle est un intervalle, et donc I'image réciproque
d’un ouvert est borélienne. En particulier, toute fonction de réparti-
tion est borélienne.

e Toute fonction dérivée est borélienne, car si f est dérivable sur R,
sa dérivée f’ est la limite simple de la suite des fonctions continues

(n(f o (1d+3) = f)nen-

e La somme de deux fonctions boréliennes f et g est borélienne. Par
exemple,

{x:fx)+gx) <a}=J ({x: flx) <rpn{x:g(x) <a—r}).

reQ



Définition 6 Soit (Q), F) un espace mesurable. Soient I C IN*, (A;)ies €
Fltel quei #j= AiNAj=Det ) = UjclA,.
1. Alors on appelle P = (A;)icy une partition de Q) (ou F-mesurable de

Q).

2. Une partition P' = (B;)jey de Q) est dite plus fine que P (ou un

raffinement de 'P) si pour tout i il existe J; C | tel que A; = Ujej,Bj ou,
ce qui est équivalent a, ainsi qu’on le montre facilement, si pour tout j il
existe i tel que B; C A; € P et on note cela par P' < P ou P > P’

Propriété 1
1. PP<Pso(P)Co(P).

2. Si Py et Py sont deux partitions différentes de ), il existe toujours une

partition P de Q) a la fois plus fine que Py et P

En effet : si P; = (A;)ic1 et P2 = (Bj)jej il suffira de prendre pour P
la famille des A; N B; non vides (i € I,j € ]) (montrer-le). On note cela

par P =P1V Ps.

Espaces LP

On ne considere que des fonctions a valeurs réelles (ou dans
[0, 00]). Le cas des fonctions a valeurs complexes s’en déduit en
séparant parties réelles et imaginaires. Dans la premiere partie on
travaille dans un espace mesuré quelconque puis, dans la deuxiéme
partie on spécifiera a la mesure de Lebesgue sur R.

Approximation par des fonctions étagées

Soit (X, A, it) un espace mesuré.
Définition 7 (Fonction étagée) Une fonction f sur X est dite étagée
lorsqu’il existe
1. I C N, card(I) < co.
2. ()ie; € RL
3. (Aj)ier € AL

tels que

f= ZﬂcilAl..

i€l
Le théoréeme suivant permet d’approcher toute fonction mesurable
positive par une suite de fonctions étagées :



Espérances Conditionnelles

Probabilité Conditionnelle et Indépendance

Définition 8 (Probabilité Conditionnelle) Pour tous événements
A,B € F t.q.P(B)) # 0, la probabilité conditionnelle de A sachant B
est définie par

P(ANB)

P(AIB) = 5

(1)
Exemple 1 (Formule de probabilités totales) Pour tout événement
A € F et toute partition (B;)ien+ € FN de Q) t.q. P(B;) > 0 pour tout
i€ IN¥,

P(A)= ) P(ANB;)= ) P(A[B)P(B;),

i€eIN* i€N*

oit la premiere égalité et la deuxieme égalité viennent respectivement de
o-additivité dénombrable de P et de (1).

Définition 9 (Indépendance des événements) Soientn > 2 et
(Q), F,P) un espace probabilisé. Deux événements A et B de F sont dits
indépendants (par rapport a P) si P(ANB) = P(A)P(B).

Une famille quelconque d’événements A; € F, i € 1, est mutuellement Exemple 2 On lance un dé a 6 et on

indépendante si pour tout | C 1 fini note A = "obtenir un nombre pair” et
B = "obtenir un multiple de 3”. On a :
1 1 1
P(NicA;) =] [P(A)), IP(A) = 5, IP(B) = 5 et P(ANB) = g.
( i€ ]) 1—[ ( ]) Les événements A et B sont indépendants.

je
i€l On lance deux dés rouges et verts, et
on note A = "La somme des numéros fait

est une famille d’événements deux a deux indépendants si pour tout 67 ct B—"Sur le dé rouge, on obtient un

J C Iﬁni et pour tous i,j €], nombre pair”. Un petit dénombrement
de tous les cas possibles montre que
]P(Ai N A]) = ]P(AI)JP(A]) P(A) = 5, P(B) = 3 et P(ANB) =
%‘ Les événements A et B ne sont pas
indépendants.

Définition 10 (Indépendance de tribus) Soient n > 2 et (Q), F,P) un
espace probabilisé. Une famille quelconque de sous-tribus G; C F,i € 1, est

1l indévend . e d'évé G ] Exemple 3 Bien siir, des événements
mutuellement indépendante si toute famille d'événements G; € G;, i € 1, est sutuellement indépendants sont indé-

mutuellement indépendante. pendants deux a deux, la réciproque est
fausse, en effet en lancant 2 fois une piece
de monnaie et en posant A = "on obtient
. . . pile au premier lancer”, B = "on obtient
et (Q), F,P) un espace probabilisé. Une famille quelconque de variables face au deuxieme lancer” et C= "on obtient
la méme chose aux deux lancers”, il vient
tres facilement P(A) = P(B) = P(C) =
L, P(ANB)=P(ANC) =P(BNC) =
1L, P(ANBNC) = 0; les événements
A, B et C sont donc deux i deux indé-
pendants, mais ne sont pas mutuellement
indépendants.

Définition 11 (Indépendance de variables aléatoires) Soient n > 2
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aléatoires réelles X;, i € 1, sur (QQ, F,IP) et a valeurs dans (E, B) est
(mutuellement) indépendante si la famille des tribus engendrées par les
X; est (mutuellement) indépendante, i.e. pour tout | C I fini, et tous les
ensembles mesurables B; € B, je],

P(Njej {X; € Bj}) = [ [P(X; € B)).
i€l
Exemple 4 Considérons 'exemple du dé, on a (Q), F,P) oit QO =
{1,2,3,4,5,6}, F = P(Q) et P({w}) = L pour tout w € Q. Soient

Al = {1,2,3}, Az = {2,5}, Xi = 1Az" .Fl = U({Ai}), 1= 1,2.

Indépendance des événements :IP(A; N Ay) = P(A1)P(Ay) = %, donc
Aj et Aj sont indépendants.
Indépendance des variables aléatoires : remarquons que 0(X;) =
{©,0,A1,A{} et 0(Xp) = {D,Q, Ay, AS}. Par calculs élémentaires
IP(B;)P(By) = IP(B1)P(By) pour tous By € 0(X;1),B; € 0(X3), d’ou
Xj et Xp sont indépendants.

Pour montrer que deux sous-tribus F; et F, sont indépendantes,
il faut montrer que tous les événements By, By tels que By € Fj et
B, € F;, sont indépendants; en notons que F; coincide avec o (X;),
pour i € {1,2}, le précédent calcul permet donc de dire que F; et 7,
sont indépendants.

De ce qui précede on voit que si deux tribus F; et F, sont indé-
pendantes, alors toute variable aléatoire F;-mesurable est indépen-
dante de toute autre variable aléatoire F,>-mesurable.

Espémnce Conditionnelle > 2. M. Capinski and PE. Kopp. Measure,
Integral and Probability. Springer Under-

graduate Mathematics Series. Springer
London, 2013. ISBN 9781447106456.

R , . . L, URL https://books.google.fr/books?
Définition 12 (Espérance conditionnelle par rapport a un événement) 1d=5d6PBAAAQBA]

Pour tout variable aléatoire X € L' sur (Q, F,P) et pour tout événement
B € F tel que P(B) > 0, I'espérance conditionnelle de X sachant B, que
'on note par E[X|B], est défini par

Conditionnement par rapport a un événement

E[X|B] =

Conditionnement par rapport a une variable aléatoire discréte

Soit (), F,IP) un espace de probabilité. Soient X une variable
aléatoire L' (Q) (donc I'espérance existe) et Z : Q — {z;};c; C R/, ot1
I C IN*, une variable aléatoire discréte avec i # j = z; # z;. Sachant
que nous avons défini I'espérance conditionnelle de X par rapport a
un événement et que pour tout B € B(R), {Z € B} est obtenu par


https://books.google.fr/books?id=5d6PBAAAQBAJ
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les {Z = z;},i € I, d’ou la définition de 'espérance conditionnelle
suivante :

Définition 13 (Espérance conditionnelle par rapport a une v.a.r. discrete)
Soient I C IN* et X € LY(Q) et Z une v.a. discréte prenant valeurs dans
{zitier CR aveci # j = z; # zj. L'espérance conditionnelle de X par
rapport a Z est définie par la variable aléatoire discrete E[X|Z] : 3 — R

suivante :
E[X|Z] = ) E[X|{Z = zi}]1{7_.
iel
Notez que E[X|Z] € Ll(Q), en effet E[|E[X|Z]|] < Yicr ]EHXl{z:z,-}H =
E[|X[] < +oo.

Exemple 5 Voir TD1 pour I'exercice.

Théoreme 1 Si X € L1(Q) et Z est une v.a. discrete, alors
i) E[X|Z] est 0(Z)-mesurable.
ii) E[E[X|Z]14] = E[X14], VA € 0(Z).

Preuve: On pose B; = {Z = z;} et donc (B;);c; est une partition de
Q, i.e. les B; sont disjoints et () = U;c;B;. On pose G = 0(Z), et il est
clair (montrer le) que 0(Z) = o({B;,i € I}),i.e. G =0 ({B;,i € I}).

Montrons que ¢({B;,i € I}) = {Uje; Bj, J] C I} := K. Il est
facile de montrer que K est une tribu contenant les B;, i € I, donc G
étant la plus petite tribu contenant les B;, i € I on obtient que G C K.
Or A € Kimplique clairement que A € G, d’'ou1 G = K, i.e. que
(T({Bi,i S I}) = { Uje] B]', J C I}.

On pose E[X|Z] := ¥;c; E[X|B;]1p, et donc elle est 0(Z)-mesurable
comme étant une somme de v.a. 0(Z)-mesurables. Pour le second
point il est aisé de vérifier pour toutles A = B; € o0(Z) que
E[E[X|Z]14] = E[X14], mais comme un A € o(Z) s’écrit comme
étant Ujc;B; d’oti par union disjoints d’événements B; on obtient le
second point vérifié. O

Exemple 6 Voir l'exercice du TD pour une application numérique du
précédent théoréme.

Conditionnement par rapport a une variable aléatoire quelconque

Sila v.a. Z est discrete, nous pouvons définir [E[X|Z] facilement,
mais lorsque Z est une variable aléatoire quelconque (qui discrete
ou continue), il n’est pas facile d’écrire une formule explicite pour
E[X|Z] en générale.

Une voie naturelle serait d’écrire E[X|Z] = [ xL ’}i EZ;Z)

n’est pas utilisable si les densités fx 7 et fz n’existent pas.

dx, mais ce
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Toutefois Théoreme 1 nous suggere une voie pour définir I'espé-
rance conditionnelle par rapport a une variable aléatoire quelconque :

Définition 14 (Espérance conditionnelle par rapport a une v.a. quelconque)
Soient X € LY(Q) et Z une v.a. quelconque. Alors 'espérance condition-

nelle de X par rapport a Z est définie comme étant une v.a. que 'on note par
E[X|Z], telle que :

i) E[X|Z] est 0(Z)-mesurable,
ii) Pour tout A € o(A),

E[E[X|Z]14] = E[X14], VA € o(Z) )

Comme l'espérance conditionnelle est définie implicitement par

(2) au lieu d'une formule explicite, nous aurons besoin de justifier
une telle définition en montrant que la v.a. E[X|Z] est caractérisée
de fagon unique; comme il s’agit d’une v.a., cette unicité dépend
donc de la mesure de probabilité IP a travers la notion de IP-presque
stirement.

Définition 15 (Egalité P-presque siire)

1. Deux événements A, B € F sont égaux P-presque stirement (IP-p.s. ou
p.s.) si P((A\B) U (B\A)) =0, i.e., la partie non commune de A et de B
est de probabilité 0.

2. Deux v.a. X et Y définies sur (Q), F,P) sont dites égales IP-presque
siirement siP(X = Y) =1, ce que I'on note par X =Y, P-p.s.

Exemple 7 Notons que deux événements A et B sont égaux p.s. n'im-
pliquent pas qu’ils sont les mémes. On sait seulement que les événements
A\B et B\ A sont de mesures nulles. Par exemple considérons A =]0,0.5]
et B =]0,0.5] sur ([0,1], B([0,1]), Ag1)). Il est clair que A = B p.s. mais
A #B.

Pour le cas de variables aléatoires, soient QO = {wy, w7}, F = P(Q),
IP défini sur F par P({w1}) = 1. Supposons que X; : QO — R est une
va. avec X; = 1y, + (i + 1)1,y i € {1,2}; alors Xy = X p.s. mais
Xl 7%— Xz.

Théoréme 2 (Unicité de I'espérance conditionnelle) E[X|Z] est
unique, c’est-a-dire si X = X' p.s. alors E[X|Z] = E[X'|Z].

La preuve repose sur le lemme suivant :

Lemme 1 Soit (Q, F,IP) un espace de probabilité et 0(Z) € F. Si Y est
une v.a. o(Z)-mesurable et E[Y14] = 0, pour tout A € 0(Z); alorsY =0
p.s. C'est-a-dire, P(Y = 0) = 1.



Preuve: Soientn >1letA={Y>11.OnaA={ye[l +o[} €
o(Z)et0 < E[114] < E[Y14] =0,d’ou P(Y > 1) = 0; de la méme
facon P(Y < —1) = 0etdonc P(A,) = 1o A, = {-1 <Y <
%} Comme (Ay)en+ est une suite d’événements décroissante, i.e.
Ayp1 C Ay, et que {y = 0} = Npen+Ay d’olt

P(Y =0) =P(N}%A,) = mgrﬂmw(mzzlAn) = mll@mP(Am) =1
(3)

O

Preuve: (Théoreéme 2) Supposons que X = X' p.s., ie. P(X =
X") = 1. On veut montrer que E[X|Z] = E[X'|Z] p.s. On pose
Y = E[X|Z] — E[X'|Z] qui est par ¢(Z)-mesurabilité des deux
espérances, est 0(Z)-mesurable. Pour tout A € ¢(Z), E[Y14] = 0,

donc grace au lemme précédent, Y = 0 p.s. i.e. E[X|Z] = E[X'|Z] p.s.

O

Exemple 8 Voir TD2.

Y] Conditionnement par rapport a une tribu

Dans les définitions précédentes nous conditionnions par rapport
aux ensembles de 0(Z), nous pouvons généraliser la définition de
I'espérance conditionnelle par rapport a une tribu :

Définition 16 (Espérance conditionnelle par rapport a une tribu)
Soient (Q), F,P) un espace de probabilité, X € L' (Q) et soit G C F une
sous-tribu. Alors l'espérance conditionnelle de X par rapport a G, que I'on
note par E[X|G)], est définie comme étant une v.a. satisfaisant aux deux
conditions suivantes :

i) E[X|G] est une v.a. G-mesurable
ii) Pour tout A € G,
E[E[X|G]14] = E[X14]. 4)

Notons que différentes variables aléatoires peuvent générer une
méme tribu. Par exemple, sur 'univers () = {H, T}, soient X =
gy et Xo = 1py. Alors X; et Xp génerent la méme tribu F =
{©,{H},{T}, Q}. C’est pourquoi l'espérance conditionnelle par
rapport a une tribu est plus générale que I'espérance conditionnelle
par rapport a une variable aléatoire.

Remarquer que I'unicité de I'espérance conditionnelle se démontre
avec le méme raisonnement utilisé dans la Preuve du Théoreme 2.

Exemple 9 Si G = {©,Q}, alors E[X|G] = E[X] p.s.
Pour la preuve, voir les TDs.

13
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Exemple 10 Pour tout B € G, on a E[E[X|G]|B] = E[X|B].
Pour la preuve voir les TDs.

Dérivé de Radon-Nikodym

Nous allons montrer 1’existence de 'espérance conditionnelle,
garantie par le Théoreme de Radon-Nikodym.

Définition 17 (Mesure absolument continue) Soient y; et yp deux
mesures de probabilité sur (Q), F) t.q. u1(A) = 0 = pua(A) = 0 pour tout
A € F. Alors la mesure yy est dite absolument continue par rapport a 1,
et on note cela par py < yj.

Exemple 11 Considérons I'espace mesurable (Q, F) ot Q = {1,2,3,4,5,6},
. —35
F = P(Q). Pour tout w € Q, soient y1({w}) = L, ja({w}) = jw 9 5

us({w}) = %1{(@4} et yy({w}) = %1w§3}. Alors vérifier que p; < o,
Hy K M1, Pz < pjet pg < p;pouri € {1,2}.

Exemple 12 Sur l'espace mesurable (R, B(R)) on définit Py et Pr par
IPn(Ja, b]) = Fn(b) — Fn(a) et P(la, b]) = Fe(b) — Fg(a), oit Fy et Fg
sont les fonctions de répartitions respectives des lois normale standard et
exponentielle standard. Alors Pp < P est vraie alors que Py < Pg n'est
pas vraie.

Théoréme 3 (Théoréeme de Radon-Nikodym) Soit (Q), F) un espace
mesurable. Soient P, Q deux mesures de probabilités sur (Q), F) telles que
Q < P. Alors il existe une unique (au sens presque-stirement) variable
aléatoire positive Y € L(IP) telle que

Q(A) = /A Y dP, )

pour tout A € F. La variable aléatoire Y est appelée la dérivée Radon-Nikodym
de Q par rapport a P, que I'on note par Y = Z%.

Preuve: Cette preuve qui est constructive et elle se fait en 4 étapes :

i) Supposer Q(A) < P(A) pour tout A € F. Pour toutn € N*,
construire une v.a. Yy, sur une tribu 7, C F, engendrée par une
partition finie de Q).

ii) Prendre la limite (Y}),eN+ pour obtenir Y.
iii) Montrer que Y trouvé satisfait bien a 1’égalité (5).
iv) Montrer que Q(A) < P(A) pour tout A € F.

i) Supposons que Q(A) < IP(A) pour tout A € F. Soit n € IN*. Soit
(F)jeq12,..r,} une partition finie de 3, i.e. 2 = U;”Zle ottr, € N*
et F; € Faveci #j= FNF = ®.Soit F, = o(Fy,..., F,).On



définit Y, : Q — Ry par Yy, = ZY” (Q/P)(Fj)1r1p(r Fj)>0, qui est
bien intégrable puisque

E[|Y,]] /Ynd]P Z/Yndn):ﬁQ(Fi)zQ(Q):Koo.
i=1

De plus, pour tout 1 < j < ry 1f; est F-mesurable car F; € F,

et pour tout w € F;, (Q/P)(F;) est constante; d’ot Yy, est F-
mesurable comme somme de Varlables aléatoires F-mesurables.
Comme tout F € F, est union finie de F;, d’ou (5) est vérifié pour
tout A € F,,.

Soit Fyp1 = o(Fy,..., F,,,) ot (F)i<k<y,,, est une partition
plus fine que (Fk)1<k<r On définit Y, 41 : QO — Ry par Y11 =
Zrn+1 (Q/P)(F i)1E llp( E)>0- De fagon analogue, on démontre que

Yn+1 est IP- 1ntegrab1e et ]:n+1—mesurable et Q(A f 4 Yuy1dP
pour tout A € F, 1. De plus, fQ T dP > fQ Y2 dP, en
effet fQ Yy (Y1 — Yu)dP = r." fF Yy (Y1 — Yu)dP =

Z]rnl P(F) (fp ni1dlP — fp IP )

ii) Donc, lorsque la partition de Q devient de plus en plus fine
(par exemple la suite des tribus /7 C ... C F; C ...), la suite
des dérivées Radon-Nikodym (Y )xen+ devient une suite infinie
croissante dans le sens ot [ Yk2 " dP > Ja Yk2 dP pour tout
k € N*. De I'autre coté ( [, Y7 dPP), est borné parce que P(Q)) = 1
et Yy <1 (eneffet Q(A) < P(A) pour tout A € F et la définition
de Yj donne cela). Donc d’apres le théoreme de convergence
monotone, la limite £ := limy_, o [ Y,f dlP existe.

Avec les mémes arguments de limite on montre que limy_, o, Yy :=
Y existe; en effet il existe N € IN* tel que pour toutn > N,

0— zrf1 < JQY2AP < [ Y2 dP < £.Donc [ (Yyi1 — Yu)?dP =
Jo(Y2, —Y2)dP < 47" En utilisant I'inégalité de Cauchy-
Schwartz avec |Y;, 11 — Y| et 1, on obtient [ Y41 — Yy |dP <
27" Comme (YL 5 |Ynt1 — Yu|)m>n est suite croissante de
fonctions mesurables a valeurs positives, d’ot1 d’apres le théo-
réme de convergence monotone (ou en version anglaise le théo-
reme de Beppo-Levi) on a Y /' \ | Y41 — Yu| est mesurable et

[ 2y Yast = YaldP = Y2 [ [Yus1 — Ya|dP < co. Et
doncona Y2y [Yuq1 — Y| < o0 p.s. (sinon on ne peut pas avoir
Jao Zrin [Yns1 — Y| dP < o0), par conséquent Y 32 (Y41 — Yu) <
oo p.s., c’est-a-dire limy_,, Yy < 00 p.s.

iii) Comme Y;, est F,-mesurable out F;,, C F et Y = lim;,,, Y, d’olt
Y est F-mesurable. Pour tout A € F, soit R, = (A;)1<i<r, V
{A, A% ou Fyy = 0(Ay,..., Ay,). Il est facilement vérifiable que
Q(A) = [, Yg, dP ot Y, est définie comme a été définie Y, mais
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sur R, au lieu de F,. Par I'étape ii), ona £ — 47" < fQ Y,% dP <
Ja Yg, dP < letdonc [o(Yr, —Yu)?dP = [ (Y —Yi)dP <4~"
et en utilisant 1'inégalité de Cauchy-Schwartz avec 14 et |Yg, — Y| :
| [4(Yr, = Yu)dP| < [, |Yr, — Yu|dP < 27" Et donc en écrivant
Q(A) = [,Yg,dP = [,(Yg, — Yu)dP + [, Y, dP;la premiere
intégrale tend vers 0 lorsque n — co alors que la seconde tend
vers [, Y dP par le théoréme de convergence dominé (puisque
0<Y, <1letP(Q) =1),donconaQ(A) = [,YdP pour tout
AeF.

iv) Dans le cas général, soit S = P + Q, alors P(A) < S(A) et
Q(A) < S(A) pour tout A € F. Les précédents résultats
impliquent qu’il existe deux variables aléatoires positives in-
tégrables mesurables Yq et Yp telles que Q(A) = [, Yo dS et
P(A) = [, YpdS pour tout A € F.Posons B = {Yp = 0} et
Y = 1215 Alors Q(A) = [, YodS = [, 5 12YpdS + [,5 Yo dS.
Comme P(B) = [;YpdS = 0etQ < IP,d’ott Q(B) = 0 et donc
S(B) =0=S(ANB) puisque ANB C B.

On obtient donc Q(A) = [, YYp dS.

En utilisant la démarche suggérée dans I'Exercice 1 on obtient

Q(A):/AYd]P, VA€ F.

Exercice 1 En utilisant [, YpdS = P(A) = [, dIP montrer que
Es[YYp] = Ep[Y] pour toute fonction indicatrice puis pour toute fonc-
tion simple Y sur F, puis montrer la méme égalité pour Y v.a. F-mesurable,
en utilisant le théoreme de convergence monotone.

Théoréme 4 (Existence de 'espérance conditionnelle) Soit (O, F,P)
un espace de probabilité et G C F une sous-tribu. Alors pour toute v.a.
X € LY(Q) il existe une v.a. positive Xg G-mesurable t.q. pour tout A € G,

E[X1,] = E[Xg14]. ®)

Xg est lespérance conditionnelle E[X|G].

Preuve: 1.via Le Théoréme de Radon-Nikodjm :
On se donne une v.a. positive X € L'(Q, F) telle que E[X] = 1.
Soit Q : F — [0, 4-00[ défini par

Q(A) = /AXle,

pour tout A € F.
Tout d’abord Q est bien une mesure de probabilité sur (Q), F);
en effet Q(?) = 0, Q(Q)) = 1 et Q est r-additive (c’est-a-dire que



Q(U{NEr) = L5 Q(Ek) ot Ey, Ey, ... € F sont deux a deux
disjoints). Q est telle que Q < P sur F, c’est-a-dire absolument
continu par rapport P; en effet, si A € G vérifie P(A) = 0, alors
pour tout M > 0, ]E[XlA] < ]E[X]-OSXSM] + ]E[X1X>M1A}M]P(A) +
E[X1x- y]. Le premier terme de la somme ci-dessus est nul et par le
théoréme de convergence dominée (on domine par X € L'(Q, T, P)),
le deuxiéme tend vers 0 lorsque M — +oo, ce qui implique que
Q(A) =0.

Soit QY la restriction de Q a G; elle est trivialement absolument
continue par rapport & IPY, la restriction de P a G. Le Théoreme 3
de Radon-Nikodymappliqué avec IPY, QY définies sur (Q, G) et
QY < IPY garantie 'existence d’une variable aléatoire Xg = ’Zi%g €
L! (Q,G,PY) et G-mesurable. Pour tout A € G, on a

E[X14] = Q[A] = QY(A) = Epg[Xg1a] = E[Xg14]

ol la derniere égalité vient du fait que Xg1,4 est G-mesurable. Par
conséquent, Xg est I'espérance conditionnelle E[X|G].

Lorsque E[X] # 1, il suffit de travailler avec X = [ Fx] X, en effet
E[X] = 1. On obtient donc Xg € L (Q, G, P) et donc Xg = E[X]Xg.
Mais pour faire toute cette démarche, il faut que E[X] > 0; ce n’est
pas grave car on peut s’en passer de ce cas, en effet pour X > 0 p.s.
avec E[X] = 0 cela donne X = 0 p.s. et donc Xg = 0 p.s.

Jusqu’a maintenant on avait supposé que X > 0 p.s. Lorsque X
n’est pas une v.a. positive, on écrit X = XT — X~ ot X = X1x-¢ et
X~ = —X1x<( qui sont des v.a. positives intégrables; en appliquant
le résultat précédent a X et X~ on prouve l'existence de E[X|G]. O

BEX] Propriétés Générales des Espérances Conditionnelles

Propriété 2 Soient X,Y € LY(Q, F,P), (Xu)nen+ € (L1(Q, F,P))N
H, G deux sous-tribus de F, alors

1. E[aX +bY|G] = aE[X|G] + VE[Y|G], p.s. Linéarité.

2. E[XY|G] = XE[Y|G] si X est G-mesurable et XY € L'(Q, F,P).
Sortir ce qui est connu.

3. E[X|G] = X si X est G-mesurable.

4. E[X|G] = E[X] si X est indépendant de G.

5. E[E[X|G]|H] = E[X|H] = E[E[X|H]|G] si H C G Propriété de tour.
6. E[EIX|G]] = E[X]

7. E[X|G] € LY(Q, F,P). Intégrabilité.
8. X>0ps. = E[X|G] > Op.s. Positivité.
9.

X <Y,ps.= E[X|G] < E[Y|G],p.s. Monotonicité.

17
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10. ¢ convexe, p(X) € L1(Q) = ¢(E[X|G]) < E[¢p(X)|G], Inégalité de
Jensen conditionnelle.

11. Si X € LP(Q)) pour p € [1,00], alors E[X|G] € LP(Q) et
IEXIG]Lr ) < I1XllLr )

oit || [|zp(q) = (E[|X[P])V/P.
12. Si0 < X;; < X4, p.5. pour tout n € N* et X, — X, p.s., alors

E[X.|G] /1 E[X|G], p.s.. Théoreme de Convergence Monotone
conditionnelle.

13. Si0 < Xy, p.s., pour tout n € IN*, et liminf, X, € LY alors
E[liminf, X,|G] < liminf, E[X,|G], p.s. Lemme de Fatou conditionnel.

14. Si|Xy| < Z, pourtoutn € N* et Z € L1(Q), et si X, — X, p.s.,
alors L'(Q) > E[X,|G] — E[X|G],p.s. Théoréeme de Convergence
Dominée conditionnelle.

Preuve:

1. alE[X|G] + DE[Y|G] est G-mesurable car combinaison linéaire de
variables aléatoires qui sont G-mesurables, grace a la définition
de l'espérance conditionnelle. Pour tout B € G, E[(aE[X|G] +
PE[Y|G])15] = aE[E[X|G]1p] + PE[E[Y|G]15] = aE[X1p] +
bE[Y1p] = E[(aX + bY)1p].

2. Soit Y une v.a. G-mesurable et XY € L'(Q), on doit montrer que
pour tout A € G, E[XY14] = E[YE[X|G]|14]. Pour cela, montrons
que E[ZX] = E[ZE[X|G]], pour toute v.a. Z G-mesurable t.q.

ZX € LY(Q); en effet apres cela il suffit de prendre Z = Y1,.

Pour Z une v.a. étagée, i.e. Z = } ;1 a;1,,, ceci est évident par la
définition de 1’espérance conditionnelle et la linéarité.

Supposons que Z et X sont positives p.s. et ZX € L!(Q). Dans

ce cas, il existe toujours une suite croissante de v.a. étagées
(Zn)nen+ t-q- Zy S Z. Alors Z,X € LY(Q) pour tout n € IN*

et le Théoreme de Convergence Monotone implique que E[ZX] =
limy, 00 E[Z, X] = lim, 00 E[Z,E[X|G]] = E[ZE[X|G]]. Maintenant
que nous nous sommes occupés du cas X € L1 (Q), il faut s’oc-
cuper du cas X € L'(Q). Dans ce cas, en utilisons p = 1 dans la
propriété 10. (ou la propriété 9. avec —|X| < X < |X]|), on obtient
[E[X|G]| < E[|X][G], ps. et donc |Z,E[X|G]| < Z:E[|X][G] <
ZE[[X]|g]-

Par le cas précédent, on sait que E[ZE[|X||G]] = E[Z|X]], et donc
ZE[|X]|g] € LY(w).

On peut maintenant utiliser le théoréme de convergence domi-
née pour conclure que E[ZE[X|G]|] = lim,—,. E[Z,E[X|G]] =
lim, . E[Z,X] = E[ZX].
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Finalement, le cas général pour Z s’obtient par la linéarité avec
Z=7Z"-27".

3. Il suffit de prendre Y = 1 dans 2. ou vérifier trivialement que
X satisfait aux deux propriétés de la définition de l'espérance
conditionnelle.

4. E[X] est constante donc G-mesurable et pour tout B € G, E[X1p] =
E[X1g].

5. La seconde égalité est triviale car E[X|H] est G-mesurable.

Pour la premiere égalité, remarquons que E[E[X|G]|H] est H-
mesurable avec [, E[E[X|G]|H]dP = [, E[X|G]dP = [, XdP =
J4 E[X|H]dP pour tout A € H.

6. Dans 5. prendre H = {@, Q} en utilisant E[X|H] = X.

7. Soient Y = E[X|G], AT = {Y > 0} et A~ = {Y < 0}. Puisque
At = Y71(]0,0]) avec ]0,0[€ B(R) et Y est G-mesurable, d’ot
AT € Getdonc0 < E[Y1y+] = E[X14+] < E[|X|14+]. De
méme A~ € Gdonc0 < E[-Y1,-] = E[-X1,-] < E[|X][14-].
Finalement E[|Y|] = E[Y14+ — Y1,-] < E[|X]] < 4o0.

8. Soit X > O0p.s.OnaE[X1,-| = E[Y1y-|]car A~ € G.Or
X14- > 0 p.s. par hypothese, tandis que Y1,- < 0 p.s. par
définition de A~. On en déduit que Y1,4- = 0 p.s., c’est-a-dire que
Y >0p.s.

9. Il suffit de considérer Y — X > 0 dans la propriété précédente et
d’utiliser la linéarité.

10. 1% preuve : Tout d’abord montrons qu'une fonction convexe ¢
peut s’écrire comme ¢(x) = sup,, - (an + byx), pour tout x € R
avec (an)nen+, (bn)nen+ € RN bien choisies.
¢ étant convexe, on a ¢(x) > ¢(y) + (x — y)¢,(y) pour tous x,y €
R, ot ¢; désigne la dérivée a droite de ¢. On obtient facilement
que ¢(x) = sup,cx(P() + (x — Y)94(y) = sup,cr(Ay + Byx)
pour tout x € R. Montrons que ¢(x) = sup,.q(Ay + Byx) pour
toutx e R:

Le sens > est évident. Soit x € R et soit (y,),en+ € QN tel que
lim, oy = x. Alors Ay, + By, x = f(yn) + (x — yu)¢}(yu) —
f(x) lorsque n — oo, en effet ¢ est continue (car convexe) et
(¢(yn))nen+ est clairement bornée. D’ot1 le sens < est vrai. Finale-
ment presque-stirement et pour tout n € IN*, on a a, + b, E[X|G] =
Ela, 4 by X|G] < E[supien-(ax + b X)|G] = E[¢(X)|G]. Cela veut
dire que l'inégalité ci-dessus est vrai sur O\ B,, avec IP(B,,) = 0.
En prenant le supremum sur 7, on obtient que ¢(E[X|G]) <
E[p(X)|G] est vrai sur Q\B ot B = U,B,, avec P(B) = 0; ce qui est
équivalent a

¢(E[X|G]) < E[p(X)[9], ps.



20

Fonctions Convexes :

2°me preuve : ¢ étant convexe, on a ¢y (y)(x —y) + ¢(y) < ¢(x), Pour tous x,y € R, pour tout ¢ € [0,1],
pour tous x,y € R. En prenant x = E[X|G] ety = X on obtient Pltx + (1= 1)y) < tp(x) + (1= £)¢(y)-
#L(E[Y|G)) (X — E[X|G]) < $(X) — (E[X|G]). Comme dans Ia
preuve de l'inégalité de Jensen avec 'espérance, on a envie de X1 < 2 < x3 = k(xa,x1) < k(xs,x1) < k(x3,%2)

prendre des deux cotés I'espérance conditionnelle par rapporta G; ot k(1) — L1

sauf qu'ici ¢/, (IE[X|G]) n’est pas constant mais c’est une variable

aléatoire et il n’est pas certain que ¢/, (E[X|G])(X — E[X]|G]) soit ¢a(a) = lim k(a+t,a).
intégrable. L'astuce est donc remplacer X par 1z X, ou E = {w : ¢ est dérivable a gauche et a droite.

E[X|G](w) < M} pour M < . E[X|G] est G-mesurable, donc
E € G, donc 1f est G-mesurable, d’ou E[1:X|G] = 1£E[X|F], et
donc E[¢(1:X)|0] = E[p(X)15 + $(0)15:|7] = 1E[p(X)|G] + (1 -
1g)¢(0).
On a I'inégalité ¢/, (E[1£X|G])(1eX — 1gE[X|G]) < ¢(1gX) —

$(1gE[X|G]) ot le membre de droite est intégrable grace a
$(X) € L'(Q), donc le membre de gauche est intégrable aussi.
D’ot1 en prenant 'espérance conditionnelle par rapport a G et en
utilisant le fait que ¢/, (E[15X|G]), (1E[X|G]) (¢}, est croissante
et ¢ est continue, donc toutes les deux sont mesurables) sont G-
mesurables, on obtient ¢(1rE[X|G]) < 1gE[¢(X)|G] + (1 — 1£)¢(0),
p-s. Finalement, en prenant M — o0, on a 1 — 1 p.s. et la preuve
devient complete.

11. Pour p € [1, o[, inégalité de Jensen conditionelle appliquée avec
¢(x) = |x|P donne l'inégalité.

12. Par la monotonicité, on a E[X,|G] /& € L% (Q), p.s. Le théoreme
de convergence monotone implique que, pour tout A € G,

E[¢14] = im E[14E[X;|G]] = im E[14X,] = E[14X].

13. Soit Y, = infy>, Xj, alors ¥, ' Y = liminfy Xj. Par la monotoni-
cité,
E[Y;|9] < infi,, B[Xk|G] p-s.,
en effet pour tout k > n, Y, < X etdonc E[Y,|G] < E[X)|G] et
I'union dénombrable d’événements négligeables est négligeable;
finalement le théoréeme de convergence monotone conditionnel
implique que

E[liminf, X,|G] = E[Y|G] = E[lim, Y,|G] = lim, E[Y,|]]
< limy, infy>, E[X(|G] = liminf, E[X,|G].

14. Comme X, + Z et Z — X,, sont des v.a. positives pour tout n € IN*,
le lemme de Fatou conditionnel appliqué donne E[X + Z|G] =
E[liminf, (X, + Z)|G] < liminf, E[X, + Z|G] et E[Z — X,,|G] =
E[liminf,(Z — X,)|G] < liminf, E[Z — X,|G]. Alors on obtient
liminf, E[X,|G] > E[X|G] et limsup, E[X,|G] < E[X|G].
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O
Propriété 3 Soient X et Y deux variables aléatoires réelles telles que (X,Y)
admettent une densité jointe f. Soit g : R — R mesurable (i.e. borélienne) C’est-a-dire que f : R> — Ry est
tel que g(X) € L1(Q). Alors mesurable et
L'(R?), VB € B(R*), P((X,Y) € B) = d
g y) dx f € L'(R), VB € B(R®), P((X,Y) € B) = [ f(z)dz
Elg(X)[Y] = h(Y) oit h(y) = fy( ] L{yeR: fy (y)>0}-
Rappelons que
floy)

Preuve: Supposons que g > 0 p.p. Comme Y est 0(Y)-mesurable () = Ty MR >0)

et h est positive et borélienne (en effet y — fyL(y)l {(yeR: fy (y)>0} €St est appelée la fonction de densité

. . , R PN diti lle de X tayY
mesurable et ¢(X) € L}(Q, F,P) implique que d’apreés le théoréme condiionnetie de & parfapporta

de Fubini on ay — [ g(x)f(x,y) dx mesurable), d’ott h(Y) est o(Y)-
mesurable, il nous reste donc & montrer que E[h(Y)14] = E[g(X)14]
pour tout A € o(Y).

Soit A € o(Y). Alors il existe B € B(R) tel que A = {Y € B}. Soit
C={yeR: fr(y) >0},

(x,y) — g(x)1p(y)f(x,y) est mesurable et ¢(X) € L'(Q) =
g(X)lA = g( )15(Y) € Ll(Q) d’ott d’apres le théoreme de Fubini
E[g fB Jr8®)f(x,y)dx)dy = [pc(Jrg(x)f(x,y) dx) dy +
meCC ng f(x,y)dx) dy. Comme pour touty € C, h( Vfy(y) =
Jr8(x)f(x,y) dx et pour touty € C, f(-,y) = 0A-p.p., A étant
la mesure de Lebesgue; ce qui implique que pour touty € C,
Jr8(X)f(x,y) dx = 0. Par conséquent, E[g(X)14] = [5-ch(y)fy(y)dy =
Jr JrRMW)1a(y)f(x,y) dx dy, comme y +— h(y)1 (y)f (x,y) est une

fonction positive et mesurable d’oti d’apres le Théoreme de Tonelli, la
derniere double intégrale vaut [p. . #(y)1a(y)f(x,v) dA2(x,y) et elle
est finie et donc E[g(x)14] = E[h(Y)14]. Finalement E[g(X)|Y] =
h(Y).

Pour le cas ol g n’est pas forcément positive p.p., on écrit g =
T —g  ouxT =xly-etx” = —xly>p et on pose

8

x)f(x,v)dx
h(y) = st f)yf((y) ) Liyer: fr(y)>0)

qui est bien mesurable d’apres le théoréme de Fubini. Comme g(X) €
LY(Q, F,P) on a l'existence de E[g(x)|Y]. En utilisant les résultats
précédents et la linéarité de 1’espérance conditionnelle, on obtient
donc

E[g(X)|Y] = E[g"(X) — g~ (X)|Y]
= E[g*(X) m E[g™(X)|Y]
=h8"(Y) —h8 (Y) = h(Y)

ot hs" = ( [ 85 (x)f(x,y) dx) (i (1) L iyer: fy ()50} -
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Propriété 4 Soient X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes
sur (Q, F,P). Soit G C F une sous-tribu. Alors, pour toute fonction

h: R? — R borélienne, positive ou telle que h(X,Y) € L' (Q) (par exemple
h bornée donne cela) on a

E[h(X,Y)|X] = g(X), oit g(x) = E[h(x,Y)].

Preuve: On doit prouver que g(X ) est une version de 'espérance
conditionnelle de (X,Y). On a g(x) = [ h(x,y)dPy(y) et par
le théoreme de Fubini, g est borehenne et donc g(Y) est o(Y)-
mesurable.

Soit A € 0(X), donc il existe B € B(R) tel que A = {X € B}.On a
JAah(X,Y)dP = [, h(x,y)dP(xy)(x,y) et donc par le théoreme de
Fubini et du fait que Py y) = px ® Py, on obtient

[ M dPy (xy) = [ ney) dPy () dpx(x)
~ [ g(x)dnx(x) = Elg(x)14]

Ce qui donne

//;h(x,y) d]P:/Ag(X) dp.

B Lespace L*(Q), F,P)

Soit (Q), F,P) un espace de probabilité.

On définit 'espace £2(Q), F,P) par £L2(Q, F,P) = {X : Q —

R, F — mesurable : Ep[X?] < oo} que I'on note par £L2(F). On
utilise 'application || - ||, définie de £?(F) dans R par || - || :

X — E[X?]!/2 pour définir une norme. Nous devrions identifier les
variables aléatoires P-presque-stirement égales, comme || X — Y|, =
0 X=YP-ps.

Pour cela on définit X ~ Y si et seulement si X =Y P-p.s.; cela est
une relation d’équivalence sur £2(F) et donc on peut définir 'espace
quotient £L2(F)/ ~ que l'on note par L?(F).

Remarquons L2(F) est un espace préhilbertien, c’est-a-dire que cet
espace vectoriel (voir le paragraphe ci-dessous) de dimension infinie
est muni d’un produit scalaire. Le produit scalaire dans cet espace

n’est autre que (X,Y) := E[XY] cette application (-, -) est bien un
produit scalaire, en effet elle est

2 _ . . .
On a que (L(F),| - ||2) est un espace vectoriel normé, en effet si X « symtrique - (X, )  (¥.X),

et Y sont des variables aléatoires, alors X + Y et cX le sont également, o linéaire par rapport a I"une des deux
pour tout réel c; comme (cX)? = 2X? et (X +Y)? < 2(X?>+Y?), variables (donc avec la symétrie elle
o . 2 . devient bilinéaire),

il s’ensuit que L*(F) est un espace vectoriel et ||cX|2 = |c|||X]l2. o définie : (X, X) = 0 = X =0

Maintenant || X||, = 0 si et seulement si X = 0 (comme un élément e positive : (X, X) > 0.



de L?(F)). Donc tout ce qui reste est de prouver qu’on a l'inégalité
triangulaire pour cette application || - ||z.

Premiérement, on a besoin d"une conséquence importante de
I'inégalité de Jensen :

Propriété 5 (Inégalité de Holder) Soit p > 1, 1+ 1 =1.5i X € LV(F)
et Y € L1(F), alors XY € L' (F) et

XY < [ X[[pl[Yllg-

Preuve: Le résultat est immédiat si p ou g est infini ou si XY est
nulle presque stirement, supposons que 1/r = 1/p + 1/q avec
0 < p,q < +oo et que les deux réels || X||, et ||Y]|; sont non nuls
et méme, sans perte de généralité, que ||X||, = [Y|; = 1 (par
homogénéité). A partir de 1a :

En appliquant I'inégalité de Young ab < “pi,/ + l;i,l aa = |X|",
% + % = 1), on obtient, pour
presque tout w € Q, |X(w)Y(w)|" < %|X(w)|p + %|Y(w)|‘7 (avec
égalité si et seulement si | X|P = |Y|7 presque srement) et, apres

b=|YI"p=E 4 = 1(onabien

r’

intégration,

XY < ZIXMp + 7 IYNG =5 + 5 =1

On a donc bien
XY, <1=[IX[[pIYllg

avec égalité si et seulement si |X|P = |Y|7 presque stirement.

Sachez que l'inégalité de Holder se démontre avec 1/p+1/9=1/r
également (a la place de || - ||; on aura || - ||, dans le membre gauche
de l'inégalité) et se généralise immédiatement & n fonctions, par
récurrence :

Soient 0 < 7,p1,...,pn < +oo tels que Y} 4 # = % et n fonctions
fr € LP(F). Alors, le produit des fj appartient a L"(F) et

14
k=1

n
< TT I fllp-
r k=1

De plus, lorsque tous les py sont finis, il y a égalité si et seulement

si les | fx|Pk sont colinéaires presque stirement, c’est-a-dire s’il existe

ai,...,a; non simultanément nuls tels que a1|f1|P* = ... = ag|fx|P*

presque stirement. O
On obtient un cas spécial et familier lorsque p = q =2

Corollaire 1 (Inégalité de Schwarz) Soient X,Y € L2(F), alors
XY € LY(F) et
XYl < [IXl21[Y[l2-

23

Note : on aurait pu tout simplement
définir directement L7 (F) et donc
LP(F) pour tout p > 1.
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On peut donc prouver I'inégalité triangulaire pour X — [|X||, sur
LP(F) pour tout p > 1.

Corollaire 2 (Inégalité de Minkowski) Sip > let X,Y € LP(F),
alors
X+ Yl < 1 X][p + [1Y[lp-

Preuve: Le cas p =1 est trivial, donc supposons p > 1. On a
X+ YP < [X|[X+YP [y X+ Y

et avec % + % = 1 on obtient | X + Y|(P~17 = |X 4 Y|?, et donc
|X + Y|P~ € L9(Q). En appliquant I'inégalité de Holder a chacun des
produits on obtient

[ IXUX -+ Y]t < X,
JO

ot C = ([o(|X+Y[P~1)7 d]P)l/q = |IX+ Y||Z/q, et la méme inégalité
s’obtient en intervertissant X et Y. D’ol

IX+ Y[ < CUXIlp+ 1Y1lp)-

En divisant les deux membres de cette derniére inégalité par C (se
rappeler de p — p/q = 1), on a bien 'inégalité de Minkowski. U

Propriété 6 La norme LF(F) précédente est croissante en p si IP(Q)) est
fini (c’est le cas ici car IP est une probabilité!), c’est-a-dire que

1<p<g<oo=LIF)CL\(F).

Preuve: On utilise I'inégalité de Holder avec r > 1 et % + % =1
pour avoir E[|YZ|] < (E[|Y|"))V/"(E[|Z|*])Y/*. En particulier, pour
Z =1 (constant, donc intégrable puisque IP(2) = 1 < co) on obtient
E[|Y[] < (E[[Y|')"". Doutavec1 < p < g < oetr=1Y = X[\
on obtient E[|X|P] < (E[|X|P"))V/" = (E[|X|7])P/9; et donc prenant la
X[lp < Xl O
Remarque importante : Une fois que vous avez une v.a. telle que
E[|X|"] < oo alors pour tout entier k < 1 on a E[|X|¥] < co.

racine p-ieme il s’ensuit I'inégalité

Théoreme 5 L2(F) est un espace vectoriel complet.

Preuve: La vérification sur le fait qu’il est bien un espace vectoriel
est facile a faire et presque déja faite auparavant.

Montrons qu’il est complet pour la topologie induite par la norme.
Soit (X )nen+ € (L2(F))N" une suite de Cauchy, montrons donc
qu’elle converge.



On a sup,, .~ [[Xm — Xnl[2 — 0 pour k — c0. On veut montrer qu'il
existe X € L2(F) (unique au sens de p.s.) tel que lim, e || Xy — X||2 =
0. Soit (ky),en+ une suite croissante telle que limy, o0 kyy = +00 et
| Xs — Xm|l2 < 27" pour tous s, m > k.

Alors par le théoreme de convergence monotone sur la suite
croissante de v.a. mesurables et positives puis par le théoreme de
Jensen (E[|X|]*> < E[|X|?]) on obtient (L, | Xk, 0 — anDmelN*’ on
obtient

IE Z ‘an-%—l - an| S Z HXer—l - anH2 S Z 2_” < oo
nelN* nelN* nelN*

et donc pour presque tout w € Q la série S(w) = Yy en+ (Xx,,, — Xk, )
est absolument convergente et donc lim; e X, (w) < o p.s.

Soit donc X(w) = limsup, X, (w), on a que X est F-mesurable
et que limy, 0 Xi, = X p.s. (en effet lorsque qu'une suite (a,), est
convergente on a lim;, a, = limsup, 4, = liminf, a,). Maintenant on
observe que si ¢ > n, E[|X, — X <272 pour tout r > k,, donc une
application du Lemme de Fatou donne

21 _ : 2 : 2 -2
E[| X, — X|7] —]E[nlglgo|XV_ng| ] < eETM]EHXr_XkA J<27™

pour tout r > ky,, qui montre que X € L?(F) et que X, —2, X dans
n—oo
L%(F). O

Corollaire 3 (Projection Orthogonale) Si B C F est une sous-tribu de
F, alors L?(B) est un sous-espace vectoriel fermé de L?(F) et pour tout

X € L*(F) il existe une v.a. Y € L(B) (unique au sens p.s.) qui satisfait a
l'une des deux propriétés suivantes, qui sont équivalentes :

a) [|X =Y = infyc2) 1X - Z|13
b) X—Y L L*B),ie E[(X—Y)Z] = 0 pour tout Z € L*(B).

Preuve: Par le Théoréme 5, I'ensemble L?(B) est complet par la
norme L? et donc fermé de L?(F); en effet (L>(F),|| - ||2) est un
espace vectoriel normé donc un espace métrique (on peut définir par
exemple la distance d définie par d(X,Y) = || X — Y|»), et L?(B) C
L%(F), d’ot1 le sous-espace métrique (L?(B),d) est complet, et donc
L?(B) est un fermé de L?(F).

Soit 6 = infycp2p) [|X — Z|13 < et (Yo)uen+ € (L2(B))N" une
suite minimisante : | X — Y;||3 — & lorsque n — c0. On a donc

E[|X = Yu ] + E[| X = Yu|*] = 2E[|X — (Y5 + Yiu) /2] + E[| Yo — Yu[*] /2,

en effet E[|A + B|?] + E[|A — B|?] = 2E[|A|?] + 2E[|B|?] avec A =
X—(Yn+Ym)/2et B= (Y, — Yy)/2 donne cela. Mais (Y, + Yy,)/2 €
L?(B) ce qui donne que

E[|Yy — Yul?)/2 <E[|X = Yu ] + E[|X = Y[ ] -2V — 0

n,m—o00
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cette suite minimisante (Yy)nen+
existe toujours par construction qui
vient de la définition de inf; en effet
par définition ona § < || X — Z|3
pour tout Z € L?(B), donc pour
toutn € IN*, il existe Y, € L?(B)
telqued < || X —Yy|3 <6+1, car
sinon on aurait 5 + 1 < || X — Z|3
pour tout Z € L?(B), ce qui contredit
infzep2(5) X = Z|3.
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et donc (Yy )+ est une suite de Cauchy. D’ot1 avec L?(B) complet
etferméonaY := lim, 0 Y, € L?(B).Onaque ||[X — Y| <
| X — Yull2 + || Yn — Y||2 (inégalité triangulaire) et donc que

IX=Y[2 < V5= X =Z]l2 < [ X =Y

inf
Zel2(B)

(on a utilisé le fait que ||Y, — Y||» — 0 lorsque n — o0), d’out || X —

Yll2 = V.

Pour tous t € Ret Z € L2(B) ona que Y +tZ € L?(B) et
0 <E[|X-Y—tZ]?] —E[|X — Y|)] = —2tE[(X — Y)Z] + ’E[Z?].

Le polyndme P(t) = at? + bt satisfait a P(t) > 0 pour tout t > 0, ot
a=E[Z?] > 0etb = E[(X — Y)Z], donc on doit avoir b = 0, ’est-
a-dire E[(X — Y)Z] = 0. L'implication réciproque est facile a établir
également. Pour montrer 'unicité presque stire de Y, on suppose que
Y’ est un autre projection orthogonale. On a E[(Y — Y’)Z] = 0 pour
tout Z € L?(B) et donc aussi pour Z = Y — Y’ € L?(B), mais alors
E[(Y-Y)?=0,ie.Y-Y =0ps. O

Exemple 13 (Théoréme de Pythagore) Soient G C F, X € L*(F),

Z € L?(G) et Y = E[X|G] (Y existe car L'(F) C L*(F)). Montrer que
E[|X — Z|?] = E[|X = Y|?] + E[|Y — Z|?] et en déduire que E[|X — Y|*] =
inf e 20) EIIX — 2P

Cet exercice montre que 1’espérance conditionnelle E[X|G] dans
L%(F) est le meilleur estimateur G-mesurable de X selon le risque
quadratique, a savoir :

E[|X — E[X|G]]?] < E[|X - ZP], VZ € [2(G).

En effet cette interprétation géométrique est a la base d"une stra-
tégie pour montrer 1'existence de I'espérance conditionnelle dans
L%(G) :

Soit X € L%(F) et B une sous-tribu de F. Alors la projection
orthogonale Y de X sur L?(B) satisfait a E[(X — Y)Z] = 0 pour tout
Z € L?>(B).Onadonc, enprenant A € B,Z = 1, € L*(B) et
E[X14] = E[Y1,4]. Comme Y est G-mesurable d’out Y = E[X|B] ce
qui montre I'existence de 1’espérance conditionnelle pour X € L?(F).
Finalement lorsque X € L?(F), la projection orthogonale de X sur
L?(B) est exactement l’espérance conditionnelle de X par rapport a
la tribu B. Voici donc une autre version de l'existence de I'espérance
conditionnelle d"une variable aléatoire intégrable, en utilisant le
résultat précédent :

Théoréme 6 Pour tout X € L(F) l'espérance conditionnelle E[X|B]
existe et appartient a L' (B).
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Preuve: Pour étendre l’existence précédente (lorsque X € L?(F)) a
toute variable aléatoire X € L!(F) on procéde par approximation.
Soit X > 0 p.s. et dans L!(F).

On pose X, (w) = min(X(w),n), d’ott X, € L?(B) et Yy, la projec-
tion orthogonale correspondante sur L?(B) i.e. Y, = E[X,|B]. Alors
pour toutn > monaque0 < E[14(X,, — Xiu)] = E[14(Yy — Yn)]
pour tout A € B, ce qu'implique que Y;, > Y, p.s. (Vérifier) et qu’il
existe un ensemble de mesure nulle N € B en dehors duquel la suite
(Yn(w))n est croissante pour tout w € N°€.

Soit Y = lim, Yy,. Ona que E[14Y] = lim,, E[14Y,] = lim, E[14X,] =
[E[14X] par convergence monotone et donc que Y € L!(B) et que
Y = E[X|B].

e La premiére égalité vient du théoreme de la convergence
monotone (en effet (14Y),), est une suite croissante p.s. de variables
aléatoires positives.)

e La deuxieme égalité vient de l'espérance conditionnelle (rappe-
lons que Y, = E[X,|G]).

e La premiere égalité vient du théoreme de la convergence

monotone (en effet (14X, ), est une suite croissante p.s. de variables
aléatoires positives et lim, X,, = lim, min(X,n) = X p.s.)

Pour une v.a. X tel que X € Ll : soit X = Xy —X_avec X, X_ >0
et dans L'. On pose Y1 = E[X4|B] et Y = Y, — Y_. On obtient que
Y € L'(B) et que E[14X] = [E[14Y] pour tout A € B.

Rappel : L'unicité au sens presque stire de 1’espérance condition-
nelle a été démontrée en cours, voir la preuve qui est juste apres le
Lemme 1. |

(BT Rappels sur les Variables aléatoires vectorielles

Notations :

e On note, pour x = (x1,...,%;) € RY, ||x|| = (x3 + ...+ x2)1/2,

e On note M’ la matrice transposée de la matrice M. On peut repré-
senter x € R? par un vecteur colonne i.e. une matrice d x 1 et on
écrira indifféremment x = (x1,...,x4) oux = (x1,...,x4)". Pour
x=(x1,...,x3) ety =(y1,...,yq), onax'y =xqy1 +... +x5y; =
(x,y) et xy’ est la matrice de terme générale x;y;.

e Onnote L(Q, F,P) = {X = (X1,..., Xy) : E[|X|F] < 4o0}.

e Si X € L}, onnote E[X] = (E[Xq],...,E[Xy]).

Par définition X = (Xj,..., X;)’ est un vecteur aléatoire si et seule-

ment si, pour tout k € {1,...,d}, Xy est une v.a.r. Ceci entraine :

Propriété 7 (Doob-Dynkin) Soient Xq,...,X;dvar et Fg=0(Xy,...,Xy).
Une v.a.r. Y est Fy-mesurable si et seulement si Y = f(Xy,...,X ) avec f
fonction borélienne sur RY.
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Preuve: Admise. O

Vous aviez vu la définition de la densité d’'une mesure de proba-
bilité P définie sur (R", B") avec n = 1. Voici la définition lorsque
n>1:

Définition 18 On dit qu'une mesure de probabilité P sur (R", B") a une
densité de probabilité f si f est une fonction positive Borel mesurable sur
R" vérifiant

P(A) = [ f&)ax = [ Flx)1a(x) ax @
:/f(xl,...,xn)lA(xl,...,xn)dxl,...dxn (8)
pour tout A € B".

En dimension 1 vous aviez vu la définition de I'espérance mathé-
matique d’une variable aléatoire et via le théoréeme de transfert une
autre formule permettant d’obtenir I'espérance : On considére un
espace de probabilité (), F,P), et une variable aléatoire réelle X
définie sur (Q), F,IP), de loi ux.

Théoréme 7 (Théoréme de transfert) Soit ¢ une fonction borélienne
définie sur R. ¢(X) est P-intégrable si et seulement si ¢ est p-intégrable,
etl'ona:

[ 9(X(@))dP(w) = [ ¢(x)dpx(x).

Définition 19 (Espérance mathématique) Si X est a valeurs positives
ou si X est IP-intégrable, on appelle espérance mathématique de X, notée
E[X], l'intégrale de X par rapport a P :

Th. de.tr.

]E[X]:/QX(w)dJP(w) L /Rxdyx(x).

Et voici le théoréme de transfert en multidimensionnelle :
On considére un vecteur aléatoire X de dimension n défini sur
(Q), F,IP) de loi conjointe px.

Théoréme 8 (Théoréeme de transfert bis) Soit ¢ : R" — IR une
fonction borélienne. Alors ¢(X) est une variable réelle P-intégrable si et
seulement si ¢ est yx-intégrable, et I'on a :

E[¢(X)] :/ng(X(w))d]P(w):/---/n<p(x1,...,xn)dyx(xl,...,xn).

Soit X = (Xj,...,Xy) un vecteur aléatoire. Les lois px,, ..., ix,
s’appellent les lois marginales de X. On sait que les composants
X1, ..., X4 sont indépendantes si et seulement si pix = px, @ -+ @ px,.
Si X a une densité h, on a immédiatement :



Propriété 8 Soit X un vecteur aléatoire de densité h. Les composants
X1, ..., X4 sont indépendants si et seulement si h(xy,...,x;) = H;-izl gi(x))
p.p. et alors Xy a pour densité hx, (1) = gx(u)/ [ gk(v) do.

Rappelons la formule de changement de variables dans R (pour une
preuve voir le paragraphe 1V.3.4 de [p684-p69o Ramis-Warusfel, L2]).
Si ¢ est un C!'-difféomorphisme de 1'ouvert U sur 'ouvert V, on a,
pour toute fonction f € B(R?) intégrable,

[, F@ o= [ Fp(0)ldet(1() () du

ot det(J(¢)(u)) est le déterminant de la matrice Jacobienne de ¢ au
; : — 9
point u, i.e. J(¢)(u) = ;-

Propriété 9 Soit X un vecteur aléatoire de densité fx. On suppose que
X € D p.s., D ouvert de R”. Soient 1 un C'- difféomorphisme de D sur un
ouvert AetY = ¢(X), alors

Ay) = fx@™ ) Idet(J (™) (1) [1ay)-

Preuve: Soit g une fonction borélienne bornée. Alors E[g(Y)] < +o0.

Or¢(Y) = g(p(X)) = (go¢9)(X) avec X admettant une densité de
probabilité, donc (g o ) fx est intégrable, d’ou

El3(Y)] = El(g 0 9)(X)] = [ g(#(x))fx(x) dx
= [ s fx (@7 W) ldet(U 4 ()] dy.

Pour les exemples d’applications, voir les exercices des TDs.

R Rk8 Covariance

Soient X et Y deux v.a.r. de carré intégrable. On appelle covariance
de X et Y la quantité

Cov(X,Y) = E[(X - E[X])(Y — E[Y])] = E[XY] - E[X]E[Y].  (9)

(X,Y) — Cov(X,Y) est une forme bilinéaire et Cov(X, X) = Var(X).
Si X et Y sont indépendantes, Cov(X,Y) = 0. On appelle coefficient
de corrélation de X et Y la quantité

Cov(X,Y)

PxXY = ox 0y

Ona |pxy| < 1et|pxy| =1sietseulementsiaX +bY +c=0p.s.
Plus généralement on pose, pour X € Lg((), F,P)

Cov(X) = E[(X — E[X])(X — E[X])'] = E[XX'] - E[X]E[X]"

29

Si U et V sont deux ouverts de R", et ¢
une fonction de U dans V, on dit que
¢ est un Ck-difféomorphisme si ¢ est
bijective et si ¢ et ' sont de classe CF.
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Cov(X) s’appelle la matrice de covariances de X. On a Cov(X);; =
Cov(X;, Xj). Notons que, si les composantes Xy, ..., X; sont indépen-
dantes, Cov(X) est diagonale.
Propriété 10 Soit X € L3(Q), F,IP). Ona
i) 1. Pour tout a € R, Cov(aX) = a’?Cov(X)

2. Pour tout b € R?, Cov(X + b) = Cov(X).

3. Cov(X)" = Cov(X).
ii) Pour tout A € R?, A'Cov(X)A > 0.

iii) Soit M une matrice déterministe r x d, on a Cov(MX) = MCov(X)M'.

Preuve:
i) Cela résulte de la formule (9) et de la définition de Cov(X).

ii) Vu i), on peut supposer E[X] = 0 € R?. Alors
AN Cov(X)A = NE[XX'|A = E[NXX'A] = E[(A'X)?] > 0.
iii) Vu i), on peut supposer que E[X] = 0. Alors
Cov(MX) = E[(MX)(MX)'] = ME[XX'|M' = MCov(X)M.

Les points i) et ii) montrent que Cov(X) est symétrique semi-définie
positive. 0O

Théoréme 9 Soient X,Y € Lﬁ(ﬂ, F,IP) deux vecteurs aléatoires indépen-
dants, on a Cov(X +Y) = Cov(X) + Cov(Y). En particulier, sid = 1,
Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) si les v.a.r. X et Y sont indépendantes.

Preuve: On peut supposer que E[X]| = E[Y] = 0. Alors Cov(X+Y) =
E[(X+Y)(X+Y)'] = E[XX'] + E[YY’] puisque, vu 'indépendance,
E[XY’'] = E[X]E[Y’] =0 et de méme E[YX'] = 0. O

Propriété 11 Soit X € L3(Q), F,IP). Ona X — E[X] € Im(Cov(X)) p.s.

Preuve: Soit M = Cov(X). Comme toujours on peut supposer que

E[X] = 0. Soit V = Im(M). Si dim(V) = d, il n’y a rien a démontrer,
en effet dim(Ker(M)) = 0 < M est inversible et donc MY = X avec
Y = M~'X d’ot X € Im(M).

Supposons que dim(V) = ¢ < d;d’oul < d — I = dim(ker(M)).
Comme pour toute matrice A de taille n x m on a Im(A) = (ker(A’))+
et que M = M’ (car symétrique) d’otr (ker(M))+ = Im(M). De plus,
pour tout u € ker(M), vu la Proposition 10,

E[(1'X)? = Var(u'X) = Cov(u'X) = u'Mu =0

dott X =0ps. et X € ker(M)* ps., ie. X € Im(M). O

Rappel : pour une matrice M, Im(M) =
{Mx,x € R%},1ie. l'ensemble des
combinaisons linéaires des colonnes de
la matrice M.

Théoréeme du Rang pour les ma-
trices :

Si A est une matrice m X n sur un
corps K, alors rg(A) + dim(ker(A)) =d
ot rg(A) = dim(Im(A)).
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Vecteurs Gaussiens

Rappels : On dit qu'une probabilité u sur R est gaussienne si elle

1

a pour densité fy,; ot f,, 2(x) = 1 pzxmm)

2
T ,ie u(B) =
J5 fino2(x)dA(x) avec A la mesure de Lebesgue sur R et B € B(RR);
ousiy = J, (la mesure de Dirac, i.e. d,,(B) = 1p(m) pour tout

B € B(R)).

Définition 20
1. Un vecteur aléatoire X = (Xq,...,X4), a valeurs dans R4 défini sur
(Q), F,P), est dit gaussien si, pour tout a € RY,

A’ X =a1 X1+ ...+ ay;X; est une va.r. gaussienne.

2. On appelle la loi gaussienne sur RY toute loi d'un vecteur gaussien.

Remarques et Exemples :

Pour tout k € {1,...,d}, X est une v.a.r. gaussienne mais cela ne
suffit pas a assurer que le vecteur X est gaussien; en effet X; = a’X
aveca = (0,0,...,1,0,0,...,0) € RY ot k-eme élément de a vaut 1.
Par exemple Y = 2X3 — X5 est aussi une v.a.r. gaussienne, en effet
Y =a'X aveca = (0,0,2,0,-7,0,0,...,0) € R%.

Le vecteur aléatoire constant de ]Rd, X = 0 est un vecteur gaussien;
en effet d’apres la remarque sur la convergence étroite 0 est une v.a.r.
gaussienne.

Propriété 12 Soient d € IN* et X1, X», ..., X, une suite de v.a.r. i.i.d. de
loi N(0,1) et X = (X1, Xa,...,Xy). Alors a’ X ~ N (0,a’a), et donc c’est
un vecteur gaussien.

Preuve: Comme la loi d’une variable aléatoire se caractérise par
la détermination de sa fonction caractéristique (ou sa fonction de
répartition ou sa fonction de densité) d’ott montrons que pour tout
u€eR, pyx(u) e E[e(@X)] est de la forme eim”_%'ﬂ‘ﬂ (i.e. la variable
aléatoire est gaussienne d’espérance m et de variance ¢2).

Soitu € R.On a

Pox(u) = E[¢"T0] = E

d .
H ezuan]-
=1

I
.::]&

IE[ei““/'X'} (car les X; sont indépendants)

-
Il
—

d 1 1
gy = [ T 20 = o~
i=1

|
.:!&

-
Il
—_
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Il est normal d’adjoindre les mesures
de Dirac aux lois gaussiennes car la
mesure N (m,0?) converge étroitement
vers Op;.

Rappel : on dit que la suite de me-
sures de probabilités (j,), converge
étroitement vers y si pour tout
f € CQQREGR) limy [ga fdpn = [ra fap;
par exemple on dit (par définition) que
(X4 )n converge en loi vers X ssi (jix, )n
converge étroitement vers px. Une
v.a.r. est dite gaussienne si sa loi est
gaussienne.
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Finalement a’'X est une variable aléatoire réelle gaussienne d’espé-
rance 0 et de variance a’a; et donc X est un vecteur aléatoire gaussien
a valeurs dans R“. 0

La notion de vecteurs gaussiens est invariante par transformation
linéaire, plus précisément :

Propriété 13 Soit X un vecteur gaussien i valeurs dans R? de moyenne
m € R? et de matrice de covariances K. Pour tous b € R” et M matrice
rxd,Y = b+ MX est un vecteur gaussien a valeurs dans R" de moyenne
b+ Mm et de matrice de covariance MKM'.

Preuve: Soita € R’. On sait que pour tout @ € RY, #'X est une
v.a.r. gaussienne, donc en prenant i = M'a € R? on obtient que
a'X = (a’M)X est une v.a.r. gaussienne. Comme a’'b est une constante
d'ou a'Y = a’b+ (@’ M)X est une v.a.r. gaussienne. Finalement Y est un
vecteur gaussien a valeurs dans R’, de moyenne E[Y] = b+ ME[X] =
b + Mm et de matrice de covariances Cov(Y) = Cov(b + MX) =
Cov(MX) = MCov(X)M' = MKM. O

Théoréme 10 Soit X un vecteur aléatoire de moyenne m et de matrice de
covariances K. Le vecteur X est gaussien ssi sa fonction caractéristique est
donnée par

1y
px(t) = etk gy, (10)

Preuve: Supposons que X est un vecteur gaussien. Alors d’apres
la Proposition 13 on a #'X ~ N (t'm, t'Kt) et ¢ppx(1) = E[e'X] =
eit/mf%t,m, d’ott (10).
. VR U 3]

Supposons (10). Alors ¢ (u) = E[e@X] = M0m=240Ks qonc
a'X est une v.a.r. gaussienne et X est un vecteur gaussien. O
Toute loi gaussienne sur R? est donc déterminée par sa moyenne
m et sa matrice de covariances K. On note A;(m, K) une telle loi.
On a vu dans la Propriété que N;(0, I;) existe, en effet on a vu un
_ eia’O—%a’Ida

vecteur aléatoire X tel que ¢x(a) , mais on n’a pas établi

I'existence dans le cas général. On a,

Propriété 14 Soit K une matrice d x d symétrique semi-définie positive.
11 existe une matrice d x d symétrique semi-définie positive A telle que
K=AA"

Preuve: Soient Ay, ..., A, les valeurs propres de K qui sont positives.
Il existe une matrice orthogonale C (i.e. CC' = C'C = I;,C~! = C’)
telle que C'KC = D := diag(Ay,...,Ay) ou diag(Ay,...,A;) désigne
la matrice diagonale ayant A4, ..., A sur la diagonale. On a alors
CDC’ = K. Soit A = diag(y/A1,...,v/A4). On pose A = CAC'.On a

AA" = CAC'(CAC') = CcACC'AC' = CDC' =K.



Appliquant la Propriété 13, on a que, si X ~ Ny(0,1;), Y =
m+ AX ~ Ny(m,K). On a montré

Théoreme 11 Etant donnés m € RY et une matrice d x d symétrique
semi-définie positive K, il existe une et une seule loi gaussienne sur R? de
moyenne m et de matrice de covariance K.

[(EEEY Vecteurs gaussiens et Indépendance

Théoreme 12 Soient X = (Xy,...,Xy) un vecteur gaussien. Alors on a,

i) les va.r. Xq,..., X, sont indépendantes si et seulement si la matrice de
covariances Cov(X) est diagonale.

ii) en posant

Yi=(Xp,. 0, Xa), Yo = (Xgpsnr o X)) oo Yo = (X e X)),

r—17"

les vecteurs aléatoires Y1,Y>, ..., Y, sont indépendants si et seulement
si Cov(X);; = 0 pour tous i, j n'appartenant pas au méme intervalle
[1,d1], [dl + 1,d2], ey, [dy,1 + 1,d]

Preuve: Seule la suffisance demande une preuve.
i) Supposons que Cov(X) est diagonale. On a Cov(X) = diag(c?,...,07)
oi1 07 = Var(Xy). Alors, notant m = E[X],

iyd led 22 d . 120
px () = ' He=t Ml 3 Kt i = T ™ 2% = X (1) - - - px, (t4)
k=1
et donc les X sont indépendants.

ii) Supposons la condition sur les covariances réalisées. Elle im-
plique, pour tous u; € R, up € R2741, et p # g, Cov(up Yy, upYy) =
0. Donc, d’apres i), les v.a.r. u}Ys, ..., u,Y; sont indépendantes. On a
alors

¢Y1,...,Yy(u1/ o ’ur) _ ]E[ei(ung-&-...—&-u',Y,)} _ ]E[eiullyl] . .E[eiu;Yr},

ie ¢y, v, (u1, ..., ur) = [T ¢y, (ur) et donc les vecteurs aléatoires
Y3, ..., Y; sont indépendants. O
Remarque : Attention & l'utilisation du Théoréme 12. On peut
avoir X et Y v.a.r. gaussiennes, Cov(X,Y) = 0 sans que les v.a. X et
Y soient indépendantes, par exemple prendre Y = €X ot1 ¢ suit une
loi de Bernoulli indépendante de X telle que P(¢ = 1) = 27 !; en
effet si (X,Y) était un vecteur gaussien on aurait, aveca =let f =1,
xX + BY = X 4 €Y variable aléatoire gaussienne et donc par continuité
de la variable aléatoire gaussienne P(X +¢Y = 0) = 0, alors que
P(X+eY)=P((1+e)X=0)=P(1+e=0)+P(X=0)-P(1+e=
0,X=0)=340-P(1+e=0P(X=0)=41+0-1x0=14#0.
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Rappelons qu’une variable aléatoire X
est continue de densité fx si pour tout
AeBR),P(XeA) = fA fx(x)dx.
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Le cas non dégénéré

On dit que la loi V;(m, K) est non dégénérée si det(K) # 0. Dans
ce cas :

Théoreme 13 Si X ~ N;(m,K) et si det(K) # 0, X admet la densité

g —%(x—m)/K’l(x—m).

N

fx(x) = (271) "2 (det(K)) " 2e

1
Preuve: Soit A tel que K = AA’, onadet(A) = (det(K))2 et
A est inversible. Soit Y ~ N;(0, I;) un vecteur gaussien de den-

d 1
sité (271)7567§Hy“2. On a, d’apres la Propriété 13, X = m + AY ~
Ny(m, K) et, pour toute fonction f € BT (R?),

E[f(X)] = E[f(m + AY)] = (2) "% [ fom+ Ay FF ay,

On effectue le changement de variable y = h~!(x) ott x = h(y) := m +
Ay qui est bien un C!-difféomorphisme, et doncy = A~ (x —m), ce
qui permet d’obtenir pour tous i,j € {1,.. .,d},Ki,]- = W(x) —
a% Y (LA™Y ke = (Li(A7Y)) = (A71);, et donc (K; 1<,]<d =

i
A1, ce qui permet d’écrire | det(K; ;)< j<q| = det(A™!). Do
E[f(X)] = (2m 2det / Flx o= 3 =) (AT AT (x=m) gy

Comme K1 = (AA")"! = (A71)A 1 etdonc det(A!) =

1
(det(K))~ 2, d’ou la formule de la densité ci-dessus. O
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