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TD01 - Probabilités Avancées
Vecteurs aléatoires

Exercice 1 : Considérons un vecteur aléatoire (Z1, Z2)=: Z tel que Z1(Ω)= Z2(Ω)= {0,1} et

P(Z = (0,0))= (1− p)2, P(Z = (1,1))= p2,

et
P(Z = (0,1))=P(Z = (1,0))= p(1− p),

où p ∈]0,1[. Montrer que Z1 et Z2 sont indépendantes.

Exercice 2 : Soient X et Y deux v.a. t.q. (X ,Y ) admette une fonction de densité conjointe f(X ,Y )
définie par

f(X ,Y )(x, y)= c(2x+ y)1]2,6[×]0,5[(x, y).

1) Que vaut c ?

2) Trouvez les fonctions de répartitions marginales FX et FY .

3) Trouver les fonctions de densités marginales fX et fY .

4) Calculer P(X > 3,Y > 2), P(X > 3) et P(X +Y < 4).

5) Soient x > 6 et y ∈]0,5[, calculer F(X ,Y )(x, y) et f(X ,Y )(x, y). En déduire que X et Y ne sont pas
indépendantes.

Exercice 3 : Soient X et Y deux v.a. i.i.d. de loi N (µ,σ2) où µ= 0 et σ2 = 1. Calculer f(U ,V )(u,v)
où (U ,V )= (X +Y , X −Y ).

Exercice 4 :

Soit (X ,Y , Z) un vecteur aléatoire de dimension 3 admettant une densité f(X ,Y ,Z) définie par :

f(X ,Y ,Z)(x, y, z)= 1−∏
w∈{x,y,z} sin(w)

8π3 1[0,2π[3(x, y, z)

Montrer que X , Y , Z sont 2 à 2 indépendants mais pas indépendants.

Exercice 5 : Soient X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes avec X de loi
normale centrée réduite (i.e. fX (x) = (2πexp(x2))−1/2 pour tout x ∈ R) et Y de loi Gamma de
paramètre α= n/2 et β= 1/2 avec n ∈N ¶).

Quelle est la loi de Z =p
n Xp

Y
?

¶. i.e. fY (y)= βα

Γ(α) yα−1e−β y pour tout y ∈ [0,+∞[. C’est aussi la loi du χ2 à n degrés de liberté, i.e. loi de
∑k

i=1 Y 2
i

où (Yi)1≤i≤k est une suite de v.a.r. i.i.d. de loi normale centrée réduite.


