CY Tech (EISTI), ING1 GM, 2019-2020

TDO03 - Probabilités Avancées
Vecteurs Gaussiens

Exercice 1
Soit X = (X1,X5) i i La=(0,0etA=( L V32
=(X1,X2)" un vecteur gaussien de loi A (a,A) ou a=(0,0) et A= e 1)
1. Justifier que le vecteur gaussien X admet une densité. Exprimer la densité du vecteur aléatoire X.
2. Soient b un réel et Z = X1 +bX5 une va.r.
i. Montrer que (Z,X5) est un vecteur gaussien.
ii. Montrer que les variables aléatoires Z et X9 sont indépendantes si et seulement si a = —V3/2.

Exercice 2

Soient X une variable aléatoire de loi normale standard et Z une variable aléatoire discrete indépendante de X.
On suppose que Z est de loi uniforme sur {-1,1} 1. On pose Y = ZX.
1. Montrer que Y est une variable aléatoire de loi gaussienne standard.?.

2. Considérant X +Y, montrer que (X,Y) n’est pas un vecteur gaussien.
3. Montrer que X et Y ne sont pas des variables aléatoires indépendantes, mais que Cov(X,Y)=0.

Exercice 3 Soit X =(X1,X9,X3,X4) un vecteur gaussien Ai(mx,Vx)oumyx =0et
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On définit le vecteur Y =(Y1,Y2,Y3) par Y1 =5X +Xo+ X3 +aXy, Yo=X1 - Xo+Xy, Y3=-X; - X9+ X3.

1. Déterminer laloide Y.

2. Pour quelles valeurs de a et 3, Y1,Y2,Y3 sont-elles indépendantes ?

Sous cette condition, calculer [E[Y12Y22Y32].

Exercice 4

Soient X1, X9, X3 trois variables aléatoires réelles indépendantes de loi .A4°(0,1).
1. Déterminer la loi de U := Z?=1Xi.

2. Montrer que W := X — Xy est indépendante de U.

Exercice 5

Soit X =(X1,X2,X3) un vecteur gaussien A3(mx,Vx) ot mx =0 et
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On définit le vecteur Y =(Y1,Y2,Y3), par Yl =X1 +X3, Y2 = aXl +2X2+ﬁX3, Y3 = —Xl _X2 +X3.

1. Déterminer la loi de Y

2. Pour quelles valeurs de a et §, (Y7 et Ya) et (Y3 et Y3) sont-elles indépendantes ?
3. Déterminer la loi du couple (Y1,Y3).

Rappel :

(25) " =(@d=boy (4, P)

c

lie. PZ=-1)=1=PZ=1.
2Indication: ne pas utiliser la formule de transformation d’un couple de variables aléatoires mais plutot les notions de conditionnement et d’indépendance.



