EISTI, ING1 GM, 2018-2019

TDO7 - Probabilités Avancées
Vecteurs Gaussiens et Espérance Conditionnelle

Exercice 1

Soient X une variable aléatoire de loi normale standard et Z une variable aléatoire discréte indépendante de X.
On suppose que Z est de loi uniforme sur {-1,1} 1. On pose Y = ZX.
1. Montrer que Y est une variable aléatoire de loi gaussienne standard.?.

2. Considérant X +Y, montrer que (X,Y) n’est pas un vecteur gaussien.

3. Montrer que X et Y ne sont pas des variables aléatoires indépendantes, mais que Cov(X,Y)=0.
Exercice 2 (posé a P’Examen de 2017)

Soit U =(X,Y)’ un vecteur aléatoire gaussien de loi A 3(m,K) ot m =(0,0) et K = [1}2 1{2).

Onpose W=XetZ=2X-Y.

1. Trouver la loi de (W, Z)'.

2. Exprimer Y en fonction de W et Z.

3. Montrer que E[X 2Y|(2X - Y)] existe et calculer la.

Exercice 3 Soit X =(X1,X9,X3,X4) un vecteur gaussien Ny(mx,Vx) ol mx =Ops et
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On définit le vecteur Y =(Y1,Y2,Y3) par Y1 =5X; +Xo+ X3 +aXy, Yo=X1 - Xo+X4, Y3=-X; - Xo+X3.

1. Déterminer laloide Y.

2. Pour quelles valeurs de a et 8, Y1,Y2,Y3 sont-elles indépendantes ?

Sous cette condition, calculer [E[Y12Y22Y32].

Exercice 4

Soient X1, X9, X3 trois variables aléatoires réelles indépendantes de loi .A4°(0,1).

1. Déterminer la loi de U := Z?=1Xi.

2. Montrer que W := X —Y est indépendante de U.

Exercice 5

Soit X =(X1,X2,X3) un vecteur gaussien A3(mx,Vx) ot mx =0 et

10-1

).

v =(0 22
X535

On définit le vecteur Y =(Y1,Y2,Y3), par Y1 =X1 +X3, Y2 = aX1 +2X2+ﬁX3, Y3 = —X1 —X2 +X3.

1. Déterminer la loi de Y
2. Pour quelles valeurs de «a et 8, (Y1 et Y3) et (Y2 et Y3) sont-elles indépendantes ?
3. Déterminer la loi du couple (Y7,Y3s).
Rappel :
(¢5) " =(ad~bey™ (2 )

Exercice 6 (a faire soi-méme) : Soit (X,Y) un vecteur aléatoire & densité f(x y). On pose U =max(X,Y) et V =min(X,Y).
Déterminer la loi du couple (U,V). En déduire la densité conditionnelle de U sachant V.

Astuce : Fy v)(u,v) =Elly<, v<p,x<y 1+ Elly<yv<v,y<x].

lie. PZ=-1)=1=PZ=1.
2Indication: ne pas utiliser la formule de transformation d’un couple de variables aléatoires mais plutot les notions de conditionnement et d’indépendance.




