Chap. Il : Les variables aléatoires

CHAPIIRE II : LES
VARIABLES ALEATOIRES

| _Geéneéralités

Définition : Si a chacun des événements élémentaires de 'blsa®ms événements
E, on fait correspondre un nombre, on défume variable aléatoire X Si a chacune
des valeurs possibles de la variable aléatoirgssocie la probabilité de I'événement
correspondant, on obtiera loi de probabilité (ou distribution de probabilité) de la
variable aléatoire X.

Exemple:
On lance successivement deux fois une piéce de aimn@n définit la variable

aléatoire X par le nombre de « face » obtenu erdeag lancers. On définit la loi de
probabilité suivante :

I,E\{eneme_nt Valeur k de la variable Probabilite p(X=k)
élémentaire o
aléatoire X
0 1
Plpz Z
1
PF, ou FP, 1 5
1
F1F2 2 4
Total 1

La variable aléatoire X peut prendre les valeurs 6t 2 qui constituent son ensemble
de définition.
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Chap. Il : Les variables aléatoires

Remarque: La somme des probabilités composant une loi dbagtitité est toujours
égale a 1. En effet, elle est égale a la sommedmbilités de tous les événements
élémentaires.

Définition : On appelldonction de répatrtition de la variable aléatoire,Xa fonction
numerigue positive F, telle que

Fy () = p(X< X)

Celle-ci indique la probabilité que la variableatire X soit inférieure ou égale a une
valeur déterminée x.

Notations: On désigne généralement par X (ou Y ou Z) uneabéeialéatoire et par
X (ou y ou z) une valeur de celle-ci.

Remargues: 1) On a p(X > x) = F p(Xs x) = 1= K ().

2) On a: p(X< x) :p( lim (sz—ljj = lim p(XSX—lj = lim Fx(x—lj.

n - +oo n n- 4o n n - +oo n

3) On en déduit : p(X = x) = p(X X) = p(X< X) = K (X) = lim F, [x —EJ.

n - +oo n

On distingueles variables aléatoires discretest les variables aléatoires continues
On retrouve ici une classification analogue a cedlacontrée pour les variables
statistiques. On notera d'ailleurs I'analogie quiste, d'une fagcon générale, entre
variables aléatoires et variables statistiquesidtaon de probabilité remplace pour les
variables aléatoires la notion de fréquence posr Jariables statistiques: une
probabilité est la fréquence idéale correspondamt @ombre fini d’'observations.

Il Variable aléatoire discrete
Définition : On dit qu'une variable aléatoire X ediscrete lorsque ses différentes
valeurs sonén nombre fini ou infini dénombrable.

Définition : On dit que les valeurs sont pambre infini dénombrable lorsqu’il y en
a une infinité et que I'on peut les compter.

1) Loi de probabilité
La probabilité associée a chacune des valeurshpessie la variable aléatoire discréte
X est la probabilité de 'événement correspondhatreprésentation graphique est le
diagramme en batons.
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Exemple:
On jette deux dés. On définit la variable aléatdircomme étant la somme des points

obtenus par les deux dés. L’ensemble des valewssipjes ou ensemble de définition
de la variable X, est 'ensembfe 3,.....,12. C’est un ensemble fini.

Donner la loi de probabilité de X et la représegraphiquement.

2) Fonction de répatrtition
Définition : La fonction de répartition de la variable discr&taléfinie par

Fy (X) = p(X=x) est une fonction positive, non décroissante.

Cette fonction est égale Gpour -« c'est-a-dire lim F,(x)=0 et al pour +oo

X - —00

C est-a—dlrex llnloo Fy (x)=1.

Lorsque I'ensemble des valeurs possibles ou ensedwldéfinition de la variable
aléatoire X est fini,{x;, X, ... Xn}, Fy est nulle sur J-eo,x[ et égale a 1 sur
]Xn ’+°°['

La fonction de répartition garde la méme valéy\(x) sur tout intervalle[xi , X [ Au

point d’abscisse,, elle fait un saut égal a la probabilité attachée valeurx, .

i+l
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Remarque: On calcule aisément les valeurs de la fonctionégeartition a partir des
probabilités attachées aux valeurs possibles dariable discrete :

Fe (9= Y pX =)

X, <X

Inversement, la fonction de répartition permetet®onstituer facilement la distribution
de probabilité.

PX =X ) =Fy (Xj+1) =~ Fy (Xi)

Représentation graphigue

La représentation graphique de la fonction de téjoer estla _courbe cumulative
Dans le cas d'une variable discrete, on I'appetieoeecourbe en escaliefa cause de
sa forme. Elle présente des « marches » ou sauisiaud’abscissex, correspondant
aux valeurs possibles de la variable. La fonctierré@partition est I'équivalent, pour
les variables aléatoires, de la fonction cumulatile fréequence pour les variables
statistiques.

Exemple:
On lance successivement trois fois une piéce denaien On définit la variable

aléatoire X par le nombre de «face » obtenu entmes lancers. L’ensemble de
définition de X es{ 0,1,2,3}.

Evénement élémentairg Valeur x de la Probabilité p(X=x)
variable aléatoire X

P, P,P 0 1

1723 3

3

P P,F OuPR F,P; ou N 5
R PR

3

P, FF OuF F,P; ou 5 5
R PR

1

F, F,F 2

1723 3 3

Total 1

Déterminer la fonction de répartitids, et la représenter graphiquement

16



Chap. Il : Les variables aléatoires

lIl_Variables aléatoires continues
Définition : On dit qu’'une variablaléatoire X estontinue lorsque son ensemble de
définition estun intervalle.

1) Fonction de répatrtition
Définition : La distribution de probabilité d’'une variable atdee continue est définie

parsa fonction de répartition F, donnée paFy (X) = p(X< x).

Fy est une fonction positive et croissante.
Ona Xllrrlw Fe(X)=0 et lim F(x)=1.

X — oo

Si la fonction F, est continue et admet une dérivee f, on dit queat@ble X est
absolument continue
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Représentation graphigue
La courbe cumulative (ou courbe de répartition)l@seprésentation graphique de la

fonction de repartitiorr, .

2) Probabilité attachée a un intervalle

La probabilité que X appartienne a lintervalle [d, est égale, par définition, a la
difference des valeurs prises par la fonction dpantion aux extrémités de
I'intervalle.

pas X <shb) = p(Xsh) - p(X<a)=Fy (b) - Fy (a)

3) Probabilité attachée a un point
Lorsque la variable X est absolument continue rédabilité attachée a un point x est
nulle.

4) Densité de probabilité en un point
La probabilité attachée a l'intervalle [a, b] eplas X <b) = F, (b) - F, (a).

La densité_moyennede probabilité sur lintervalle [a, b] est le papt de cette
probabilité a la longueur de l'intervalle. On la@fia, b) et

Fx (b)- Fx (a)

f(a, b) = -

La densité moyenne de probabilité sur un petitrustée [x, x + Ax] est par
Fy (X +AX) = R (x)

conséquent : f(x, X Ax) = A
X

Définition : On appelledensité de probabilitéf(x) au point x, la valeur limite de la
densité moyenne sur l'intervalle [x, xAx] lorsque la longueunx de cet intervalle
tend vers 0.

Fy (X +AX)~ F
) = lim X &TOITIXK)
Ax -0 AX

=Fy"(X)
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Définition : On dit qu’une fonction f esine fonction de densité de probabilitési f
est continue (sauf éventuellement en un nombrediénpoints), positive suR et si

+00
[ f(x)dx= 1.
Sa représentation graphique est la courbe de datesiprobabilité.

Remarque: La fonction densité de probabilité est donc la@&ide la fonction de
répartition.

Définition : La probabilité élémentaire pour que la variable aléatoire X prenne une
valeur intérieure a l'intervalle infinitésimal derigueur dx entourant le point x, est
€gale au produit de la densité de probabilité @éwrigueur de l'intervalle.

p(x £ X < x + dx) = f(x) dx

La probabilité attachée a l'intervalle [a, b] amiacomme la somme prise entre a et b
de ces probabilités élémentaires

b
plas X<b) = [ f(x)dx = Fy (b) = Fy (a)

Exemple: Dans le schéma ci-dessou&gire de la partie grisée est egale a la
probabilité p(0,& X <1,5)

1.5 T T I I

o
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Remarque: L’aire comprise entre la courbe de densité de ptibaet I'axe des
abscisses est égale a 1 puisque :
+ 00 0 + 00 0 t2
[ fx)dx= [ f(x)dx + (j) f(x)dx= Iim [ f(x)dx+ Ilim [ f(x)dx= Ilim [FX (x)

tl_,—ootl '[2_.+ooO tl_,—oo

0

—o ty *
t

lim [Fx(x)]o2 =F(0)- 0+1- F(0) =1.

t2_>+oo

La valeurF, (x,) de la fonction de répartition est la somme dee®lgs probabilités

élémentaires correspondant aux valeurs x inférgeare,. F, (x,) est donc égal a
I'aire comprise entre la courbe de densité de hititly 'axe des abscisses et la droite

d’équation x =x,, c'est-a-dire :Fy (xo):J' f(x) dx .

|V __Caractéristigues d’une variable aléatoire

1) Espérance mathématigue

a) Définition

Définition : L'espérance mathématiqueE(X) ou y de la variable aléatoire X est la
moyenne arithmétigue des valeurs possibles ponslépg®r les probabilités
correspondantes.

a) Cas des variables discrétes
On note D I'ensemble de définition de Xx, l'un des éléments de D et la

probabilité que la variable aléatoire X soit égabe c’est-a-dire p(X=x,) = p,. Alors

H=E(X)= X pix
XiDD

Exemple:
Soit X la variable aléatoire comptant le nombrgdmts amenés par un dé.

Calculer son espérance mathématique.
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B) Cas des variables continues
Soit f(x) la densité de probabilité de la variadléatoire X au point x. Alors :

H=E(X)= Toxf(x) dx

(o]

Exemple:
La variable aléatoire de Cauchy est définie pafolzction densité de probabilité f

définie surR par f(x) =1 1 —.
ml+X

Calculer son espérance mathématique.

b) Propriétés de I'espérance mathématique
Propriété 1: Soient a et b deux réels et X une variable aléatdilors,

E(aX +b) = aE(X) + b

Propriété 2 : Soient X et Y deux variables aléatoires. Alors,

E(X +Y) = E(X) + E(Y)

L’espérance mathématique d’'une somme de varialdasoares est €gale a la somme
des espérances mathématiques. Par conséquent,

E(X - Y)=E(X) - E(Y)

Propriété 3: Soient X et Y deux variables aléatoitredépendantes Alors,

E(XxY) = E(X)xE(Y)

L’espérance mathématique d’un produit de varialéatoires indépendantes est égale
au produit des espérances mathématiques.
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Remargue: Ces trois propriétés sont valables dans les cagadables aléatoires
continues ou discretes.

Application : espérance mathématigue d’'une moyenneée variables aléatoires
Soient X, X,,...X, n variables aléatoires suivant une loi de proii@bguelconque

X, +X, +.+ X
n

d’espérance mathématique Leur moyenneX = » est elle-méme une

variable aléatoire.

1

E(X)= E(E(X1+X2 +....+xn)j = Z(E(X,)+E(X,) +...+E(X,))

1
=—(rnrotn) =

Définition : Soit X une variable aléatoire d’espérance mathigunail. On appelle
valeur centrée de Xla variable aléatoireY = X — .

Propriété 4: Soit X une variable aléatoire d’espérance mathé&muaty. Alors
I'espérance mathématique de la valeur centrée et Xulle.

2) Variance

a) Définition

Définition : La variance V(X) d’'une variable aléatoire X d’espérance mathématiqu
L est égale a l'espérance mathématique des carrgesédarts a |'espérance
mathématique :

v = E((x-E00)) = E(x -2

a) Cas des variables discretes
On note D I'ensemble de définition de Xx, l'un des éléments de D et la

probabilité que la variable aléatoire X soit égale, c’est-a-dire p(X=x,) = p, etp
I'espérance mathématique de X. Alors

VX)= T pilxi —EX)? = I pilx -p)?
x; 0D x; OD

Exemple:
Soit X la variable aléatoire comptant le nombrepdénts amenés par un dé. On a

trouvépu = E(X) = 3,5. Calculer V(X).

22



Chap. Il : Les variables aléatoires

B) Cas des variables continues
Soient f(x) la densité de probabilité de la vamalaléatoire X au point x gt
I'espérance mathématique de X. Alors :

V(X) = +f° (x - E(X))?f(x)dx = +f° (x = p)?#(x) dx

—00 —00

Dans les deux cabecart-type og(X) est égal a la racine carrée de la variance.

a(X) =/ V(X)

b) Propriétés de la variance
Propriété 5: Soient a et b deux réels et X une variable algatdilors,

V(aX + b) = a®V(X)

Propriété 6 : Soient X et Y deux variables aléatoiredépendantes Alors,

V(X +Y) = V(X) + V(Y)

La variance d’'une somme de variables aléatoireSpenddantes est égale a la somme
des variances. Par conséquent,

V(X - Y) = V(X) + V(Y)

Remarque: Ces deux propriétés sont valables dans les casadables aléatoires
continues ou discretes.
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Application : variance d’'une moyenne de variables lgatoires indépendantes
SoientX,, X, ,...X n variables aléatoires indépendantes suivantairgel probabilité

guelconque d’espérance mathématigue et de varianceo®. Leur moyenne
g X X, H X
n

n est elle-méme une variable aléatoire.

V(X )= V[%(xl +X, +....+xn)j = n—lz(V(X1)+V(X2)+....+ V(X))

o’n _o°
-

:n—12(02+02 +...+02) = - =

2

Définition : Soit X une variable aléatoire d’espérance mathiéunespt et d’écart-type
X-|
(o]

0. On appellesaleur centrée-réduite de Xla variable aléatoire Z =

Propriété 7: Soit X une variable aléatoire d’espérance mathématy. Alors
I'espérance mathématique de la valeur centréetetdei X est nulle et son écart-type
vaut 1.

3) Covariance de variables aléatoires
Définition : Soient X et Y deux variables aléatoirés covariance de X et Y est
notéecov(X, Y) et est définie par

cov(X, Y) = E(XxY)-E(X)xE(Y)

Propriété 8: La covariance de deux variables aléatamegpendantesestnulle.

4) Moments
Définition : On appellemoment d’'ordre k de la variable aléatoire X, I'espérance

mathématique d&¥ . On le notem, et

m, =E(X¥)

a) Cas des variables discretes
On note D I'ensemble de définition de Xx, l'un des éléments de D et la

probabilité que la variable aléatoire X soit égabe c’est-a-dire p(X=x,) = p,. Alors

E(X¥)= 3 pixK
XiDD
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b) Cas des variables continues
Soit f(x) la densité de probabilité de la variabléatoire X au point x. Alors :

E(xX) = +f° x¥ (x) dx

c) Propriétés
Moment d’ordre 1 : m; =E(X)

Moment d’ordre 2 : m, =E(X?)

Expression de la variance en fonction des momentsthéoreme de Koenigs-
Huygens

V(X) = m, - (my)? = E(X?) - (EX))?

Fin
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