Chap. V : Les lois de probabilité continues

CHAPIIRE V: LES LOIS DE
PROBABILITE CONTINUES

1) La loi de probabilité exponentielle

1) Introduction

Extrait du cours de 'UPPA : Professeur : Marc Artzrouni :

La situation se passe a un standard téléphonigagpédrience consiste a compter la
durée d’attente avant le premier appel. L’'unit&ataps est la minute. L’intervalle de

. , L t
temps entre deux instants O et t est découpé efits mtervalles de longueur dt—=.
n

La probabilité p du succes sur chaque intervalldaodgueurl estp :)\l. Elle est
n n

proportionnelle a la longueur de lintervalle. Leefficient de proportionnalité\
mesure la fréquence du phénoméne. Les événementtsns@pendants les uns des
autres.

| t/ Irl 2’%/n 3|t/n nt/P nlt/n+dt (dt=t/n)
. >
0 \ I
7 p=At/n 7
probabilité ql.J!}w' n les premiers intervalles probabilité que I'événement se
I'événement ne se produit pas = At/n)" produise sur le (n+1)eme

intervalle = At/n

La variable aléatoire X compte le nombre d’expérésn jusqu'au premier événement,

< ., L . t
le succesX est une loi géométrique de parametrg.—.

n
t t t t
Ona:n-+dt=n—+— =(n+1l)-.
n n n n

La probabilité qu'un appel téléphonique arrive emdss instants t et t + dt est :
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Chap. V : Les lois de probabilité continues

¢ n t nIn(l—)\t)
p(X = n +1) :(1—xﬁj A—=e N/ \dt

:l._}\l —n}\i

nln( j
Ona:e "Adt ~e "Adt ~ Ae Mdt. Donc, lorsque n tend versed, cette
+ 00 + 00

probabilité tend vers\e .

Si on prend par exemple,t =2, n=12Q et1.2, on obtient dt = 0.017 . De plus, la
probabilité que le premier appel ait lieu entrddaixieme minute et 2 minutes et 1

n
seconde est p(X =121) El—)\%j )\% =0.00177076.

D’autre part, Ae Mdt = 0.00181436. Ces deux valeurs sont trés proches.

Fin de I'extrait du cours de 'UPPA : Professeiarc Artzrouni

2) Définition

Définition : Une variable aléatoire exponentielleX est une variablecontinue,
pouvant prendre n'importe quelle valeur entre ®®tavec la densité de probabilité

dexp(x, ) = f(x) = re™ ™

ou A est un paramétre réel strictement positif.
La fonction de répartition est F

X
pexp(X, ) = p(X<x)=F(x) =] Ae Mt .
0
y :
Ona:| xeMdt=|-e™M[ =1-eM
0 . 0
Donc
—)\x.

pexp(x,A)= F(x)=1-e

etp(X > x) = 1- F(x) = e ™

Les notations dexp(® ) et pexp(x,A ) sont celles du logiciel MathCad.
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Chap. V : Les lois de probabilité continues

Courbe de densité La courbe de densité de probabilité de la loi eemielle est une
courbe exponentielle décroissante.

x:=0.01.4
1.5 l
rexpl—Ax)
0.5 .
|
0 0 2 4

3) Caractéristigues de la loi exponentielle X de paragtre A
a) L’'espérance mathématigue
Définition : L’espérance mathématiguede X est

1
E(X) = x
b) La variance et I'écart-type
Définition : La variance de X est
V(X) = }\iz
L’écart-type de X est
1
o(X) = X

Remarque: Le parametrel de la loi exponentielle X est donc égal a la fais
I'inverse de I'espérance mathématique et a I'ineats I'écart-type.
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Chap. V : Les lois de probabilité continues

4) Application a la loi exponentielle : 'absence de émoire

Extrait du cours de I'UPPA : Professeur : Marc Artzrouni :

Soit X la variable aléatoire exponentielle de patae\. Supposons par exemple que
X représente le temps jusqu’'a l'arrivée d'un cligl@ns un magasin ou le temps
jusqu’au déces d’'un organisme.

On cherche la probabilitép x >g)(s< X <s+4).

4'..'&.’
| | | .

0 s S+A

On a: pysgssX<s+h) = pl(ssX<s+A)n(X>s) _ plssX<s+h) _

p(X >s) e s
_ +A
[_ e M]S' _eMsth) L gAs e—xs(_ VS 1) A
S — - =1- -\ _ A —Atdt -
-\s B -\s B -\s -17€ = ] Ae B
e e e 0

p(X <A).

Donc si a l'instant s I'événement ne s’est pas engooduit, la probabilité qu’il se
produise entre s et s A est indépendante de Glest 'absence de mémoire : quel
gue soit le temps s qui s’est écoulé, la probab#éitque I'événement se produise
durant le petit intervalle [ss+A] est indépendante de s.

Deux exemples

1) Considérons X la variable aléatoire mesurantelmps d’attente d'un client.
L'absence de mémoire est raisonnable. Les cliemigeat indépendamment les uns
des autres. Le fait qu’aucun client ne soit ardaés les 5 dernieres minutes ne change
rien a la probabilité d’une arrivée dans la secandesuit.

2) Considérons X la variable aléatoire mesurauiui@e de vie. Pour un enfant de 10
ans (s = 10) la probabilité de décés dans l'annésugt A = 1) est trés faible : 0.1%.
Pour une personne de 105 ans (s = 105), la prdaiéatdd décés dans I'année qui suit
(A =1)esttres forte : entre 5 et 10 %. Il y a toree mémoire. La probabilité de déces
dans l'année qui suit, augmente avec I'age (s)ostcdl serait déraisonnable de
supposer que la durée de vie est une variableoai€aixponentielle.
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Chap. V : Les lois de probabilité continues

Plus généralement, on peut s'intéressppd.g)(X >s+u) :

u Plx>s)X>s+4)
< ............. x ................................ >
| j | g
0) s+u
(X>s+u)n(x>9)  plxsseu) &
p(X>S)(X>S+u) =P (X >9) = pp(x >9) - o As = e =

p(X >u).

La probabilité qu'il faille attendre au moins u fimsts supplémentaires avant que
I’événement ne se produise, est indépendante dustemqui s’est écoulé avant u.

Fin de I'extrait du cours de 'UPPA : Professeiarc Artzrouni

|l La loi de Poisson

La loi_de Poissonconvient a la description d'événements dont leanchs de
réalisation sont faibles. Comme dans le cas deigs&ilmition binomiale, il est
nécessaire pour que la loi s'applique que la priit&alle réalisation de I'événement
reste constante.

1) Définition
Définition : La variable aléatoire de Poisson Xest une variabléiscrete qui prend
les valeurs entieres 0, 1, 2, ... avec les proib@dbil

N

dpois(k,A) = p(X=Kk)=e w

OUA est un parametre strictement positif.

La notation dpois(k ) est celle du logiciel MathCad.

Symboliquement, nous noterons X [B4A) (ou N(1)) pour indiquer que X suit une loi
de Poisson de paraméie
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Chap. V : Les lois de probabilité continues

2) Caractéeristigues de la loi de Poisson
a) L'espérance mathématigue
Définition : L’espérance mathématigue (ou moyenneje la loi de Poisson est

E(P(A) =A

a) La variance et I'écart-type
Définition : La variance de la loi de Poisson est

V(P Q) =A

Définition : L'écart-type de la loi de Poisson est

o PQA) = VA

Remarque: Le parametre de la loi de Poisson a une double significatidrest égal
a la fois a I'espérance mathématique et a la veeiae la distribution.

3) Conditions d’application

La loi de Poisson peut étre introduite :

B soit comme un cas particulier de la loi binomiatgest la loi vers laquelle tend
celle-ci lorsque le nombre n devient grand alore uprobabilité p reste faible.
C’est la raison pour laquelle la loi de Poissoriéasduvent appeléeloi des petits
nombres »;

B soit comme la résultante d'un processus aléatoamicplier, le_processus de
Poisson

a) Approximation de la loi binomiale par la loi dePoisson
Soit X une variable aléatoire binomiale X Bj, dont le parametre n croit

indéfiniment et dont le parameétre p tend vers Galte que le produit np tende vers
une limite finieA. Dans ces conditions, la loi binomiale tend vertol de Poisson de
parametre\.

Bn,p - 5 P(np)

Ce résultat permet de remplacer la loi binomiale lpdoi de Poisson lorsque n est
grand, p petit et le prodult= np étant petit, de I'ordre de quelques unités.

51



Chap. V : Les lois de probabilité continues

Proposition : Habituellement, on considére gl@pproximation de la loi binomiale
par la loi de Poissorest acceptable lorsque= 50 et p < 0,1

Remargue: Cette convergence de la loi binomiale vers la &@Pdisson explique que

I'on rencontre celle-ci, par exemple dans les cagssts :

B nombre de pieces défectueuses dans un échantifworiant prélevé au cours d’'un
processus de fabrication en série : en généralolortion de pieces défectueuses
dans I'ensemble de la fabrication est faible ;

B nombre d’erreurs commises dans linventaire d’uoclstcomportant un grand
nombre d’articles différents : d’'une facon généralembre d’erreurs commises au
cours d’'une longue suite d’opérations.

b) Loi exponentielle X de paramétreA et processus de Poisson: le nombre
d’événements dand0, t]

Extrait du cours de I'UPPA : Professeur : Marc Artzrouni :

Interprétation de A et exemple

L'espérance de X, variable aléatoire de paramktre 0.1 (par exemple) es)% =

10. La durée moyenne jusqu’a I'événement « succ@snveée d’'un client dans un
magasin, par exemple) est 10 minutes. Le nombdielet par minute est donc 0.1 =
1 1

c 1
A
unité de temps.

Par exemple : appelonX, la variable aléatoire exponentielle mesurant lape

= A. Autrement ditA est un taux : c’est le nombre moyen d’événemeaits p

jusqu'a l'arrivée du premier client dans un magasttus généralementX, est le
temps séparant les arrivées dul(ieme client et du kieme client.

0 X1 X X \LX4
t : N(t) = nombre
d’évén. dans
intervalle (0,t)=3 ici

On note N(t) la variable aléatoire comptant le nmmiiévénements dans l'intervalle
0,t].

Rappelons que leX, sont des répliques de la méme variable aléatajperentielle
de parametre = 0.1 client par minute, c’est-a-dire, le taux rdiaée moyen.

L’espérance de chaque, est% =10.
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Chap. V : Les lois de probabilité continues

Ne pas confondre lesX, , variables aléatoires continues mises bout a boat N(t),

qgui une variable aléatoire discréte qui a un instant donne le nombre
d’événements qui se sont produits dans l'intervallgo,t].

Ce processus stochastique (aléatoire) est appmiégaus de Poisson. Et la loi N(1) est

une loi de Poisson. On appelle IXg les temps « inter-arrivées » : ce sont les temps

entre deux arrivées consécutives de clients dansagasin, de voitures a un péage,
d’appels a un standard téléphonique, de clics s@ita Internet, ....

Processus, loi de Poisson
Dans le contexte d’'un processus de Poisson, orintéresser a la loi de la variable
aléatoire discréte N(t), c’est-a-dire que pouxéfion va chercher p(N(t) = k) pour tout

k
(rt)
entier naturel k. On va montrer par récurrencep(tit) = k) = e M

k!
At)K
On note (R ) la propriété : p(N(t) = k) 2 M %

Pour k = 0, p(N(t) = 0) signifie gu’aucun événemeats’est produit a l'instant t. Cela
veut dire queX,, variable aléatoire exponentielle de parametrest strictement

supérieure a t, ce qui se produit avec une prdhéaleﬂ“.

0
A .
De plus,e o e *". Donc (Ry) est vraie.

On suppose que (B est vraie et on démontre queg(R) est vraie.
On cherche p(N(t) = k+1).

| 1 ; [
U -+
0 0 u+du t

(. J1\ S
Y Y

4

Pour tout u, on va calculer la probabilitléu)du gue le premier événement se produise
dans un intervalle de tem;[)s,u +du] puis que les k suivants se produisent dans
I'intervalle [u +du,t] de longueur approximativement égale-aut p(N(t) = k+1) sera
alors égale a la somme dﬂéu)du pour toutes les valeurs possibles de u entre O et

t
c’est-a-dire[m{u)du.
0
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A

La probabilité qu'aucun événement ne se produis{aosu] est:e Y celle qu'un

seul se produise sn[lu,u +du] est :A du puis celle que les k suivants se produisent su

Alt-u) (A(t-u))

[u +du, t] est:e (d’apres I'hypothese de récurrence appliquée a

k!
t—u).
At —u))¥ t-u)¥

On obtient ainsin(u)du = e x A du x e_}‘(t_u)M = NN —( k') du

N t AL k AHLEAT ()t t
Ainsi, p(N(t) = k+1) _én(u)du - T(j)(t—u) du = k! k+1

0

)\k+1e—)\t ()\t k+1

R gk+l = ‘“W. Donc (R 4+1) est vraie.

On vient de montrer que (B est vraie pour tout entier naturel k.

4) La loi N(t)
a) Définition

Proposition : La loi de N(t) est donnée par

2 k
PIN(t) = k) = e‘“%

Pour t = 1, on trouve la loi de Poisson de paraametC’est la loi discrete du nombre
d’événements dans l'interval[@]].

b) Caractéristigues de la loi N(t)
a) L’espérance mathématique
Définition : L’espérance mathématiguede la loi N(t) est

E(N(D) = At

a) La variance et I'écart-type
Définition : La variance de la loi N(t) est

V(N(D) = At
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L'écart-type de la loi N(t) est

O (N@) = VAt

Fin de I'extrait du cours de 'UPPA : ProfesseiMarc Artzrouni

[I1) La loi uniforme

1) Définition

Définition : Une variable aléatoireontinue X suitune loi uniforme sur I'intervalle
réel [a,b] si elle admet pour densité de probabilité la framct définie par

f(x) =b—ia sixl:l[a,b]

f(x) =0 sinon

On la noterd J(a, b).

2) Caractéristigues de la loi uniforme
b) L’espérance mathématique

Définition : L’espérance mathématiquede la loil(a, b) est

b+a
2

E(Ua, b)) =

c) La variance et I'écart-type
Définition : La variance de la loil(a, b) est

AY
V(Ua, b)) = (bTa)

L'écart-type de la loiU(a, b) est

_b-a
O (U@, b»‘zﬁ

Fin
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