Chap. VI : Simulation

CHAPIIRE VI : SIMULATION

|) La variable aléatoire r

Extrait du cours de 'UPPA : Professeur : Marc Artzrouni :

L'ordinateur (ou la calculatrice UPPA) peut engamnda variable aléatoire r entre 0 et
1.

Par exemple : r=rnd(1) r=0.729

Sur la calculatrice UPPA, touche PRB, puis RAND.

r tombe entre 0 et 1 et elle astiformément distribuésur l'intervalle (0,1). Pour

mieux comprendre, on va utiliser I'ordinateur pqamoduire un grand nombre de
répliques de r. Cela permettra d’étudeedistributionde r en regardant les fréequences
empiriques avec lesquelles r tombe dans les iftesf0,0.1, [ 0.1,0.9, ..., [0.9.1].
On désigne par : ni le nombre d’intervalles posrftéquences : ici, ni = 10

: nl le nombre d’expériences (c’est-a-diradebre de répliques, de

tirages de la variable aléatoire, r)

Le vecteur des fréegquences sera noté F1 : un vedeemi composantes, qui donne la
fréquence avec laquelle r est tombé dans chacumidedervalles quand on a un
échantillon de taille n1 (nl1 « tirages » de r).
ni= 10 et n1 = 1000

F']T e 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
110.098]0.103]0.095|0.099 | 0.097 ] 0.101 | 0.103 | 0.098 | 0.107 | 0.099

Ce vecteur de frequences veut dire que r est tdid0& Fl,; o3 = 9.51 % du temps

entre 0.3 % = 0.2 et 0.3 (ni x 0.3 = 3 =% élément de F1).
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i=1.ni
3. Fréequences->aires
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On voit que la frequence F1 avec laquelle r tomdoesdun intervalle donné i (I'aire du
rectangle) converge quand nl, la taille de I'écdHanttend vers I'infini (N1 - +o).
La hauteur de chaque rectangle tend vers la fandtioeprésentée par la droite
horizontale et définie par f(x) = 1 avec une aifig l§ui, quand nl- +c, tend vers

l'aire limite 1 x ni = ni = la probabilité (théorique) de tomber dans I'iatdle.
[ [

(i_ = 0.1 pour ni = 10 intervalles)
ni

4. Fréquences->aires->probas
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La fréquence (aire des rectangles pour les abscasmt de 0.3 a 0.7) avec laquelle r
tombe entre ab = 0.3 et ah = 0.7 tend vers l'aes da droite horizontale représentée
par la fonction f définie par f(x) = 1 entre 0.30ef c’est-a-dire 0.7 0.3 = 0.4.

C’est cette aire que I'on définit comme la probiébip(0.3 < r < 0.7) = 0.4Avec la
fonction f égale & 1 sur(0,1), la probabilit¢ que r tombe dans un intervalle

quelconque est égale a la lonqueur de cet intervall
Exercice
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En utilisant le schéma de la page précédente,egastlla probabilité que r tombe
1) en dessous de 0.2 ?

2) en dessous de 0.2 ou au dessus de 0.7 ?

Si on veut simuler un événement de probabilité &mtire au hasard une valeur de r,
et on dit si: «si 0.3 <r < 0.7 alors I'événemsiast produit » puisque la probabilité
gue r tombe entre 0.3 et 0.7 est précisément O péut utiliser n'importe quel
intervalle de longueur 0.4 & l'intérieur 8,1) : par exempld 0,0.4).

Remarque
0.7 0.7
L’aire (ou la probabilité) peut s’écrire p(0.3 <0.7) = [f(x)dx = [1dx.
0.3 0.3

La fonction f s’appelle la densité de probabiligeld variable aléatoire.

Ici, f(x) = 1si0<x <1, et f(x) =0 sinon.

Avec F une primitive de f, F(X) = x, I'aire compeigntre 0.3 et 0.7 est F(07)F(0.3)
=0.7-0.3=04.

II) Simulation du jet d'un dé
On veut simuler le résultat X d'un jet de dé deofagfficace, rapide, a l'aide de
I'ordinateur.

Il s’agit de simuler six événements distincts, aydracun une probabilité

(= 0.167). Pour simuler un jet, on tire donc une walde la variable aléatoire r, dont
on sait quelle tombe dans tout intervalle de Ionguéeavec une probabiliteéh.

On décide alors que :

Quand r tombe entre 0 ét on dit X =1, quand r tombe ent%e et%, ondit X =2,
2 .3 . 3 .4 .

guand r tombe entr% etg, on dit X = 3, quand r tombe ent%eetg, ondit X =4,
4 5 . 5 .6 .

guand r tombe entn(a5 etg, on dit X =5, quand r tombe ent%eetg, on dit X = 6.

I)($1 § X=2 E)($3 Exxd IX@S IX@S |
0 1/6 2/6 3/6 4/6 5/6 6/6
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Ces regles sont arbitraires : on aurait pu déaderles 6 intervalleEO,%j, (%%)
56
168 correspondent aux valeurs (5, 3, 1, 2, 4, 6).

On peut alors simuler a toute vitesse autant degjet I'on veut.
Si les trois premiers r tirés sont 0.56, 0.19 890.

Probas Probas cumulées

1/6 0

1/6 1/6 B

1/6 2/6 r2=0.19

1/6 3/6 | 1=0.56__

1/6 4/6 |r3=0.59

1/6 5/6
6/6 \A

F F F F

Compteur | 1 0 0 0 0

jets F 2 0 0 1 1
3 0 bl 04 0 4 O
4 0 1 1 2
5 0 0 0 0
6 0 0 0 0

Apreés 3 jets, le vecteur F1 des fréquences estFI3= (0 0.333 0 0.666 0 O0).

On rappelle le vecteur P des probabilités pouraiaguilibré :
Pl = (0.167 0.167 0.167 0.167 0.167 0.167)
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n:= 30

F1:=FSim(P.n) FSimestle programme donnant le
vecteur F1 des frequences pour n jets
simulés.

8. Frequences et probas (ordi)

04 1 1 1 1 1 1
Pi 0.3
OoOogd
0.1
0
n Probas'
O 00O Fréquences
Exercice

On veut jouer a pierre-papier-ciseaux en choistssdraque stratégie de facon
aléatoire, avec des probabilités 0.2 pour pier&epOur papier et 0.3 pour ciseaux.
1) Donner le découpage du segméfmﬂ) gui permettra de décider pour chaque r
obtenu la stratégie choisie.
2) Utiliser les nombres r = 0.89, r = 0.12 pourdien deux jeux.
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1) Complément sur la génération des nombres aléaires r
uniformément distribués sur (0,1).

rnd(1) = 0.141

Comment I'ordinateur fait-il pour obtenir ces noebr?

Il engendre une suit€x,) ou x,, est définie par une fonction trés simple xlg_;
(processus itératif) — la régle, la fonction, qande x,, en fonction dex,_; est telle
gue les nombres ofiair aléatoires (hombres pseudo-aléatoires)

Régle

Poura =2, c=3, m=5, des entiers donnés evaleer initialex; = 5, on définit

Xk = mod(x,-1 X a + c, m) = reste de la division euclidiennexge, x a + ¢ par m.
Donc lesxy sont nécessairement entre 0 etInsi on les divise par m, on obtient des

nombres entre O et 1 : & 3, m_—l.

m m m
Voyons ici avecxy =5, km =100, k = 2 jusqu’a knx, = mod(Xy-1 X a + ¢, m),
X1 X 2+ 3=13, regardons les 4 premietg: X1 =5, Xy =3,X3 =4,%x4 = 1.

k=1.12

Xk
5 1
3 0.6
4 0.8
1 0.2
0 0
3 0.6
4 0.8
1 0.2
0 0
3 0.6
4 0.8
1 0.2
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Moo= K:=1. km
m
1 I I I [
Ik 05+
0 0 20 40 60 80 100
k
Série requliere -
Avec
a:= 256 c:= 12994 m := 5996
K:=2. km
Xk := mod(Xk-1-a+c.m)
P K:=1. km
m
1 | [ 1

| { | |
0 0

Série "pseudo-aléatoire": les nombres "ont 'air"
aléatoires.

Fin de I'extrait du cours de 'UPPA : ProfesseiMarc Artzrouni

Fin
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