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Différence entre la convergence uniforme et simple

1 Convergence simple

1.1 Définition
Soit (f, : X — E),en une suite d’applications.

1. Soit f € EX. On dit que (f,)nen converge simplement vers f sur X si et seulement si, pour tout = de
X, la suite (f,(z))nen converge vers f(z) dans E. On dit que f est la limite simple de (f,,)nen -

Cela se traduit par :

(VeeX ¥ >0 INEN ¥neN (n>N=| ful2) - fl@) <o)

2. On dit que (fn)nen converge simplement sur X si et seulement s’il existe f : X — E telle que (fy)nen
converge simplement vers f sur X.

Remarque : On note :

fn @5, fosur X

n—-+4oo

pour exprimer que (fy,)nen converge simplement vers f sur X.

Remarque : Il y a unicité de la limite simple.

1.2 Deéfinition

Pour (f, : X — E ),en donnée, on appelle ensemble ou domaine de convergence de (f,),en ensemble des
z de X tels que (f(x))nen converge.

1.3 Exemple
Soit (fn)nen la suite de fonctions définie par :

nT
1+ n3zx2?

Voir la partie méthodologie pour la démonstration de la convergence simple.

2 Convergence uniforme

2.1 Définition
Soit (f, : X — E),en une suite d’applications.



1. Soit f : X — E. On dit que (f,)nen converge uniformément vers f sur X si et seulement si

[Ve>0 INEN VneN ¥z e X(n> N = ||falz) - f(z)] <o)

On dit alors que f est la limite uniforme de (f,)nen-

2. On dit que (f5)nen converge uniformément sur X si et seulement s’il existe f : X — E telle que (fn)nen
converge uniformément vers f sur X.

Remarque : On note

fn LU f sur X
n—oo

pour exprimer que (fy,)nen converge uniformément vers f sur X.

Remarque : On montre sans difficulté que :
fn cu, fosur X
n—-4oo C.U.
gn —ZY s gsur X | = )\fn—l—gnm)\f—i—gsur)(
n—-+oo s
AekK
Proposition :  Si (f,)nen converge uniformément vers f sur X alors (f,,)nen converge simplement vers f sur X.
Proposition :

Soient (f,, : X — E),en une suite d’applications et f € E*. Pour que (f,)nen converge uniformément,
vers f sur X, il faut et il suffit que :

edN € N tel que,VYn > N, f, — [ soit bornée,
o fr — flloo m’ 0

Remarque On rappelle qu’avec les hypothéses de la proposition, on a :

[fn = flloo = sup [|fn(z) — f(2)]]
reX

ot ||.|| désigne la norme de E.

Théoréme CNS de Cauchy de convergence uniforme

¢ Soit (fn : X — E)pen une suite d’applications, pour
que (fn)nen converge uniformément vers f sur X, il faut et il suffit que :

Ve>0 AN €N VY(p,q) eN® Vo e X <{p>N

g N = @) = fo@)l < 6)
2.2 Exemple

Soit (fn)nen la suite de fonctions définies par :

nw
T) ==
fn(2) 1+ n3z?
Voir la partie méthodologie pour la démonstration de la convergence uniforme.

3 Meéthodologie

nx
Montrons que la suite de fonctions f, définies par f, (z)

= T a2 converge simplement puis uniformément.
niz



3.1 Montrons que cette suite de fonctions converge simplement

Pour déterminer si une suite de fonctions converge simplement on calcule :

- Siz=0alors f,(0) =0
— Six # 0 alors
. T nr .
g Sn) = g T = 0= 9

Donc la suite de fonctions (f)n>0 converge simplement vers la fonction nulle g sur R.

3.2 Montrons que cette suite de fonctions converge uniformément vers g

Il faut montrer que x +— f,(x) — g(x) est bornée et que lim sup|f,(x) — g(z)| = 0.

3.2.1 Montrons que z — f,(x) — g(z) est bornée
On pose une fonction h définie par h(z) = fn(x) — g(x)

nx
h =
(@) 1+ n3a?
On calcule h/(x) pour étudier les variations de h.
1—n32?
h'(z) =
() "1 nda2)2
1
h'(x)zO(:)a:Q:ﬁ
h est décroissant ] 1]u[1+[
est décroissante sur | — 00; — —=] U [—=; +o0].
vn? vn?

. 1
h est croissante sur [——;

Vn3

Ainsi on détermine sup |h(x)]-
rER

2~
w

1 1
sup |h(x)|=h| — | = —
sup o) =1 () = 5=

Donc z — fnp(x) — f(z) est bornée par 1.
On en déduit que lim sup|f,(z) —g(z)] =0 .

lim sup|f,(z) — g(x)| = lim sup |h(z)] =0

On a ainsi démontré que © — f,(z) — g(z) est bornée et que lim sup|f,(z) — g(z)| = 0.

Donc (fn)n>0 converge uniformément vers la fonction nulle sur R.
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F1G. 1 — Représentation des fonctions f, définies par f, ()

4 Différence

Nous allons montrer a I’aide de la suite de fonctions (fy)n>0 qu’une suite de fonctions peut converger simplement
mais pas uniformément.
7+ n2z?

Jn(z) = Sin(m

)

4.1 Convergence simple

- x#0 lim f,(z) =sin(z)
—x=0 fo(0)=sinmr=0
Donc (fn)n>0 converge simplement vers f telle que :

f(z) = { (S)in(x) siz#0

stz=0
4.2 Convergence uniforme

1
On pose z;, = — pour n > 1.
n

sup [fn(x) — f(x)] > [fulzn) — f(zn)]

rz€R
T+ 2
fulirn) = flan) = sin(E) —sin()
fulwn) = fle) = cos(5) —sin-)
lim |fn(xn) - f(xn” = 1

n—oo

n—oo

Donc lim sup|fn(z) — f(z)] > 1.
z€R

Donc (fn)n>0 ne converge pas uniformément vers f.



F1a. 2 — Représentation des fonctions f, définies par f,(z) =




