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kDi�éren
e entre la 
onvergen
e uniforme et simple
1 Convergen
e simple1.1 Dé�nitionSoit (fn : X → E)n∈N une suite d'appli
ations.1. Soit f ∈ EX . On dit que (fn)n∈N 
onverge simplement vers f sur X si et seulement si, pour tout x de

X, la suite (fn(x))n∈N 
onverge vers f(x) dans E. On dit que f est la limite simple de (fn)n∈N .Cela se traduit par :
∀x ∈ X ∀ε > 0 ∃N ∈ N ∀n ∈ N (n > N ⇒‖ fn(x) − f(x) ‖< ε)2. On dit que (fn)n∈N 
onverge simplement sur X si et seulement s'il existe f : X → E telle que (fn)n∈N
onverge simplement vers f sur X.Remarque : On note :

fn
C.S.−−−−−→

n→+∞
f sur Xpour exprimer que (fn)n∈N 
onverge simplement vers f sur X.Remarque : Il y a uni
ité de la limite simple.1.2 Dé�nitionPour (fn : X → E )n∈N donnée, on appelle ensemble ou domaine de 
onvergen
e de (fn)n∈N l'ensemble des

x de X tels que (fn(x))n∈N 
onverge.1.3 ExempleSoit (fn)n∈N la suite de fon
tions dé�nie par :
fn(x) =

nx

1 + n3x2Voir la partie méthodologie pour la démonstration de la 
onvergen
e simple.2 Convergen
e uniforme2.1 Dé�nitionSoit (fn : X → E)n∈N une suite d'appli
ations.
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1. Soit f : X → E. On dit que (fn)n∈N 
onverge uniformément vers f sur X si et seulement si :
∀ε > 0 ∃N ∈ N ∀n ∈ N ∀x ∈ X(n > N ⇒ ‖fn(x) − f(x)‖ < ε)On dit alors que f est la limite uniforme de (fn)n∈N.2. On dit que (fn)n∈N 
onverge uniformément sur X si et seulement s'il existe f : X → E telle que (fn)n∈N
onverge uniformément vers f sur X.Remarque : On note

fn
C.U.−−−−→

n→∞
f sur Xpour exprimer que (fn)n∈N 
onverge uniformément vers f sur X.Remarque : On montre sans di�
ulté que :















fn
C.U.−−−−−→

n→+∞
f sur X

gn
C.U.−−−−−→

n→+∞
g sur X

λ ∈ K

⇒ λfn + gn
C.U.−−−−−→

n→+∞
λf + g sur XProposition : Si (fn)n∈N 
onverge uniformément vers f sur X alors (fn)n∈N 
onverge simplement vers f sur X.Proposition : Soient (fn : X → E)n∈N une suite d'appli
ations et f ∈ EX . Pour que (fn)n∈N 
onverge uniformémentvers f sur X, il faut et il su�t que :

{

•∃N ∈ N tel que, ∀n > N, fn − f soit bornée,

•‖fn − f‖∞ −−−−−→
n→+∞

0Remarque On rappelle qu'ave
 les hypothèses de la proposition, on a :
‖fn − f‖∞ = sup

x∈X

‖fn(x) − f(x)‖où ‖.‖ désigne la norme de E.Théorème CNS de Cau
hy de 
onvergen
e uniforme : Soit (fn : X → E)n∈N une suite d'appli
ations, pourque (fn)n∈N 
onverge uniformément vers f sur X, il faut et il su�t que :
∀ε > 0 ∃N ∈ N ∀(p, q) ∈ N

2 ∀x ∈ X

({

p > N

q > N
⇒ ‖fp(x) − fq(x)‖ < ε

)2.2 ExempleSoit (fn)n∈N la suite de fon
tions dé�nies par :
fn(x) =

nx

1 + n3x2Voir la partie méthodologie pour la démonstration de la 
onvergen
e uniforme.3 MéthodologieMontrons que la suite de fon
tions fn dé�nies par fn(x) =
nx

1 + n3x2

onverge simplement puis uniformément.
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3.1 Montrons que 
ette suite de fon
tions 
onverge simplementPour déterminer si une suite de fon
tions 
onverge simplement on 
al
ule :
g(x) = lim

n→∞
fn(x). � Si x = 0 alors fn(0) = 0� Si x 6= 0 alors

lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

nx

1 + n3x2
= 0 = g(x)Don
 la suite de fon
tions (fn)n≥0 
onverge simplement vers la fon
tion nulle g sur R.3.2 Montrons que 
ette suite de fon
tions 
onverge uniformément vers gIl faut montrer que x 7→ fn(x) − g(x) est bornée et que lim

n→∞
sup
x∈R

|fn(x) − g(x)| = 0.3.2.1 Montrons que x 7→ fn(x) − g(x) est bornéeOn pose une fon
tion h dé�nie par h(x) = fn(x) − g(x)

h(x) =
nx

1 + n3x2On 
al
ule h′(x) pour étudier les variations de h.
h′(x) = n

1 − n3x2

(1 + n3x2)2

h′(x) = 0 ⇔ x2 =
1

n3

h est dé
roissante sur ] −∞;− 1√
n3

] ∪ [
1√
n3

; +∞[.
h est 
roissante sur [− 1√

n3
;

1√
n3

].Ainsi on détermine sup
x∈R

|h(x)|.
sup
x∈R

|h(x)| = h

(

1√
n3

)

=
1

2
√

nDon
 x 7→ fn(x) − f(x) est bornée par 1.On en déduit que lim
n→∞

sup
x∈R

|fn(x) − g(x)| = 0 .
lim

n→∞
sup
x∈R

|fn(x) − g(x)| = lim
n→∞

sup
x∈R

|h(x)| = 0On a ainsi démontré que x 7→ fn(x) − g(x) est bornée et que lim
n→∞

sup
x∈R

|fn(x) − g(x)| = 0.Don
 (fn)n≥0 
onverge uniformément vers la fon
tion nulle sur R.
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Fig. 1 � Représentation des fon
tions fn dé�nies par fn(x) =
nx

1 + n3x2
.4 Di�éren
eNous allons montrer à l'aide de la suite de fon
tions (fn)n≥0 qu'une suite de fon
tions peut 
onverger simplementmais pas uniformément.

fn(x) = sin(
π + n2x2

1 + n2x
)4.1 Convergen
e simple� x 6= 0 lim

n→∞
fn(x) = sin(x)� x = 0 fn(0) = sinπ = 0Don
 (fn)n≥0 
onverge simplement vers f telle que :

f(x) =

{

sin(x) si x 6= 0
0 si x = 04.2 Convergen
e uniformeOn pose xn =

1

n2
pour n ≥ 1.

sup
x∈R

|fn(x) − f(x)| ≥ |fn(xn) − f(xn)|

fn(xn) − f(xn) = sin(
π + 1

n2

2
) − sin(

1

n2
)

fn(xn) − f(xn) = cos(
1

2n2
) − sin(

1

n2
)

lim
n→∞

|fn(xn) − f(xn)| = 1Don
 lim
n→∞

sup
x∈R

|fn(x) − f(x)| ≥ 1.Don
 (fn)n≥0 ne 
onverge pas uniformément vers f . 4



Fig. 2 � Représentation des fon
tions fn dé�nies par fn(x) = sin(
π + n2x2

1 + n2x
) .
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