
CPI2 2007/08− 14/03/2008
Sans document - calculatrice UPPA autorisée

Durée : 2 heures

Correction du Devoir Surveillé 1 en Probabilités

Exercice 1 :
p, k, n sont trois entiers naturels tels que 0 < p < k < n.

1) On a Ck
nCp

k =
n!

k!(n− k)!
k!

p!(k − p)!
=

n!
p!(k − p)!(n− k)!

De plus, Cp
nCn−k

n−p =
n!

p!(n− p)!
(n− p)!

(n− k)!(k − p)!
=

n!
p!(k − p)!(n− k)!

.

Donc Ck
nCp

k = Cp
nCn−k

n−p

2) a) S1 =
k∑

p=0
Cp

nCn−k
n−p =

k∑
p=0

Ck
nCp

k = Ck
n

k∑
p=0

Cp
k = Ck

n

k∑
p=0

Cp
k1p1k−p

S1 = Ck
n (1 + 1)k = Ck

n 2k (formule du binôme de Newton).

b) S2 =
n∑

k=p

(−1)n−kCk
nCp

k =
n∑

k=p

(−1)n−kCp
nCn−k

n−p

S2 = Cp
n

n∑
k=p

(−1)n−kCn−k
n−p = Cp

n

n−p∑
j=0

(−1)jCj
n−p = Cp

n

n−p∑
j=0

Cj
n−p(−1)j1n−p−j

S2 = Cp
n(−1 + 1)n−p = 0 (formule du binôme de Newton).
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Exercice 2 :
On note M l'événement : "l'individu est malade" et V l'événement : "l'individu
est vacciné".
On a : PM

(
V

)
= 1

5 , PM

(
V

)
= 4

5 , PV

(
M

)
= 1

12 et P
(
V

)
= 1

4 .

1) On cherche PV

(
M

)
.

On a PV

(
M

)
=

P
(
V ∩M

)

P
(
V

)

On a : P
(
M

)
= P

(
V ∩M

)
+P

(
V ∩M

)
car

((
V ∩M

)
, (V ∩M

))
est un système

complet d'événements.

De plus, P
(
V ∩M

)
= PV

(
M

)× P
(
V

)
= 1

12 × 1
4 = 1

48 .

D'autre part, P
(
V ∩M

)
= PM

(
V

)× P
(
M

)
= 4

5 × P
(
M

)
.

Donc, P
(
M

)
= 1

48 + 4
5 × P

(
M

) ⇔ 1
5P

(
M

)
= 1

48 ⇔ P
(
M

)
= 5

48 .

D'où, P
(
V ∩M

)
= 5

48 − 1
48 = 1

12 .

Ainsi, PV

(
M

)
=

1
12
3
4

= 1
9 .

2) On a PV

(
M

)
= 1

12 et PV

(
M

)
= 1

9 .

Ainsi, PV

(
M

)
< PV

(
M

)
.

Donc, on peut considérer que le vaccin est e�cace.

Exercice 3 :
1) On peut les ranger de 10! = 3 628 800 façons.
2) On a 5 billes rouges, 2 blanches et 3 vertes.
a) Il y a C5

10 = 252 façons de ranger les 5 billes rouges parmi les 10 places,
C3

5 = 10 façons de ranger les 3 billes vertes parmi les 5 places inoccupées et
C2

2 = 1 façon de ranger les 2 billes blanches parmi les 2 places restantes. On
trouve C5

10 × C3
5 × C2

2 = 2 520.
On obtient le même résultat en plaçant d'abord les billes blanches puis les rouges
puis les vertes : C2

10 × C5
8 × C3

3 = 2 520 ou en plaçant d'abord ....

b) Il y a 6 façons de ranger les billes par couleur : RBV, RV B, V RB, V BR, BRV,

BV R. Il y a C5
5 = 1 façon de ranger les 5 billes rouges parmi les 5 places

réservées à celles-ci, C2
2 = 1 façon de ranger les 2 billes blanches parmi les 2

places réservées à celles-ci et C3
3 = 1 façon de ranger les 3 billes vertes parmi les

3 places réservées à celles-ci. On trouve 6×C5
5 ×C2

2 ×C3
3 = 6 façons de ranger

les billes si on veut qu'elles soient regroupées par couleur.
c) Il y a 6 façons de regrouper les billes rouges ( t représente la place d'une
bille) : RRRRRttttt, tRRRRRtttt, ttRRRRRttt, tttRRRRRtt,
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t t t tRRRRRt, t t t t tRRRRR.
Il y a C2

5 = 10 façons de ranger les 2 billes blanches parmi les 5 places inoccupées
et C3

3 = 1 façon de ranger les 3 billes vertes parmi les 3 places restantes.
On doit enlever les 5 cas où les billes vertes ou blanches sont regroupées :
V V BBV, V BBV V, BBV V V, V V V BB, BV V V B.
Il y a 6× (C2

5 ×C3
3 − 5) = 30 de ranger les billes si on veut que seules les rouges

soient groupées.

Exercice 4 :
Un est l'événement : "le n-ième tirage s'e�ectue dans l'urne U", Vn l'événement :
"le n-ième tirage s'e�ectue dans l'urne V " et Bn l'événement : "la n-ième boule
est blanche" ;
PUn

(
Bn

)
=

a

a + b
, PVn

(
Bn

)
=

b

a + b
et pn = P

(
Bn

)
.

1) a) On schématise le passage de l'étape n à l'étape n+1 avec l'arbre ci-dessous :

On a PBn

(
Bn+1

)
=

a

a + b
et PBn

(
Bn+1

)
=

b

a + b
.

b) On a pn+1 = P
(
Bn+1

)
= P

(
Bn+1 ∩Bn

)
+ P

(
Bn+1 ∩Bn

)
car

(
Bn+1 ∩Bn

)
,
(
Bn+1 ∩Bn

)
est un système complet d'événements.

pn+1 = PBn

(
Bn+1

)× P
(
Bn

)
+ PBn

(
Bn+1

)× P
(
Bn

)

⇔ pn+1 =
a

a + b
× pn +

b

a + b
(1− pn) = pn

(a− b

a + b

)
+

b

a + b
.

c) wn = pn − 1
2
.

wn+1 = pn+1 − 1
2

= pn

(a− b

a + b

)
+

b

a + b
− 1

2
= pn

(a− b

a + b

)
+

1
2

b− a

a + b
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⇔ wn+1 =
(a− b

a + b

)(
pn − 1

2
)

= wn

(a− b

a + b

)
.

Donc la suite
(
wn

)
n∈N∗ est géométrique de raison q =

a− b

a + b
.

d) On a wn = w1

(a− b

a + b

)n−1

avec w1 = p1 − 1
2

=
a

a + b
− 1

2
=

a− b

2(a + b)
.

Donc, wn =
a− b

2(a + b)

(a− b

a + b

)n−1

.

D'où, pn =
a− b

2(a + b)

(a− b

a + b

)n−1

+
1
2
.

Donc lim
n→+∞

pn =
1
2
car lim

n→+∞

(a− b

a + b

)n−1

= 0 car | a− b

a + b
|< 1. Ainsi l =

1
2
.

2) a) On a P
(
Un+1

)
= P

(
Un ∩Bn

)
+ P

(
Vn ∩Bn

)
car

((
Un ∩Bn

)
,
(
Vn ∩Bn

))

est un système complet d'événements.

Donc, P
(
Un+1

)
= PUn

(
Bn

)× P
(
Un

)
+ PVn

(
Bn

)× P
(
Vn

)

⇔ P
(
Un+1

)
=

a

a + b
P

(
Un

)
+

a

a + b
P

(
Vn

)
=

a

a + b

(
P

(
Un

)
+ P

(
Vn

))
=

a

a + b
.

b) On en déduit P
(
Un

)
=

a

a + b
.

c) On a pn = P
(
Bn

)
= P

(
Un ∩Bn

)
+ P

(
Vn ∩Bn

)
car

((
Un ∩Bn

)
,
(
Vn ∩Bn

))

est un système complet d'événements.

pn = PUn

(
Bn

)× P
(
Un

)
+ PVn

(
Bn

)× P
(
Vn

)

⇔ pn =
a

a + b
× a

a + b
+

b

a + b
× (1− a

a + b
) =

a2 + b2

(a + b)2
.

3) a) a2 + b2

(a + b)2
− 1

2
=

2a2 + 2b2 − a2 − b2 − 2ab

2(a + b)2
=

(a− b)2

2(a + b)2
.

Donc a2 + b2

(a + b)2
− 1

2
≥ 0 ⇔ a2 + b2

(a + b)2
≥ 1

2
.

b) La meilleure méthode est la deuxième.
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Exercice 5 :
a et b sont deux réels strictement positifs et f la fonction dé�nie sur R par

f(x) =





ab

a + b
e−bx si x > 0

ab

a + b
eax si x ≤ 0

1) La fonction f est positive sur R, continue sur R∗+ et sur R∗− comme fonction
exponentielle. De plus, lim

x→0−
f(x) =

ab

a + b
= f(0). Donc f est continue en 0,

donc �nalement sur R.

D'autre part,
+∞∫
−∞

f(x) dx =
0∫

−∞

ab

a + b
eax dx +

+∞∫
0

ab

a + b
e−bx dx

⇔
+∞∫
−∞

f(x) dx =
b

a + b
[eax]0−∞ − a

a + b
[e−bx]+∞0 =

b

a + b
+

a

a + b
= 1.

Donc f peut être la fonction de densité de probabilité d'une variable aléatoire
X.

2) Y =| X |.

a) Soit y ∈ R+.

P (Y ≤ y) = P (| X |≤ y) = P (−y ≤ X ≤ y) = P (X ≤ y)− P (X ≤ −y)

⇔ P (Y ≤ y) =
y∫

−∞
f(x) dx−

−y∫
−∞

f(x) dx

⇔ P (Y ≤ y) =
0∫

−∞

ab

a + b
eax dx +

y∫
0

ab

a + b
e−bx dx−

−y∫
−∞

ab

a + b
eax dx

⇔ P (Y ≤ y) =
b

a + b
[eax]0−∞ − a

a + b
[e−bx]y0 −

b

a + b
[eax]−y

−∞

⇔ P (Y ≤ y) =
b

a + b
− a

a + b
e−by +

a

a + b
− b

a + b
e−ay = 1− ae−by + be−ay

a + b
.

Si y ∈ R−, alors P (Y ≤ y) = 0.

On note FY la fonction de répartition de Y .

FY (y) =





1− ae−by + be−ay

a + b
si y ≥ 0

0 si y ≤ 0
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b) On note fY la fonction de densité de probabilité de Y . On a : fY = F ′Y .

Soit y ∈ R−. Alors fY (y) = 0.

Soit y ∈ R+. Alors fY (y) =
abe−by + abe−ay

a + b
=

ab

a + b

(
e−by + e−ay

)
.

fY (y) =





ab

a + b

(
e−by + e−ay

)
si y ≥ 0

0 si y ≤ 0

c) E(Y ) =
+∞∫
−∞

xfY (x) dx =
+∞∫
0

x
ab

a + b

(
e−bx + e−ax

)
dx.

On utilise une intégration par parties.{
u(x) = x
v′(x) = e−bx + e−ax ⇒

{
u′(x) = 1

v(x) =
−1
b

e−bx − 1
a
e−ax

Donc E(Y ) =
ab

a + b

(
[
−x

b
e−bx − x

a
e−ax]+∞0 +

+∞∫
0

1
b
e−bx +

1
a
e−axdx

)

⇔ E(Y ) = − ab

a + b
[
1
b2

e−bx +
1
a2

e−ax]+∞0 =
ab

a + b
(

1
b2

+
1
a2

) =
ab(a2 + b2)
a2b2(a + b)

⇔ E(Y ) =
a2 + b2

ab(a + b)
.

D'après la formule de Huygens-Koenig, V (Y ) = E(Y 2)− (
E(Y )

)2.

E(Y 2) =
+∞∫
−∞

x2fY (x) dx =
+∞∫
0

x2 ab

a + b

(
e−bx + e−ax

)
dx.

On utilise une intégration par parties.

{
u(x) = x2

v′(x) = e−bx + e−ax ⇒
{

u′(x) = 2x

v(x) =
−1
b

e−bx − 1
a
e−ax

Donc E(Y 2) =
ab

a + b

(
[
−x2

b
e−bx − x2

a
e−ax]+∞0 +

+∞∫
0

2x

b
e−bx +

2x

a
e−axdx

)

⇔ E(Y 2) =
2a

a + b

+∞∫
0

xe−bxdx +
2b

a + b

+∞∫
0

xe−axdx
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On utilise deux intégrations par parties.

{
u(x) = x
v′(x) = e−bx ⇒

{
u′(x) = 1

v(x) =
−1
b

e−bx et
{

u(x) = x
v′(x) = e−ax ⇒

{
u′(x) = 1

v(x) = −1
a
e−ax

⇔ E(Y 2) =
2a

a + b

(
[
−x

b
e−bx]+∞0 +

+∞∫
0

1
b
e−bxdx

)
+

2b

a + b

(
[
−x

a
e−ax]+∞0 +

+∞∫
0

1
a
e−axdx

)

⇔ E(Y 2) =
2a

a + b
[
−1
b2

e−bx]+∞0 +
2b

a + b
[
−1
a2

e−ax]+∞0 =
2a

b2(a + b)
+

2b

a2(a + b)

⇔ E(Y 2) =
2a3 + 2b3

a2b2(a + b)
=

2(a2 − ab + b2)(a + b)
a2b2(a + b)

=
2(a2 − ab + b2)

a2b2
.

Donc V (Y ) =
2(a2 − ab + b2)

a2b2
− (a2 + b2)2

a2b2(a + b)2
=

(a2 − b2)2 + 2ab(a2 + b2)
a2b2(a + b)2
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