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Correction du Devoir Surveillé 1 en Probabilités

Exercice 1 :
p, k,n sont trois entiers naturels tels que 0 < p < k < n.

1) On a ChCP n! k! n!
n = =
"R R — k) pl(k—p)! pl(k —p)l(n—k)!
| —n)! |
pm—k _ n! (n—p)! _ n!
Dol oy = i = (= Bk — )t Ik — p)l(n — B
Donc C¥CE = ceCp=k

k k k k
2) ) i = 3. CROR=K = 3 ChCP = Ok S Op = C 3 Cpavihr
p=0 p=0 p=0 p=0

S =CF (1+1)F = CF 2% (formule du binéme de Newton).

b) Sy = Y. (1) kCkCY = Y (—1)nkeponh

k=p k=p
n n—p . . n—p . R A
Sp=Cp 3 (F1) RO = O X (F1Y G, = COF 3 Choy(-1Y1m 0
=p J= J=

Sy =C2(—=141)""? =0 (formule du binome de Newton).



Exercice 2 :
On note M I’événement : "I'individu est malade" et V I’événement : "'individu
est vacciné".

OHaIP]\,[(V) = %, PM(V) = %, Pv(]\/[) = % et P(V) = %

1) On cherche Py(M).

On a PV(M) =

Ona: P(M) = P(VOM)+P(VNM) car ((VAM),(VNM)) est un systome

complet d’événements.

De plus, P(VNM) = Py (M) x P(V) = 35 x

D’autre part, P(V N M) = Py (V) x P(M) = 2 x P(M).

Donc, P(M) = 4+ 2 x P(M) & tP(M) = &z & P(M) = .

Ainsi, Pv(]VI) =
2) Ona Py (M) = & et Pr(M) = .

Ainsi, Py (M) < Py(M).

Donc, on peut considérer que le vaccin est efficace.

Exercice 3 :
1) On peut les ranger de 10! = 3 628 800 facons.

2) On a 5 billes rouges, 2 blanches et 3 vertes.

a) Il 'y a C7, = 252 fagons de ranger les 5 billes rouges parmi les 10 places,
C3 = 10 facons de ranger les 3 billes vertes parmi les 5 places inoccupées et
C2 = 1 facon de ranger les 2 billes blanches parmi les 2 places restantes. On
trouve C7, x C3 x C3 = 2 520.

On obtient le méme résultat en placant d’abord les billes blanches puis les rouges
puis les vertes : C3, x C2 x C3 = 2 520 ou en plagant d’abord ....

b) Il y a 6 fagons de ranger les billes par couleur : RBV, RV B, VRB, VBR, BRYV,

BVR. 11y a C2 = 1 facon de ranger les 5 billes rouges parmi les 5 places
réservées a celles-ci, C7 = 1 facon de ranger les 2 billes blanches parmi les 2
places réservées a celles-ci et C53 = 1 facon de ranger les 3 billes vertes parmi les
3 places réservées & celles-ci. On trouve 6 x C2 x C3 x C3 = 6 facons de ranger
les billes si on veut qu’elles soient, regroupées par couleur.

c) Il y a 6 fagons de regrouper les billes rouges ( U représente la place d’une
bille) : RRRRRUUUUL, URRRRRUUUU, UUWRRRRRUUU, ULUURRRRRUL,



UUUURRRRRU, UUULUURRRRR.

Ily a C2 = 10 facons de ranger les 2 billes blanches parmi les 5 places inoccupées
et C3 = 1 fagon de ranger les 3 billes vertes parmi les 3 places restantes.

On doit enlever les 5 cas ou les billes vertes ou blanches sont regroupées :
VVBBV, VBBVV, BBVVV, VVVBB, BVVVDB.

Ilya6x(C2xCs—5) =30 de ranger les billes si on veut que seules les rouges

soient groupées.

Exercice 4 :
U, est I’événement : "le n-iéme tirage s’effectue dans 'urne U", V,, I’événement, :
"le n-iéme tirage s’effectue dans I'urne V" et B,, I’événement : "la n-iéme boule
est blanche";

Py, (B,) = —

T atb Py, (Bn) = a+b

et p, = P(Bn).

1) a) On schématise le passage de I’étape n a 'étape n+1 avec l'arbre ci-dessous :

\ - a+b B,

b
a+b

a
On a PB” (B77.+1) = m et P?n(Bn+l) =
b) On a ppy1 = P(Bpt1) = P(Bny1 N By) + P(Byy1 N By,) car

(Bnﬂ N By), (Bnt1 N By) est un systéme complet d’événements.

pnt1 = Pp, (Bni1) x P(B,) + P§(3n+1) x P(By)

a—b) b

b
Xpn"‘ib(]-_pn) —pn(m + CL—Fb.

a
N =
Prt1 =010 a+

¢) Wn =Pn— 5

w _ _l_ (a—b)+ b _1_ (a—b)+lb—a
n+1 = Pnit1 2_pn atb = DPn




= (350 0n - Y (250).

a—2b

Donc la suite (wn) P

neN® est géométrique de raison q =

a—>b
a+b

)”*1 B I a I a-—b
W= =03 27 2(ath)

d) Onawn:wl(

a—b ra—b\n-1
D n=——=— .
one, w 2(a+b)(a+b)

a—b ra—>b\"-1 1
D’ou, pp, = ——— —.
o P 2(a+0b) (a—|—b) * 2

1 —byn-1 —b 1
Donc nEIJIrloopn =5 car nkr}rloo <Z+ b) =0 car | Zi—i-b |< 1. Ainsil = 3

2) a) On a P(Uys1) = P(Un 0 By) + P(Va N By) car ((Ua N1 By), (Va1 By))
est un systéme complet d’événements.

Donc, P(Unt1) = Pu, (Bn) x P(Uy,) + Py, (By) x P(V,,)

a a a a
& P(Uni1) = mP(U") + a+ bP(Vn) a+ b(P(U") + P(Vn)) T atb
b) On en déduit P(U,,) = -~ i ;-

¢) On a p, = P(By) = P(Uy 1 By) + P(Va (1 By) car ((Un N Ba), (Va0 By) )
est un systéme complet d’événements.

pn = Py, (Bn) X P(Un) + Py, (Bn) X P(‘/n)

op =% @ n b < (1— a )_a2+b2
P = 0 " arb Tavxb a+b’ (a+b)?
3) a) a® + b? 7172a2+2b27a27b272ab7 (a —b)?
(a+b2 2 2(a + b)? - 2(a+b)2’
a?+b? 1 a? + b2 1
Done — " — 2 >0e — T2 > -
Bt 27" 7 (a+b)? =2

b) La meilleure méthode est la deuxiéme.



Exercice 5 :
a et b sont deux réels strictement positifs et f la fonction définie sur R par

ab
a+b

e g >0

fz) =

b
a—e‘” siz <0
a+b

1) La fonction f est positive sur R, continue sur R et sur R* comme fonction

b
exponentielle. De plus, li%l* flz) = ai 7= f(0). Donc f est continue en 0,
donc finalement sur R.
+oo 0 b 400 b

D’autre part, Jojo f(z) dx :;{:o GLMeW dx + bf aL—Me_bm dx

oo b a b a
= dr = ax]0 _ —bx]+oo _ = 1.

_{Of(m) x a—&—b[e ]700 a+b[€ }O a+b+a+b

Donc f peut étre la fonction de densité de probabilité d’une variable aléatoire
X.

2)Y = X|.
a) Soit y € RY.

PY<y)=P(|X|<y)=P(-y<X<y)=PX <y - P(X <-y)

S PY <y = | j@) i | f(2)de

0 ab Y ab Y ab
PlY < = - 9T —bx _ ax
& P(Y <y) ,loa—i—be dl‘—i—ga_’_be dx 7£0a+be dx
b a b
s PY < = [eax]0 " [e—bx1y _ axr]—Y
( —y) a—|—b[e ]700 a+b[e ]O a+b[e ]—oo
b a a b ae~% & be~ W
P(Y < = — by _ —ay — 1 —
&P <y a+b a+be a+b a+be a+b

Siy e R, alors P(Y <y) =0.
On note Fy la fonction de répartition de Y.

—by —ay
1-— % siy >0
Fy(y) = at

0 siy <0



b) On note fy la fonction de densité de probabilité de Y. On a : fy = Fy,.

Soit y € R™. Alors fy(y) = 0.

b=t + abe=¥  ab
Soit y € RT. Alors fy(y) = ave a:(lln ¢ = a(:—b(e_by + e_ay).
b
%(e*by +e W) siy>0
fy(y) = “
0 siy<0
o0 400 ab - _
) EY)= [ afy(x)de= [ x (7% + e7 %) dx.
0o b a+b

On utilise une intégration par parties.

u(z) =z u’(m):ll 1
v'(z) = I = v(z) = _Te*b”” — —e T
a

_ ab -z —bx T —ax]+oo s
DOIIC E(Y) = m([Te Ee ]0 + {

ab 1 1 ab 1 1 ab(a® + b?)
E(Y) = — — —bx _— p,—azxz]too _ - —
< EB(Y) a—l—b[b2€ +a2€ lo a—i—b(b2 az) a?b?(a+0b)
a? +v?
EY)=———.
< B(Y) ab(a + b)

D’aprés la formule de Huygens-Koenig, V(Y) = E(Y?) — (E(Y))2

+o0 +oo ab
EY? = [ 2’ fy(x)de= [ 2*—— (e + e ")dux.
—00 0 a+b

On utilise une intégration par parties.

v'(z) = et e v(z) - - ge—ax
b —z2 2 +00 9
Donc E(YQ) = a(:— b ([T‘Te br _ 7670'97}3'00 + t{ % —bx + efaa:dz)
2a T +00
& EBE(Y?) = P ({ ze dx + 3 of re dx



On utilise deux intégrations par parties.

{ u(z) z_x_bw é{ u(:v)_ile_bw et{ 5(@ ::x_ax é{ u(:v):l1

oy RV S
o B = Elpe i+ e = b?(ji b a2(jb+ b)
ot B A 10

Donc V (V) = 2(a? — ab +7) (a? + %) _ (a® — %)% 4 2ab(a® + b?)

a2b2 o a2b?(a + b)2 - a2b2(a + b)2



