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1 Dé
ompositions en éléments simples1.1 GénéralitésUne dé
omposition en éléments simples s'e�e
tue sur une fra
tion rationnelle.Qu'est-
e-qu'une fra
tion rationnelle ?Soient K un 
orps et A et B des polyn�mes de K[X ] tels que B 6=0. On appelle fra
tion rationnelle sur K l'élément,

A

B
.L'ensemble des fra
tions rationnelles sur un 
orps K se note K(X).Le but d'une dé
omposition en éléments simples est d'obtenir une fra
tion rationnelle A

B
(ave
 A ∈ K[X ] et

B ∈ K[X ]) sous la forme d'une somme de fra
tions irrédu
tibles.Par exemple la dé
omposition de F (X) =
1

(X − 1)2(X + 2)
sera de la forme

F (X) =
a1

(X − 1)2
+

a2

(X − 1)
+

a3

(X + 2)
ave
 (a1, a2, a3) ∈ K3.1.2 Détermination du degré, partie entièreSoit F =

A

B
une fra
tion rationnelle non nulle.L'entier relatif deg(F ) = deg(A) − deg(B) est appelé degré de F.Tout élément F de K(X) s'é
rit de manière unique F = P +G, où P est un polyn�me, et G est une fra
tion rationnellede degré stri
tement négatif.On dit que P est la partie entière de la fra
tion rationnelle F .1.3 P�les simples et multiplesSoit F =

A

B
une fra
tion rationnelle non nulle é
rite sous forme irrédu
tible.Soit α un élément de K et m dans N∗. On dit que α est un p�le de F , ave
 la multipli
ité m, si α est une ra
ine dup�lyn�me B ave
 la multipli
ité m.

α est un p�le de F ave
 la multipli
ité m ⇔ F =
A

(X − α)mQ
, ave
 {

A(α) 6= 0
Q(α) 6= 0- On parle de p�le simple si m = 1, et de p�le multiple si m > 1.1.3.1 Cas d'un p�le simpleSoit F un élément de K(X) admettant α 
omme p�le simple.Il existe λ tel que

F =
λ

(X − α)
+ G1



où α n'est pas un p�le de G.On peut 
al
uler le 
oe�
ient λ de di�érentes façons :- Posons F =
A

(X − α)Q
, ave
 A(α) 6= 0 et Q(α) 6= 0. Alors λ =

A(α)

Q(α)
.- On peut é
rire aussi : λ = lim

x→α
(x − α)mF (x)1.3.2 Cas d'un p�le multipleSoit F un élément de K(X) admettant α 
omme p�le ave
 la multipli
ité m > 1.Il existe λ1, λ2, ..., λm dans K tels que

F =
m

∑

k=1

λk

(X − α)k
+ Goù α n'est pas un p�le de G.On peut fa
ilement 
al
uler le 
oe�
ient λm :- Posons F =

A

(X − α)mQ
, ave
 A(α) 6= 0 et Q(α) 6= 0. Alors λm =

A(α)

Q(α)
.- On peut aussi é
rire λm = lim

x→α
(x − α)F (x)1.4 Formes de dé
ompositions1.4.1 Dé
omposition dans R(X)Soit F =

A

B
une fra
tion rationnelle à 
oe�
ients réels, sous forme irrédu
tible.Soit B = λ

p
∏

k=1

(X−αk)rk

q
∏

k=1

(X2+bkX+ck)sk ave
 ∆ < 0 la fa
torisation de B dans R[X ]. Alors la fra
tion rationnelle
F s'é
rit de manière unique :

F = E +

p
∑

k=1





rk
∑

j=1

λ(k, j)

(X − αk)j



 +

q
∑

k=1





sk
∑

j=1

ck,jX + dk,j

(X2 + bkX + ck)j



où E est la partie entière de F et les λk,j , ck,j , dk,j sont des éléments de R. Cette é
riture est appelée dé
ompositionen éléments simples de F dans R(X).1.4.2 Dé
omposition dans C(X)Soit F =
A

B
une fra
tion rationnelle à 
oe�
ient 
omplexes.Soient α1, .., αp les p�les distin
ts de F , ave
 les multipli
ités r1, ..., rp, alors F s'é
rit de manière unique :

F = E +

p
∑

k=1





rk
∑

j=1

λ(k, j)

(X − αk)j



où E est la partie entière de F et où les λk,j sont des éléments de C. Cette é
riture est appelée dé
omposition enéléments simples de F dans C(X).1.5 Pratique de la dé
ompositionLes méthodes vues pré
édemment permettent en prin
ipe de former les dé
ompositions en éléments simples dans
R(X) ou dans C(X).Néanmoins, un 
ertain nombre de te
hniques fa
ilitent le travail :� En diminuant globalement le nombre de 
oe�
ients à 
al
uler ;� En permettant de 
al
uler des 
oe�
ients peu fa
ilement �a

essibles�, à 
ondition 
ependant qu'il ne reste à 
estade que peu d'in
onnues.
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Dé
omposition dans C(X) d'une fra
tion à 
oe�
ients réelsSoit F =
A

B
un élément de R(X).On peut 
onsidérer F 
omme un élément de C(X) et la dé
omposer en tant que telle.Tout 
omme F , 
ette dé
omposition doit être invariante par 
onjugaison.Il en résulte par exemple que la partie entière de F est un polyn�me réel. Il en résulte également que les parties polaires(
f paragraphe suivant) sont 
onjuguées deux à deux.Plus pré
isément, si α et ᾱ sont deux p�les 
onjugués non réels de F , de multipli
ité m, les parties polaires s'é
riventrespe
tivement :

m
∑

k=1

λk

(X − α)k
ou

m
∑

k=1

λ̄k

(X − ᾱ)
k
.Cette idée permet don
 de diminuer de moitié environ le nombre d'in
onnues.Il est également possible d'utiliser la dé
omposition dans C(X) d'une fra
tion rationnelle réelle F pour obtenir sadé
omposition dans R(X) après regroupement des termes 
onjugués.Cette méthode n'est envisageable que si les p�les non réels sont de multipli
ité 1.1.5.1 Utilisation de la parité ou de l'imparitéSi une fra
tion rationnelle est paire ou impaire, sa dé
omposition doit aussi l'être.On exprime 
ette invarian
e par les transformations X 7→ F (−X) ou

X 7→ −F (−X) et on en déduit des relations sur les 
oe�
ients (le nombre d'in
onnues diminue environ de moitié).1.5.2 Utilisation d'une transformation laissant la fra
tion invarianteIl est possible (même si 
'est plus rare qu'ave
 la parité ou l'imparité) que la fra
tion rationnelle F soit invariante(ou très simplement modi�ée, par exemple 
hangée en son opposée) par une transformation �simple�, 
omme :
X 7→ λ − X , X 7→ λX , X 7→

1

X
, X 7→ X +

1

X
ave
 λ ∈ R ou C.La dé
omposition de F doit re�éter la même invarian
e. Exprimer 
ette invarian
e donne là en
ore des relationssur les 
oe�
ients in
onnus.1.5.3 Inje
tion de valeurs parti
ulièresQuand il reste peu de 
oe�
ients à 
al
uler, il peut être intéressant d'inje
ter, dans l'égalité entre F et sa dé
om-position, une ou plusieurs valeurs qui ne soient pas des p�les de F .Si F est dans R(X), on peut inje
ter une valeur 
omplexe 
omme i (ou j), l'identi�
ation donnant alors deuxrelations entre les 
oe�
ients réels in
onnus.1.5.4 Utilisation de la méthode lim

x→∞

xF (x)On suppose i
i que le degré de F est stri
tement négatif (la partie entière est don
 nulle).La dé
omposition de F fait apparaître des termes du type λk

X − αk

ou akX + bk

X2 + βkX + γk

.Le 
al
ul de lim
x→∞

xF (x) donne alors une relation liant les 
oe�
ients λk et ak.Cette méthode est intéressante quand il ne reste plus que un ou deux 
oe�
ients à 
al
uler.2 Appli
ations au 
al
ul intégral2.1 MéthodeLorsque l'on a à 
al
uler une intégrale de la forme ∫ b

a

A

B
dX ave
 A et B des polyn�mes de K[X ] tels que B 6=0,la méthode à employer (à moins de pouvoir dire
tement 
al
uler la primitive) est de dé
omposer en éléments simplesla fra
tion rationnelle A

B
puis de séparer 
haque élément de la somme de la dé
omposition en éléments simples pourpouvoir 
al
uler leur primitive séparément.
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2.2 ExempleSoit I =

∫ 2

3

2

X3 + X2 + X

X2 − 1
dXAprès dé
omposition en éléments simples, on a :

I =

∫ 2

3

2

X + 1 +
1

2(X + 1)
+

3

2(X − 1)
dX

I =

∫ 2

3

2

X + 1 dX +

∫ 2

3

2

1

2(X + 1)
dX +

∫ 2

3

2

3

2(X − 1)
dX

I =
[1

2
X2 + X

]2

3

2

+
1

2

[

ln(| X + 1 |)
]2

3

2

+
3

2

[

ln(| X − 1 |)
]2

3

2

I = 2 + 2 −
9

8
−

3

2
+

1

2
(ln(3) − ln(5) + ln(2)) +

3

2
(ln(1) − ln(1) + ln(2))Finalement,

I =
11

8
+ 2 ln(2) +

1

2
ln(3) −

1

2
ln(5)
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