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ation aux intégrales généralisées
1 Dé�nitionSoient f : I → R une appli
ation et x0 un réel appartenant à I ou une extrémité de I. On dit que
f admet un développement limité (en abrégé DL) polynomial à l'ordre n ∈ N en x0 s'il existe desréels a0, a1, ..., an et une fon
tion ε tels que :

∀x ∈ I, f(x) =
n

∑

k=0

ak(x − x0)
k + (x − x0)

nε(x)et lim
x→x0

ε(x) = 0Remarque : Ave
 les notations 
i-dessus, le DL de f peut aussi s'é
rire
f(x) =

n
∑

k=0

ak(x − x0)
k + ◦((x − x0)

n)2 PropriétésPropriété 1 (Uni
ité du DL)Soit f une appli
ation admettant un DL d'ordre n en x0 de la forme
f(x) =

n
∑

k=0

ak(x − x0)
k + ◦((x − x0)

n)Alors les 
oe�
ients a0, a1, ..., an sont dé�nis de façon unique.Le polyn�me
Pn(x) =

n
∑

k=0

ak(x − x0)
kest appelé la partie prin
ipale (ou régulière) du développement limité d'ordre n.L'uni
ité du développement limité entraîne la propriété suivante.Propriété 2 (Parité)Soit f une fon
tion dé�nie sur un intervalle I de 
entre 0 admettant un DL d'ordre n en 0,1



f(x) =
n

∑

k=0

akx
k + ◦(x)n- si f est paire, la partie prin
ipale est un polyn�me pair,

n
∑

k=0

akx
k = a0 + a2x

2 + ... + a2kx
2k + ..., ave
 0 ≤ 2k ≤ n- si f est impaire, la partie prin
ipale est un polyn�me impair,

n
∑

k=0

akx
k = a1x + a3x

3 + ... + a2k+1x
2k+1 + ..., ave
 1 ≤ 2k + 1 ≤ n2.1 Tron
ature de DL et fon
tions équivalentesPropriété 3 (Tron
ature d'un développement limité)Supposons que f admette un DL d'ordre n en x0. Soit p un entier naturel tel que p ≤ n. Alors fadmet un DL d'ordre p en x0 obtenu par tron
ature, 
'est-à-dire

f(x) =
n

∑

k=0

ak(x − x0)
k + ◦((x − x0)

n) ⇒ f(x) =

p
∑

k=0

ak(x − x0)
k + ◦((x − x0)

p)Propriété 4 (DL et fon
tions équivalentes)Soit le développement limité d'ordre n en x0 de la fon
tion f ,
f(x) =

n
∑

k=0

ak(x − x0)
k + ◦((x − x0)

n).On note I = {k, ak 6= 0}- Si I = ∅, alors f est négligeable devant (x − x0)
n au voisinage de x0- Si I 6= ∅, alors on note m = inf(I) et on a

f(x) ∼
x0

am(x − x0)
m ⇔ f(x) = am(x − x0)

m + ◦((x − x0)
m).2.2 Continuité, dérivabilité et développements limitésPropriété 5 (Continuité)Si f admet un DL d'ordre 0 en x0, f(x) = a0 + ◦(1), alors f est 
ontinue (ou prolongeable par
ontinuité) en x0 et f(x0) = a0.Propriété 6 (Dérivabilité)Si f admet un DL d'ordre 1 en x0, f(x) = a0 + a1(x − x0) + ◦(x − x0), alors f (ou son prolonge-ment) est dérivable en x0 et f ′(x0) = a1.Remarque : Le fait que f admette un DL d'ordre n ≥ 2 en x0 n'implique pas que f soit deux foisdérivable en x0. Un 
ontre-exemple est donné au point x0 = 0 par l'appli
ation f : x 7→ x3sin(x−1).Propriété 7 (Taylor-Young)Si f est de 
lasse Cn sur I à valeurs dans R, et si x0 ∈ I, alors f admet un DL d'ordre n en x0,qui s'é
rit

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x − x0) +
f

′′

(x0)

2!
(x − x0)

2 + ... +
f (n)(x0)

n!
(x − x0)

n + ◦((x − x0)
n).2



f(x) =
n

∑

k=0

ak(x − x0)
k + ◦((x − x0)

n)ave
 ak =
f (k)(x0)

k!
pour 0 ≤ k ≤ n.Propriété 8 (Primitive)Si f admet un DL d'ordre n en 0 et si F est une primitive de f sur I, alors F admet un DL en 0d'ordre n + 1. De plus, si Pn est la partie régulière du DL de f , alors la partie régulière du DL de Fest la primitive de Pn qui prend la valeur F (0) en 0,

f(x) =
n

∑

k=0

akx
k + ◦(x)n ⇒ F (x) = F (0) +

n
∑

k=0

ak

k + 1
xk+1 + ◦(xn+1).2.3 Développements limités en +∞ ou −∞Soit f : I → R une appli
ation dé�nie au voisinage de +∞ (resp. −∞). Soit n un entier naturel.On dit que f admet un développement limité (en abrégé DL) d'ordre n en +∞ (resp. −∞) s'il existedes réels a0, a1, ..., an et une fon
tion ε tels que

∀x ∈ I, f(x) =
n

∑

k=0

ak

xk
+

ε(x)

xnet lim
x→+x0

ε(x) = 0 ave
 x0 = +∞ ou x0 = −∞Le DL peut en
ore s'é
rire f(x) =
n

∑

k=0

ak

xk
+ ◦( 1

xn
).3 Règles de 
al
ul3.1 Combinaison linéairePropriété 9Soit α ∈ R. Soient f et g deux fon
tions admettant un DL d'ordre n en 0.

f(x) =
n

∑

k=0

akx
k + ◦(xn) et g(x) =

n
∑

k=0

bkx
k + ◦(xn)- f + g admet un DL d'ordre n en 0 de la forme : (f + g)(x) =

n
∑

k=0

(ak + bk)x
k + ◦(xn)- α f admet un DL d'ordre n en 0 de la forme : f(x) =

n
∑

k=0

αakx
k + ◦(xn)3.2 Produit de DLPropriété 10Soient f et g deux fon
tions admettant un DL d'ordre n en 0.

f(x) =
n

∑

k=0

akx
k + ◦(xn) et g(x) =

n
∑

k=0

bkx
k + ◦(xn)

fg admet un DL d'ordre n en 0 de la forme :
(fg)(x) =

n
∑

k=0

ckx
k + ◦(xn) ave
 ck =

∑

i+j=k

aibj3



3.3 Composition de DLPropriété 11Soient f et g deux fon
tions admettant un DL d'ordre n en 0.
f(x) =

n
∑

k=0

akx
k + ◦(xn) et g(x) =

n
∑

k=0

bkx
k + ◦(xn).On note Pn la partie régulière de f et Qn la partie régulière de g.Si a0 = 0 alors g ◦ f admet un DL d'ordre n en 0 de partie régulière Rn obtenue en ne 
onservantdans Qn ◦ Pn que les mon�mes de degré p, (p ≤ n).

f(x) = Pn(x) + ◦(xn) = a1x + ... + anx
n + ◦(xn)et :

g(u) = Qn(u) + ◦(un) = b0 + b1u + ... + bnu
n + ◦(un)Le développement limité à l'ordre n de fk (1 ≤ k ≤ n) s'obtient en supprimant dans le polyn�me(a1x+ ...+anx

n)k les termes de degré stri
tement plus grand que n. Il su�t pour 
on
lure d'appliquerles propriétés 9) et 10) et de remarquer que ◦[(f(x))n] = ◦(xn) puisque a0 = 0.3.4 Inverse de DLPropriété 12Soit f une fon
tion admettant un DL d'ordre n en 0.
f(x) =

n
∑

k=0

akx
k + ◦(xn),telle que a0 6= 0. Alors 1

f
admet un DL d'ordre n en 0.Pour déterminer le DL de 1

f
, on é
rit

1

f(x)
=

1

a0(1 − g(x))
,où g(x) = − 1

a0

(a1x + a2x
2 + · · · + anx

n + ◦(xn)).On 
ompose ensuite le DL de g ave
 
elui de x 7→ 1

1 − x
.Exemple : Cal
uler le DL d'ordre 7 à l'origine de x 7→ 1

cos x
.On sait que cos x = 1 − x2

2!
+

x4

4!
− x6

6!
+ ◦(x7). On pose 1

cos (x)
=

1

1 − g(x)
, ave
 X = g(x) =

x2

2!
− x4

4!
+

x6

6!
+◦(x7). On utilise ensuite 1

1 − X
= 1+X+X2+X3+◦(X3). On a X2 =

x4

4
− x6

24
+◦(x7)et X3 =

x6

8
+ ◦(x7).On obtient �nalement : 1

cos x
= 1 +

1

2
x2 +

5

24
x4 +

61

720
x6 + ◦(x7).
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4 Équivalents usuels au voisinage de 0
ex − 1 ∼

0
x ln (1 + x) ∼

0
x sin x ∼

0
x sh x ∼

0
x

tan x ∼
0

x th x ∼
0

x ar
sin x ∼
0

x ar
tan x ∼
0

x

(1 + x)α − 1 ∼
0

αx,∀α ∈ R 1 − cos x ∼
0

x2

2
chx − 1 ∼

0

x2

25 Exemple de 
al
ul de limite
lim

x→+∞

(

1 +
1

x

)x

= lim
x→+∞

exp[x ln (1 + 1
x
)] or 1

x
→

x→0
0 don
 on a :

ln (1 +
1

x
) =

1

x
+ ◦( 1

x
)d'où

lim
x→+∞

(1 +
1

x
)x = lim

x→+∞
exp[x(

1

x
+ ◦( 1

x
))] = lim

x→+∞
exp[1 + ◦(1)] = e.6 Exemple sur les intégrales généraliséesOn note : I =

∫ +∞
1

3
√

t+1− 3
√

t√
t

dtOn pose f(t) =
3
√

t + 1 − 3
√

t√
t

.La fon
tion f est dé�nie et 
ontinue sur R
∗
+ don
 lo
alement intégrable sur [1, +∞[.Problème en +∞ : on utilise le théorème d'équivalen
e.On a :

3
√

t + 1 − 3
√

t√
t

=

3
√

t( 3

√

1 + 1
t
− 1)

√
tDe plus : 3

√

1 + 1
t
− 1 ∼

0

1

3t
.Don
 3

√
t( 3
√

1+ 1

t
−1)

√
t

∼
0

3
√

t( 3
√

1+ 1

t
−1)

√
t

⇔
3
√

t( 3
√

1+ 1

t
−1)

√
t

∼
0

1

3t
7
6

en 0.Don
, d'après le théorème d'équivalen
e I 
onverge.7 Développements limités usuels au voisinage de 0TAB. 1 - Développements limités usuels au voisinage de 0
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e
x = 1 +

x

1!
+

x
2

2!
+ . . . +

x
n

n!
+ ◦(xn)

ln (1 + x) = x − x
2

2
+

x
3

3
+ . . . + (−1)n−1 x

n

n
+ ◦(xn)

(1 + x)α = 1 + αx +
α(α − 1)

2!
x

2 + . . . +
α(α − 1) . . . (α − n + 1)

n!
x

n + ◦(xn)

cos x = 1 − x
2

2!
+

x
4

4!
+ . . . + (−1)n

x
2n

(2n)!
+ ◦(x2n+1)

chx = 1 +
x

2

2!
+

x
4

4!
+ . . . +

x
2n

(2n)!
+ ◦(x2n+1)

sin x = x − x
3

3!
+

x
5

5!
+ . . . + (−1)n

x
2n+1

(2n + 1)!
+ ◦(x2n+2)

shx = x +
x

3

3!
+

x
5

5!
+ . . . +

x
2n+1

(2n + 1)!
+ ◦(x2n+2)argthx = x +

x
3

3
+

x
5

5
+ . . . +

x
2n+1

2n + 1
+ ◦(x2n+2)ar
tanx = x − x

3

3
+

x
5

5
+ . . . + (−1)n

x
2n+1

2n + 1
+ ◦(x2n+2)

tan x = x +
x

3

3
+

2

15
x

5 +
17

315
x

7 + ◦(x8)thx = x − x
3

3
+

2

15
x

5 − 17

315
x

7 + ◦(x8)ar
sinx = x +
1

2

x
3

3
+

3

8

x
5

5
+ . . . +

1.3.5 . . . (2n − 1)

2nn!

x
2n+1

2n + 1
+ ◦(x2n+2)

arccos x =
π

2
− x − 1

2

x
3

3
− . . . − 1.3.5 . . . (2n − 1)

2nn!

x
2n+1

2n + 1
+ ◦(x2n+2)argshx = x − 1

2

x
3

3
+

1.3

2.4

x
5

5
+ . . . + (−1)n

1.3.5 . . . (2n − 1)

2.4.6 . . . 2n

x
2n+1

2n + 1
+ ◦(x2n+2)Tab. 1 � Développements limités usuels au voisinage de 06


