Ecole
Internationale
des Sciences

du Traitement
de I'Information

CPI2 - 2007-2008
GESTAS - Brice
GASTEUIL - Alexis

Développements limités, équivalences : application aux intégrales généralisées

1 Définition

Soient f : I — R une application et xg un réel appartenant a I ou une extrémité de /. On dit que
f admet un développement limité (en abrégé DL) polynomial & lordre n € N en zq s’il existe des
réels ag, aq, ..., a, et une fonction ¢ tels que :

Veel, f(x) = Zak(x —20)F + (. — z0)"e()

et lime(z) =0

T—T0

Remarque : Avec les notations ci-dessus, le DL de f peut aussi s’écrire

fla) =) an(e —z0)* + o((x — z0)")

k=0
2 Propriétés

Propriété 1 (Unicité du DL)
Soit f une application admettant un DL d’ordre n en zy de la forme

n

fla) =) an(e —z0)* + o((x — z0)")

k=0
Alors les coefficients ag, a, ..., a,, sont définis de facon unique.
Le polynéme

P,(x) = Zak(:c — x0)F

est appelé la partie principale (ou réguliére) du développement limité d’ordre n.
L’unicité du développement limité entraine la propriété suivante.

Propriété 2 (Parité)
Soit f une fonction définie sur un intervalle I de centre 0 admettant un DL d’ordre n en 0,



flz) = Zakask +o(x)"

- si f est paire, la partie principale est un polynome pair,
n

Zakxk = ag+ asx® + ... + agx® + .,avec 0 <2k <n
k=0
- si f est impaire, la partie principale est un polynéme impair,
n
Zakazk = a4 axd+ ..+ a2k+1x2k+1 +..,avec 1 <2k+1<n
k=0

2.1 Troncature de DL et fonctions équivalentes

Propriété 3 (Troncature d’un développement limité)
Supposons que f admette un DL d’ordre n en xy. Soit p un entier naturel tel que p < n. Alors f
admet un DL d’ordre p en xy obtenu par troncature, c’est-a-dire

f(x) = an(z —w0)* +o(w = 20)") = f(z) = Y arlx — 20)* + o((z — 20)")

k=0 k=0

Propriété 4 (DL et fonctions équivalentes)
Soit le développement limité d’ordre n en xy de la fonction f,

flz) = Zak(x —20)F +o((x — zo)").
k=0
On note I = {k,a; # 0}
- Si I =0, alors f est négligeable devant (x — 7)™ au voisinage de xg
- Si I # (), alors on note m = inf(I) et on a

f(@) ~ am (@ = wo)™ & f(2) = am(z — 20)™ + o((x — 2)™).

o

2.2 Continuité, dérivabilité et développements limités

Propriété 5 (Continuité)
Si f admet un DL d’ordre 0 en zg, f(z) = ap + o(1), alors f est continue (ou prolongeable par
continuité) en xg et f(xg) = ao.

Propriété 6 (Dérivabilité)
Si f admet un DL d’ordre 1 en zg, f(z) = ag + a1(x — x) + o(x — x¢), alors f (ou son prolonge-
ment) est dérivable en xq et f'(zq) = ay.

Remarque : Le fait que f admette un DL d’ordre n > 2 en xy n’implique pas que f soit deux fois
dérivable en zy. Un contre-exemple est donné au point xy = 0 par Papplication f : x +— x3sin(z™1).

Propriété 7 (Taylor-Young)
Si f est de classe C™ sur [ a valeurs dans R, et si xy € I, alors f admet un DL d’ordre n en z,
qui s’écrit




f(k) (z0)
k!

Propriété 8 (Primitive)

Si f admet un DL d’ordre n en 0 et si F' est une primitive de f sur I, alors F' admet un DL en 0
d’ordre n + 1. De plus, si P, est la partie réguliére du DL de f, alors la partie réguliére du DL de F
est la primitive de P, qui prend la valeur F'(0) en 0,

avec ap = pour 0 < k <n.

- k Uk b+l 4 o (pntl
:Zakx +o(z)" = F(x +Z +o(z"™).
pr k+1"

2.3 Développements limités en +0o0 ou —oo

Soit f : I — R une application définie au voisinage de +00o (resp. —oc0). Soit n un entier naturel.
On dit que f admet un développement limité (en abrégé DL) d’ordre n en 400 (resp. —o0) s’il existe
des réels ag, aq, ..., a, et une fonction ¢ tels que

Va:e[,f(x):i%+@

xrk rn
k=0
et lim e(x) =0 avec xy = +00 ou g = —00
x——+x0
n

s, . Q. 1
Le DL peut encore s’écrire f(x) = — +o(—)

x x

3 Reégles de calcul

3.1 Combinaison linéaire

Propriété 9
Soit a € R. Soient f et g deux fonctions admettant un DL d’ordre n en 0.
n

:Zakxk+o ) et g(x Zbkx + o(x
k=0
n

- f 4+ g admet un DL d’ordre n en 0 de la forme : (f + g)(x) = Z(ak + b)x" + o(z™)
k=0

- a f admet un DL d’ordre n en 0 de la forme : f(x Zaakx + o(z")

3.2 Produit de DL

Propriété 10
Soient f et g deux fonctions admettant un DL d’ordre n en 0.

f(:v)=Zakx +o(z") et g(x Zbkx +o(z

k=0
fg admet un DL d’ordre n en 0 de la forme :

E cprh + o(z") avec ¢ = 5 a;b;

i+j=k



3.3 Composition de DL

Propriété 11
Soient f et g deux fonctions admettant un DL d’ordre n en 0.

Zakx + o(z") et g(x Zbkx +o(x

On note P la partie réguliére de f et Q. la partie réguliére de g.
Siag = 0 alors go f admet un DL d’ordre n en 0 de partie réguliére R,, obtenue en ne conservant
dans @, o P, que les monomes de degré p, (p < n).

f(z) = Py(x) 4 o(z") = a1z + ... + apa™ + o(a™)

et :
g(u) = Qnu) + o(u™) = by + byu + ... + byu™ + o(u™)

Le développement limité a I'ordre n de f* (1 < k < n) s’obtient en supprimant dans le polynome
(a1 +...+a,z™)F les termes de degré strictement plus grand que n. Il suffit pour conclure d’appliquer
les propriétés 9) et 10) et de remarquer que o[(f(z))"] = o(z™) puisque ag = 0.

3.4 Inverse de DL

Propriété 12
Soit f une fonction admettant un DL d’ordre n en 0.

n

fl@) =" apa* +o(z"),

k=0

1
telle que ag # 0. Alors — admet un DL d’ordre n en 0.

f
1
Pour déterminer le DL de ?, on écrit
r 1
f(x)  ao(l—g(x))’

1
ou g(x) = —a—(alx + agr? + - - + a,z" + o(z")).

0

1

On compose ensuite le DL de g avec celui de x — .
—z

Exemple : Calculer le DL, d’ordre 7 & lorigine de = +— .
— cos T

On sait o ”6+()o ! X = g(a)
n sait que cosz = 1 — = + —~ — =~ 4 o(2"). On pose = avec X = g(z) =
q 21 4 6l POSE os ()  1—g(x)’ g
- m4+$6+ (7). On utilise ensuite 1+ X+ X2+ X%+0(X?3).Ona X? = i x6+ (z7)

— ——+ "= +o0o(z"). On utilise ensui = o .On ———
21 4l gi! 1-X 4 24

et X3:x—+o(:1:7)
On obtient finalement 1+12+5 ‘4 ol 6+ o(x")
n nt finalement : =1+ -2+ —a*+ ——=z z7).
CoS T 2 24 720



4 Equivalents usuels au voisinage de 0

ef -1~z In(l4+z)~zx sinx ~ z
0 0 0
tanx ~ x thz ~z arcsin © ~ o
0 0 0
22
(1+x)°‘—1~0zax,Va€R 1—cosx~0z?

5 Exemple de calcul de limite

1\= 1
lim (1+—) = lim explzIn(1+ 2)] or = — 0 donc on a:

T—+00 €x T—+00 xr z—0
1 1 1
In(l1+-)==+o(=~
n(1+ )= +o(:)

d’ou

sh z ~x
0

arctan x ~ x
0

IZ

chx—lmoJE

lim (14 l)gﬁ = lim exp[x(i + o(i))] = lim exp[l +o(1)] =e.

Tr——+00 €T Tr——400 T——400

6 Exemple sur les intégrales généralisées

On note : [ = 1+°° @zdt
Vit — Wt
On pose f(t) = +—\/_

Vit

La fonction f est définie et continue sur R donc localement intégrable sur [1, +oo].

Probléme en +o00 : on utilise le théoréeme d’équivalence.
On a:

Jiri-t V{41
-

X

1
De plus : ﬁ/l—i—%—l?g_
Vi/1+3-1)  YuR/1+1-1) - Yi(3/1+1-1)
o Vi

Vi 0 Vi

Donc

Donc, d’aprés le théoréme d’équivalence I converge.

7 Deéveloppements limités usuels au voisinage de 0

TAB. 1 - Développements limités usuels au voisinage de 0



e$:1+%+%+...+n—+o(mn)
ln(1+x)=x—%2+x—3+.. + ( 1)"_1%4—0(1:")
(1+x)(’=1—&-04:5—1—%1:2—1—...4—a(a_l)"ﬁ!(a_n"'l)xn_'_o(xn)
coszla;?+i+__,+(1)n(;2;;!+o(m2n+1)
chx1+z?+i+...+é:;!+o($2"+l)
Sinl’:xf%‘:+%'!5+.”+(i )n(zai:—*i)' + o(2202)
5hxw+§+§+...+(;::)!+o(x2”“)
argthz:z+%3+%5+m+ ;::11 +o(@t?)
arctanr = r — ? + %5 +o (=) 21“;”:11 T )

? 2 5 17 ¢ 8
tanxzx—kg—kﬁx —&-%x + o(x®)
thx:w*%‘SJrl%x‘r’—%x?Jro(xs)

arcsinx:x—k%%g—i—g?—&—... 1'3'5"2;1512!”_1) 37;7111+0(x2n+2)
arccos r = g —z— %%3 - = 1'3'5"2;512!”_ 1) ;in_:ll +o(22mt2)
argshx:x—1$—3+B£5+”.+(_1)n1-3-5~-.(2n—1) 22+l 4 o(at )

23 245 246...2n 2n+1

TaB. 1 — Développements limités usuels au voisinage de 0




