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haelTe
hniques de résolution d'équations di�érentiellesdu premier et se
ond ordre ave
 appli
ations à la physique
1 Équations di�érentielles linéaires d'ordre 11.1 Forme généraleSoient trois appli
ations a,b et c 
ontinues sur un intervalle J de R. Une équation di�érentielle linéaire d'ordre 1est de la forme :

(E) : a(x)y′ + b(x)y = c(x)On dé�nit l'équation homogène asso
iée à (E) par
(H) : a(x)y′ + b(x)y = 01.1.1 Propriété 1On 
onsidère l'équation (H) : a(x)y′ + b(x)y = 0 sur un intervalle I où l'appli
ation a ne s'annule pas. La solutiongénérale de (H) est donnée par :
y(x) = αe−B(x) , où� α est un s
alaire quel
onque� B est une primitive parti
ulière de x 7→ b(x)

a(x)
sur I.1.1.2 Exemple physiqueLa 
harge d'un 
ondensateur sans 
harge initiale, à l'aide d'un générateur def.e.m E est régie par l'équation (E) : Rdq

dt
+
q

c
= E, obtenue en appliquant laloi d'Ohm.Résoudre 
ette équation ave
 
ondition initiale (
ondensateur dé
hargé à t=0).Solution :

(H) : Ry′ +
1

C
y = 0 admet 
omme solution y0(t) = Ae−

t
RC , A ∈ R. On
her
he une solution parti
ulière de (E) du type 
onstant yp = K, K ∈ R. Onrempla
e dans (E), on obtient yp(t) = EC. Don
 la solution générale de (E) est

y(t) = Ae
−t
RC + EC.Ave
 la 
ondition initiale on a y(0) = E ⇒ y(t) = E(1 − C)e

−t
RC + ECAppli
ation ave
 R = 2Ω, E = 6V et C = 6µF ⇒ y(t) = 6(1 − 6.10−6)e

−t

1,2.10−5 + 3, 6.10−5.
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1.1.3 Propriété 2On 
onsidère l'équation (E) sur un intervalle I où l'appli
ation a ne s'annule pas. La solution générale de (E) surI où l'appli
ation a ne s'annule pas est donnée par
y(x) = (C(x) + α)e−B(x), où� α est un s
alaire quel
onque� B est une primitive parti
ulière de x 7→ b(x)

a(x)
sur I� C est une primitive parti
ulière de x 7→ c(x)

a(x)
eB(x) sur I.1.2 Problème de Cau
hyOn 
onsidère (E) : a(x)y′ + b(x)y = c(x) sur un intervalle J où l'appli
ation a ne s'annule pas. Soit x0 ∈ J etsoit t0 un élément quel
onque de R. Alors il existe une unique solution de (E) sur J satisfaisant la 
ondition initiale

y(x0) = t0. Trouver 
ette solution 
'est résoudre le problème de Cau
hy relatif à 
ette 
ondition initiale.1.3 Solutions parti
ulières usuelles1. Etant donnés α ∈ R et p un polyn�me de degré n > 0 (polyn�me non 
onstant), l'équation di�érentielle
y′ + αy = p(x)admet 
omme solution parti
ulière sur R� un polyn�me de degré n+ 1 si α = 0� un polyn�me de degré n si α 6= 02. Etant donnés α ∈ R, m ∈ R et p un polyn�me de degré n, l'équation

y′ + αy = emxp(x)admet une solution parti
ulière sur R de la forme y1(x) = emxq(x), où q est un polyn�me de degré n.1.4 Méthode de la variation de la 
onstanteOn 
onsidère les équations (H) : a(x)y′+b(x)y = 0 et (E) : a(x)y′+b(x)y = c(x) sur un intervalle I où l'appli
ation
a ne s'annule pas. Soit x 7→ y00(x) une solution non nulle de (H) sur I. On sait alors que la solution générale de (H)s'é
rit λy00 ave
 λ ∈ R. Pour résoudre 
omplétement (E) sur I, il su�t d'en 
onnaître une solution parti
ulière. On
her
he alors une telle solution sous la forme y1 : x 7→ λ(x)y0(x), où maintenant λ est une appli
ation dérivable sur Ià valeurs dans R (on fait varier la 
onstante).Exemple : Soit l'équation di�érentielle (E) : 2t(1 + t)y′ + (1 + t)y = 1. Démontrer que la solution de (E) sur
]0,+∞[ est : y(t) =

arctan(
√
t)√

t
+

α√
t
, α ∈ R.La solution de l'équation homogène asso
iée est : y0(t) =

α√
t
, ave
 α ∈ R.Une solution parti
ulière de (E) est : y1(t) =

α(t)√
t
. On dérive y1. On rempla
e dans (E) et on aboutit à

α′(t) =
1

2
√
t(1 + t)

dont une primitive est α(t) = arctan(
√
t). Don
 y1(t) =

arctan(
√
t)√

t
.Ainsi la solution générale de (E) est : y(t) =

α+ arctan(
√
t)√

t
, ave
 α ∈ R.1.5 MéthodologieSoit l'équation di�érentielle dé�nie par :

(E) : a(x)y′ + b(x)y = c(x)1. Dé�nir le domaine de dé�nition de (E)2. Résoudre l'équation homogène asso
iée : y03. Déterminer y1 une solution parti
ulière de (E)4. En déduire les solutions de (E) : y = y0 + y15. Eventuellement déterminer la 
onstante à l'aide de la 
ondition initiale.2



1.6 Équation de BernoulliUne équation de Bernoulli est de la forme y′ = a(x)y + b(x)yα, α ∈ R\{0, 1}.La résolution de 
e type d'équation est donnée sur :http ://fr.wikipedia.org/wiki/%C3%89quation_di�%C3%A9rentielle_de_Bernoulli1.7 Équation de Ri

atiUne équation de Ri

ati est de la forme y′ = a(x)y2 + b(x)y + c(x)La résolution de 
e type d'équation est donnée sur :http ://fr.wikipedia.org/wiki/%C3%89quation_de_Ri

ati2 Équations di�érentielles linéaires d'ordre 2 à 
oe�
ients 
onstantsSoient a,b et c trois éléments de K = R ou C ave
 a 6= 0. Soit d une appli
ation 
ontinue sur un intervalle J de R.Dans 
e paragraphe l'équation di�érentielle est de la forme :
(E) : ay′′ + by′ + cy = d(x)On dé�nit l'équation homogène asso
iée à (E) par
(H) : ay′′ + by′ + cy = 0Soit t ∈ K, alors l'appli
ation y : x 7→ etx est solution de (H) si et seulement si at2 + bt+ c = 0.L'équation at2 + bt+ c = 0 est appelée équation 
ara
téristique de (H) et (E).2.1 Solution générale de l'équation (H)2.1.1 Solution générale dans le 
as 
omplexeOn note (C) l'équation 
ara
téristique et ∆ = b2 − 4ac son dis
riminant.� si ∆ 6= 0, l'équation (C) admet deux ra
ines 
omplexes distin
tes z1 et z2. La solution générale de (H) sur R (àvaleurs dans C) s'é
rit

y0(x) = αez1x + βez2x, ave
 (α, β) ∈ C
2� si ∆ = 0 l'équation (C) admet une ra
ine double z dans C. La solution générale de (H) sur R (à valeurs dans

C) s'é
rit
y0(x) = (α+ βx)ezx, ave
 (α, β) ∈ C

22.1.2 Solution générale dans le 
as réelOn note (C) l'équation 
ara
téristique et ∆ = b2 − 4ac son dis
riminant.� si ∆ > 0, l'équation (C) admet deux ra
ines réelles distin
tes r1 et r2. La solution générale de (H) sur R s'é
rit
y0(x) = αer1x + βer2x, ave
 (α, β) ∈ R

2� si ∆ = 0, l'équation (C) admet une ra
ine double r dans R. La solution générale de (H) sur R s'é
rit
y0(x) = (α+ βx)erx, ave
 (α, β) ∈ R

2� si ∆ < 0, l'équation (C) admet deux ra
ines 
omplexes 
onjuguées r et r̄. Notons le 
omplexe r sous sa formealgébrique r = u+ iv, ave
 u ∈ R et v ∈ R
∗. La solution générale de (H) sur R s'é
rit

y0(x) = eux(αcos(vx) + βsin(vx)), ave
 (α, β) ∈ R
22.2 Propriété 3 : solution générale de (E)L'équation di�érentielle de (E) : ay′′ + by′ + cy = d(x) admet des solutions sur R. La solution générale de (E)s'é
rit y = y0 + y1 ave
 y0 la solution de l'équation homogène asso
iée et y1 une solution parti
ulière de (E).2.3 Propriété 4 : problème de Cau
hySoient x0 ∈ R, t0 ∈ K, m ∈ K. Il existe une unique solution de (E) véri�ant les 
onditions initiales y(x0) = t0 et

y′(x0) = m. 3
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2.4 Solutions parti
ulières usuellesSoit (C) : at2 + bt+ c = 0 l'équation 
ara
téristique de (E) : ay′′ + by′ + cy = d(x) (a 6= 0). On note d(x) le se
ondmembre.Cas 1 : si d(x) = P (x) ave
 d◦(P ) = n, alors on 
her
he y1 une solution parti
ulière de (E) sous la forme :� si c 6= 0, d'un polyn�me de degré n� si c = 0, d'un polyn�me de degré n+ 1� si b = c = 0, d'un polyn�me de degré n+ 2Cas 2 : si d(x) = ekxP (x) ave
 d◦(P ) = n, alors on 
her
he y1 une solution parti
ulière (E) sous la forme :� si k n'est pas ra
ine de (C ), y1(x) = ekxQ(x), ave
 d◦(Q) = n� si k est ra
ine simple de (C ), y1(x) = ekxQ(x), ave
 d◦(Q) = n+ 1� si k est ra
ine double de (C ), y1(x) = ekxQ(x), ave
 d◦(Q) = n+ 2Cas 3 : si d(x) = P (x) cos(kx) +Q(x) sin(kx), alors on 
her
he y1 une solution parti
ulière (E) sous la forme :� si ik n'est pas ra
ine de (C ), y1(x) = U(x) cos(kx) + V (x) sin(kx), ave
 U et V deux polyn�mes et
max(d◦(U), d◦(V )) = max(d◦(P ), d◦(Q))� si ik est ra
ine de (C ), y1(x) = U(x) cos(kx) + V (x) sin(kx), ave
 U et V deux polyn�mes et
max(d◦(U), d◦(V )) = 1 +max(d◦(P ), d◦(Q))Cas 4 : si d(x) = (P (x) cos(kx) +Q(x) sin(kx)) emx alors on se ramène au 
as 3 en posant y = emxz.2.5 Méthode de la variation de la 
onstanteSoit l'équation di�érentielle (E ) : ay′′ + by′ + cy = d(x) ave
 a 6= 0. La solution générale de son équation homogène(H ) est de la forme y0(x) = αφ(x) + βψ(x). On 
her
he alors y1 une solution parti
ulière de (E ) sous la forme :

y1(x) = α(x)φ(x) + β(x)ψ(x),où φ et ψ sont dérivables sur R véri�ant :
y′1(x) = α(x)φ′(x) + β(x)ψ′(x).2.5.1 Exemple mathématiqueSoit l'équation di�érentielle de (E ) suivante, dé�nie sur ]0,+∞[ :

y′′ + 3y′ + 2y =
t− 1

t2
e−tSolution de l'équation sans se
ond membre : La résolution de l'équation sans se
ond membre nous donne :

y0(t) = λ1e
−t + λ2e

−2t, ave
 (λ1, λ2) ∈ R
2.On 
her
he don
 une solution parti
ulière y1 véri�ant :







y1(t) = λ1(t)e
−t + λ2(t)e

−2t

y′1(t) = −λ1(t)e
−t − 2λ2(t)e

−2t

y′′1 (t) = −λ′1(t)e−t + λ1(t)e
−t − 2λ′2(t)e

−2t + 4λ2(t)e
−2tOn rempla
e alors y′′1 , y′1 et y1 dans (E ) et on obtient :

{

−λ′1(t)e−t − 2λ′2(t)e
−2t =

t− 1

t2
e−t

λ′1(t)e
−t + λ′2(t)e

−2t = 0Nous avons don
 :










λ′2(t) =
1 − t

t2
et

λ′1(t) =
t− 1

t2

⇒











λ2(t) = −e
t

t

λ1(t) = ln t+
1

tSolution parti
ulière : Une solution parti
ulière de l'équation (E ) : y(t) = e−t ln t.Solutions de l'équation : Les solutions sont don
 de la forme (λ1 ∈ R et λ2 ∈ R) :
y(t) = e−t ln t+ λ1e

−t + λ2e
−2t4



3 Équations di�érentielles non linéaires à variables séparables d'ordre 1On appelle équation di�érentielle non linéaire à variables séparables d'ordre 1 toute relation de la forme : Φ(x, y, y′) =
0 liant une fon
tion in
onnue y de la variable x et sa dérivée première y′.Une équation di�érentielle, du premier ordre Φ(x, y, y′) = 0, à variables séparables peut se mettre sous la forme
y′ =

dy

dx
=
f(x)

g(y)
qui peut s'é
rire sous une forme plus symétrique : y′g(y) = h(x).Résolution :Si G et H sont des primitives des fon
tions g et h, alors par intégration de 
haque membre : ∫

g(y)dy =
∫

h(x)dx onobtient l'équation 
artésienne des 
ourbes intégrales G(y) = H(x) + C, C ∈ R.Remarque : Il n'est pas toujours possible d'expli
iter y en fon
tion de x.Exemple : Soit (E) : y′ − 2xe−y = 0 ⇔ y′ey = 2x. On obtient ey = x2 + C, C ∈ R.Solution générale de (E) : y(x) = ln(x2 + C), C ∈ R.
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