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tions à deux variables réélles
1 Dérivation1.1 LimiteDans 
e do
ument, on 
onsidère des fon
tions dé�nies sur une partie A de R

2, à valeurs réelles :
f : R

2 → R

(x1, x2) 7→ f(x1, x2)On dit que f admet l (∈ R) pour limite en a ∈ R
2 si et seulement si :

∀ǫ > 0,∃η > 0,∀x ∈ A, (||x − a||) < η ⇒ |f(x) − l| < ǫOn dit que f admet +∞ pour limite en a ∈ R
2 si et seulement si :

∀A ∈ R,∃η > 0,∀x ∈ A, (‖x − a‖) < η ⇒ f(x) > A1.2 Dérivées partiellesSoit f une fon
tion dé�nie d'un ouvert de R
2 dans R. On dit que f admet une dérivée première par rapport à x en(x, y) si la dérivée de la fon
tion

fy : R → R

x 7→ f(x, y)existe en x. On note
∂f

∂x
: R

2 → R

(x, y) 7→ f
′

y(x, y)Pour 
al
uler ∂f

∂x
, on dérive f par rapport à la variable x en 
onsidérant y 
omme un nombre 
onstant.On pro
ède de la même façon pour la dérivée première par rapport à y en (x,y).Si 
haque dérivée partielle est 
ontinue, on dit que f est de 
lasse C1 et on obtient la di�érentielle totale :

df =
∂f

∂x
(x, y)dx +

∂f

∂y
(x, y)dy.1.3 CompositionSoient I un intervalle de R, u et v des fon
tions de U dans R.On note

g : I → R

t 7→ f(u(t), v(t))Si { u et v sont de classe C1 sur I

f est de classe C1 sur U
, alors g est de 
lasse C1 sur I et :

∀t ∈ I, g
′

(t) =
∂f

∂x
(u(t), v(t)) × u

′

(t) +
∂f

∂y
(u(t), v(t)) × v

′

(t)1



1.4 Dé�nition du gradientSoient U un ouvert de R
2. Si f est de 
lasse C1 sur U , on appelle gradient de f, et on note −−→

grad f l'appli
ation :
−−→
gradf : U → R

2

(x, y) 7→ (
∂f

∂x
(x, y),

∂f

∂y
(x, y))1.5 Développement limitéSoit U un ouvert de R

2, f : U → R une appli
ation de 
lasse C1 sur U , a = (α, β) ∈ U .Notons U0 = {(h, k) ∈ R
2; (α + h, β + k) ∈ U}On dit que f admet un développement limité à l'ordre 1 en a si, et seulement si il existe une appli
ation ǫ : U0 → Rtelle que :











∀(h, k) ∈ U0, f(α + h, β + k) = f(a) + h
∂f

∂x
(a) + k

∂f

∂y
(a) + ‖(h, k)‖ǫ(h, k)

ǫ(h, k) −→
(h,k)→(0,0)

01.6 Ja
obienDé�nition : Soient U un ouvert de R
2, a ∈ U, f : U 7→ R

m, ave
 m ∈ N, de 
lasse C1 sur U. On apelle matri
eja
obienne de f en a et on note Jf (a) la matri
e de daf relativement aux bases 
anoniques de R
2 et R

m. Si l'on note
f1, . . . , f2 sont les 
omposantes de f : ∀x ∈ U f(x) = (f1(x), . . . , f2(x)) ∈ R

2.

Jf (a) =













∂f1

∂x
(a)

∂f1

∂y
(a)... ...

∂fm

∂x
(a)

∂fm

∂y
(a)













∈ M2,m(R)Dé�nition : Si m = 2, on appelle (déterminant) ja
obien de f en a le déterminant de la matri
e ja
obienne de fen a.2 Intégration2.1 Dé�nitionSoit R = [a, b] × [c, d] un re
tangle du plan et f une fon
tion 
ontinue sur R, à valeurs réelles. On dé�nit :
∫∫

R

f(x, y)dxdy =

∫ b

a

(

∫ d

c

f(x, y)dy

)

dxOn admettra le théorème de Fubini qui énon
e que le r�le des deux variables est symétrique, 
'est-à-dire que l'onpeut é
rire :
∫∫

R

f(x, y)dxdy =

∫ d

c

(

∫ b

a

f(x, y)dx

)

dy2.2 Changement de variablesSoient U, V deux ouverts de R
2, φ : U → V un C1-di�éomorphisme, ∆ une partie quarrable de R

2 in
luse dans U ,
f : φ(∆) → R une appli
ation 
ontinue. Alors :� φ(∆) est quarrable� ∫∫

φ(∆)
f(x, y)dxdy =

∫∫

∆
f(φ(u, v))|det(Jφ(u, v))|dudvPlus parti
ulièrement, on peut e�e
tuer un 
hangement de variables en 
oordonnées polaires : { x = r cos θ

y = r sin θ
alors

∫∫

D

f(x, y)dxdy =

∫∫

∆

f(r cos θ, r sin θ)rdrdθ ou ∆ = {(r, θ)|(r cos θ, r sin θ) ∈ D}
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2.3 Formule de Green-RiemannSoient C une 
ourbe plane simple, D le domaine du plan délimité par C et Pdx + Qdy une forme di�érentielle de
lasse C1 sur le domaine D alors :
∫∫

D

(

∂Q

∂x
−

∂P

∂y

)

dx.dy =

∫

C

Pdx + Qdy
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Annexes� Dé�nition d'un C1-di�éomorphisme : Une fon
tion f est un C1-di�éomorphisme si f est bije
tive et si f et f−1sont de 
lasse C1� Dé�nition d'une partie quarrable : On dit que la partie D quarrable si la fon
tion 
onstante égale à 1 est intégrablesur D et l intégrale sur D de 
ette fon
tion est par dé�nition l aire de D.
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