
CPI2 - 2007-2008de CARVILLE LouisMARQUES GwenaëlNumération en base et étude de suites adja
entesDéveloppement d'un nombre entier en base p ∈ N
∗Le développement en base p de tout nombre entier n s'obtien de la façon suivante :On pro
éde par divisions su

essives. On divise le nombre n par la base, et ainside suite jusqu'à avoir un quotient nul. La suite des restes obtenus 
orrespond aus
hi�res dans la base.Exemple : Convertissons (44)10 vers la base 2.

44 = 22 × 2 + 0 ⇒ b0 = 0

22 = 11 × 2 + 0 ⇒ b1 = 0

11 = 5 × 2 + 1 ⇒ b2 = 1

5 = 2 × 2 + 1 ⇒ b3 = 1

2 = 1 × 2 + 0 ⇒ b4 = 0

1 = 0 × 2 + 1 ⇒ b0 = 1Don
 (44)10 = (101100)2.Développement d'un nombreréel en base p ∈ N
∗Soit p > 1 et x un réel quel
onque. On pose x < p.On dé�ni alor une suite de rationnels :

D0 = [x], D1 = p−1[px], Dn = p−n[pnx],∀n ≥ 0.A partir de ka suite (Dn), on dé�nit une nouvelle suite de rationnels par,
∀n ≥ 0, En = Dn + p−n.Propriété 17Pour tout n ≥ 0, on a Dn ≤ x ≥ En. De plus la suite (Dn) est 
roissante et (En)est dé
roissante et leur limite 
ommune st x.La suite (Dn) est la suite des approximations en base p de x par défaut.La suite (En) est la suite des approximations en base p de x par ex
ès.1



Exemple : Développement dé
imal de √
2

p = 10 et x =
√

2
D0 = [

√
2] = 1 E0 = D0 + 1 = 2

D1 = 10−1[10
√

2] = 1.4 E1 = D1 + 10−1 = 1.5
D2 = 10−2[102

√
2] = 1.41 ... E2 = D2 + 10−2 = 1.42 ...Si l'on représente les entiers (ej)0≤j≤p−1 tels que 0 ≤ u ≤ p − 1 par des sym-boles parti
uliers, on é
rit le développement en base p de x par

x = br...b0, a1...anoù br...b0 est le développement en base p de D0 é
rit ave
 les symboles ej 
hoisis,et an est le symbole qui 
orrespond à un = pn(Dn − Dn−1).Exemple : Développement binaire de √
2

D0 = [
√

2] = 1 u1 = 2(D1 − D0) = 0
D1 = 2−1[2

√
2] = 5/4 u2 = 4(D2 − D1) = 1

D2 = 2−2[22
√

2] = 11/8 ... u3 = 8(D3 − D2 = 1 ...Don
 en base 2, √2 s'é
rit 1.011...E
riture en base bPropriété 3Tout entier n ≥ 1 s'é
rit de manière unique sous la forme
n = cpb

p + cp−1b
p−1+...+c1b + c0 =

∑p

k=0 ckb
kave
 p ∈ N, ck ∈{0,...,p} et cp 6= 0.On note alors n = cpcp−1...c0

(b)Exemple : L'entier n = 2001 en numérisation dé
imale s'é
rit n = 111110100012en numérisation binaire (b = 2).Si n = cpcp−1...c0
(b), alors c0 est le reste dans la division eu
lidienne de n parla base b, et q = cpcp−1...c1

(b) est le quotient de 
ette division.Si n = cpcp−1...c0
(b) et pour 1 ≤ m ≤ p, les entiers cpcp−1...cm

(b) et cmcm−1...c0
(b)représentent respe
tivement le quotient et le reste dans la division de n par bnComparaison de deux nombre é
rits en base bSoient n = cpcp−1...c0

(b) et n = dpcd−1...d0
(b) ave
 cp 6= 0 et dp 6= 0. Si p<q (resp.q>p) alors n<m (resp. n>m). Si p=q, alors on 
ompare les 
hi�res de même randen 
ommençant par le rang le plus élevé : Si cp < dp (resp. cp > dp) alors n<m(resp. n>m), sinon, si cp−1 < dp−1 (resp. cp−1 > dp−1) alors n<m (resp. n>m), et
.Exemple : On a n = 7d1(16) < m = 7E1(16) (n=2001 et m=2017)Somme de deux nombre é
rits en base bSoient x et y deux entiers naturels non nuls. Quitte à ajouter des 
hi�res 0, onpeut supposer que les é
ritures en base b de x et y sont de même longueur.2



Si x =
∑p

k=0 xkb
k et y =

∑p

k=0 ykb
k, on a z = x + y =

∑p

k=0 (xk + yk)b
kDans 
ette é
riture, les entiers xk +yk sont 
ompris entre 0 et 0b-2. Ils peuventêtre supérieurs à b-1 et ne représentent don
 pas en général les 
hi�res zk dansl'é
riture de z en base b. Pour obtenir 
ette représentation, il faut utiliser et re-porter une retenue de l 
haque fois que la sommme intermédiaire (xk +yk) obtenueest supérieure ou égale à b. Exemple : Soient x = 3721(8) et y = 1067(8). On a

x + y = 5010(8)Produit de deux nombres é
rits en base b Le produit de n = cpcp−1...c0
(b)par la base b s'é
rit cpcp−1...c0

(b). Plus généralement, le produit par bm s'obtienten ajoutant m fois le 
hi�re O à la droite de la représentation de n. Soient x et ydeux entiers naturels non nuls.Si x =
∑p

j=0 xjb
j et y =

∑q

k=0 ykb
k, où xp 6= 0 et yp 6= 0, alors l produit peutd'é
rire,

z = xt = (
∑p

j=0 xjb
j)×y =

∑p

j=0 xjb
jy =

∑p

j=0 xjb
j
∑q

k=0 ykb
k =

∑p

j=0

∑q

k=0 xjykb
j+k.Notons tj =

∑q

k=0 xjykb
j+k le produit de y par xjb

j . Cette formule ressemble àuneé
riture en base b du type tj = (xjyq)...(xjy0)O...O(b). En fait, il n'en est pasexa
tement ainsi 
ar les produitj xjyk peuvent atteindre et dépasser la valeur b.Le 
al
ul des 
hi�res de tj s'e�e
tue en utilisant une retenue r. Contrairement àl'opération d'addition, où r ne pouvait prendre que les valeurs O et l, la retenuepeut prendre i
i toutes les valeurs 
omprises entre O et b-l, 
'est-à-dire être un
hi�re quel
onque dhns la base de numération b. El e�et, le produit de deux entiersa, b appartenant à O,...,b-l, s'il est a�e
té d'une retenue r de O,...,b-l, 
onduit à unrésultat inférieur ou égal à (b−l)2+r don
 inférieur à b(b-l). Modulo b (
'est-à-direun rang dans l'é
riture), 
e résultat produit à son tour une retenue inférieure ouégale à b-l.Exemple : Soient x = ¯3721
(8) et y = 17(8). On a

Exponentiation rapide Soient a et n deux entiers naturels non nuls. Pour
al
uler an, il est ine�
a
e d'e�e
tuer le produit de n exemplaires de a, 
ar onpeut obtenir le même résultat ave
 beau
oup moins d'opérations en utilisant lareprésentation de l'exposant n en base 2.Posons n = cpcp−1...c0
(2) =

∑p

k=0 bk2
k ave
bk = Ooubk = l pour tout k ∈

O, ..., p. Soit S k=n l'ensemble des k ∈ (0, ..., p) tels que bk = l. On a alors n =∑
k∈S 2k et on en déduit an =

∏
k∈S a2k . Il su�t don
 de 
al
uler les uk = a2k .3



Or uo = a et pour tout k>O, uk+1 = (uk)
2. On 
al
ule don
 les uk,k ∈ S, pardes élévations au 
arré su

essives. Ce 
al
ul né
essite don
 p opérations. Il resteenuite au plus p+l nouvelle multipli
ations pour obtenir an.De plus, d'après l'é
riture de n en base 2, on a 2p ≤ n ≤ 2p+1, d'où p ≤ ln n

ln 2
<

p + 1.Finalement, le 
al
ul de an né
essite au plus 2p+1 opérations où p est la partieentière de ln n
ln 2

, 
ontre n-l opérations si on pro
ède de façon ré
ursive.Suites adja
entesLe théorème des suites adja
entes 
on
erne les suites réelles et pré
ise que deuxsuites adja
entes 
onvergent vers la même limite.Dé�nition :les suites (an) et (bn) sont dites adja
entes si l'une des suites est 
roissante (ausens large), l'autre suite dé
roissante au sens large et si la di�éren
e des deux tendvers 0.On supposera par la suite que (an) est 
roissante et (bn) est dé
roissante.On trouve souvent la 
ondition supplémentaire : pour tout entier n, an ≤
bn. Cette 
ondition permet de mieux visualiser 
e que représentent deux suitesadja
entes, elle n'est 
ependant qu'une 
onséquen
e des deux autres 
onditions.si (an) est 
roissante et (bn) dé
roissante alors (bn an) est dé
roissante. Si lasuite (bn an) est dé
roissante et 
onverge vers 0 alors (bn an) est une suite à termespositifs. Don
, pour tout n,bn − an ≥ 0 don
bn ≥ an.Le théorème des suites adja
entes stipule que , dans 
es 
onditions, les suites
onvergent vers le même réel ℓ et que, pour tout entier n,an ≤ ℓ ≤ bn.
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