
CPI2 - 2007-2008Bernard - PaulRanisavljevi
 - ElisabethSéries entières et résolution d'équations di�érentiellesà l'aide des séries entières : appli
ations à la physique.
1 Séries EntièresL'utilité des séries entières est de résoudre des équations di�érentielles à l'aide de 
elles-
i, si 
ela est possible.1.1 Notion de série entièreDé�nition : On appelle série entière toute série d'appli
ations ∑

n≥0

(fn : C → C) telle qu'il existe une suite 
omplexe
(an)n∈N telle que :

∀n ∈ N ∀z ∈ C fn(z) = anznSoit une appli
ation f , on 
her
he une série entière ∑

n≥0

anzn telle que f(z) =
∑

n≥0

anzn, ave
 z ∈ C, sous réservede 
onvergen
e.1.2 Rayon de 
onvergen
eProposition (Lemme d'Abel) : Soient ∑

n≥0

anzn une série entière, (z, Z) ∈ C2 tels que |z| < |Z|. Si la suite (anZn)n∈Nest bornée alors la série ∑

n≥0

anzn est absolument 
onvergente.Théorème : Soit ∑

n≥0

anzn une série entière. ∃!R ∈ R+ tel que :
∀z ∈ C







|z| < R ⇒
∑

n≥0

anzn converge absolument

|z| > R ⇒ (anzn)n∈N n′est pas bornéeCet élément R ∈ R+ s'appelle le rayon de 
onvergen
e de la série entière ∑

n≥0

anzn.
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Dé�nition : Soient ∑

n≥0

anzn une série entière et R son rayon de 
onvergen
e. On appelle somme de la série entière
∑

n≥0

anzn l'appli
ation S : z ∈ C; |z| < R → C dé�nie par :
S(z) =

+∞
∑

n=0

anzn1.3 Règle de d'AlembertProposition : Soit ∑

n≥0

anzn une série entière. S'il existe N ∈ N tel que :






∀n ≥ N an 6= 0
(

∣

∣

∣

∣

an+1

an

∣

∣

∣

∣

)

n≥N

admet une limite l dans R+alors le rayon de 
onvergen
e R de ∑

n≥0

anzn est :
R =

1

l1.4 Règle de Cau
hyProposition : Soit (an)n∈N une suite de nombres réels non nuls tels que :
lim

n→+∞

n

√

|an| = l

R désigne le rayon de 
onvergen
e de (an)n∈N. Alors :
{

si l = 0 R = +∞
si l 6= 0 R =

1

lRemarque : Attention à l'appli
ation de 
es règles dans le 
as où anzn dépend de la parité de n.1.5 Opérations sur les séries entières1.5.1 Stru
ture ve
torielleLes séries entières, ainsi que leurs rayons et leurs sommes, sont stables par le produit par un s
alaire non nul, etpar la somme.Attention : Le rayon de la somme de deux séries entières est supérieur ou égal au minimum des rayons de 
haquesérie.1.5.2 DérivationDé�nition : On appelle série entière dérivée d'une série entière ∑

n≥0

anzn, la série entière ∑

n≥1

nanzn−1 ou en
ore
∑

n≥0

(n + 1)an+1z
n.Proposition : La série entière dérivée d'une série entière a le même rayon de 
onvergen
e que 
elle-
i.2



1.6 Développement en série entièreDé�nition : 1) Soit V ∈ VC(0)1, f ∈ CV . On dit que f est développable en série entière 
entrée en 0 (en abrégédSE(0)) si et seulement s'il existe une série entière ∑

n≥0

anzn de rayon de 
onvergen
e noté R et U ∈ VC(0) tels que :










R > 0

∀z ∈ U ∩ V ∩] − R, R[ f(z) =

+∞
∑

n=0

anzn2) Soient z0 ∈ C, V ∈ VC(z0), f ∈ CV . On dit que f est développable en série entière 
entrée en z0 (en abrégédSE(z0)) si et seulement s'il existe une série entière ∑

n≥0

anzn de rayon de 
onvergen
e noté R et U ∈ VC(z0) tels que :










R > 0

∀z ∈ U ∩ V ∩]z0 − R, z0 + R[ f(z) =

+∞
∑

n=0

an(z − z0)
nProposition : (Uni
ité du développement en série entière) : Soit V ∈ VC(z0), f ∈ CV , dSE(z0) , ∑

n≥0

anzn une sérieentière de rayon de 
onvergen
e R > 0 et U ∈ VC(z0) tels que :
∀z ∈ U ∩ V ∩]z0 − R, z0 + R[ f(z) =

+∞
∑

n=0

an(z − z0)
nAlors f est de 
lasse C∞ sur U ∩ V ∩]z0 − R, z0 + R[ et

∀n ∈ N an =
f (n)(z0)

n!1.7 Développements en série entière usuelsVoir Tab.1 - Tableau des dSE(0) usuels.2 Résolution d'équation di�érentielleNous allons illustrer la résolution par une appli
ation à la physique.Énon
é :Cet exer
i
e introduit les os
illations éle
triques libresamorties et non amorties d'un dip�le RLC.Une première appro
he du phénomène est réalisée enobservant sur l'é
ran d'un os
illos
ope à mémoire la ten-sion uAB(t) aux bornes du 
ondensateur que l'on "dé-
harge" dans une portion de 
ir
uit R, L selon le montage
i-
ontre.En faisant varier R, on observe les di�érentes alluresdu graphe de la tension uAB(t). On mesure la pseudo-période des os
illations obtenues pour de faibles valeursde R.1Disque 
entré en 0 3



On établit l'équation di�érentielle :
(E) :

d2

dt2
uAB +

R

L

d

dt
uAB +

1

LC
uAB = 0On 
her
he la solution de la forme : uAB(t) =

∑

n≥0

antnOn a :


































uAB(t) =
∑

n≥0

antn

d

dt
uAB(t) =

∑

n≥1

nantn−1

d2

dt2
uAB(t) =

∑

n≥2

(n − 1)nantn−2Établissons une relation de ré
urren
e sur les an :
(E) : ⇔

∑

n≥2

(n − 1)nantn−2 +
R

L

∑

n≥1

nantn−1 +
1

LC

∑

n≥0

antn = 0

⇔
∑

n≥0

(n + 2)(n + 1)an+2t
n +

R

L

∑

n≥0

(n + 1)an+1t
n +

1

LC

∑

n≥0

antn = 0

⇔
∑

n≥0

tn
[

(n + 2)(n + 1)an+2 +
R

L
(n + 1)an+1 +

1

LC
an

]

= 0

⇔ (n + 2)(n + 1)an+2 +
R

L
(n + 1)an+1 +

1

LC
an = 0 car t > 0Plaçons-nous dans le 
as où l'amortissement est nul 
'est-à-dire : R

L
= 0.On suppose que la tension uAB est nulle à t = 0, 
e qui implique que a0 = 0.

⇒ an+2 = − 1

LC

1

(n + 2)(n + 1)
an

an ⇒















a2p =

( −1

LC

)p
1

(2p)!
a0

a2p+1 =

( −1

LC

)p
1

(2p + 1)!
a1Puisque a0 = 0, alors a2p = 0 et an = a2p+1.D'où :

uAB(t) =
∑

p≥0

(−1)p

(LC)p(2p + 1)!
t2p+1a1

=
∑

p≥0

√
LC(−1)p

(
√

LC)2p+1(2p + 1)!
t2p+1a1

=
√

LC a1

∑

p≥0

(−1)p

(

t√
LC

)2p+1

(2p + 1)!

=
√

LC a1 sin

(

t√
LC

)On arrive don
 à des os
illations non amorties.
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Formule Rayon Domaine de validité
ez =

+∞
∑

k=0

zk

k!
∞ R

ch(z) =
+∞
∑

k=0

z2k

(2k)!
∞ R

sh(z) =

+∞
∑

k=0

z2k+1

(2k + 1)!
∞ R

cos(z) =

+∞
∑

k=0

(−1)kz2k

(2k)!
∞ R

sin(z) =

+∞
∑

k=0

(−1)kz2k+1

(2k + 1)!
∞ R

(1 + z)α = 1 +

+∞
∑

k=1

α(α − 1)...(α − k + 1)

k!
zk 1 ou ∞ si α ∈ N ] − 1, 1[ ou R si α ∈ N

1

1 + z
=

+∞
∑

k=0

(−1)kzk 1 ] − 1, 1[

1

1 − z
=

+∞
∑

k=0

zk 1 ] − 1, 1[

ln(1 + z) =

+∞
∑

k=1

(−1)k+1

k
zk 1 ] − 1, 1]

−ln(1 − z) =

+∞
∑

k=1

zk

k
1 [−1, 1[

arctan(z) =
+∞
∑

k=0

(−1)kz2k+1

2k + 1
1 [−1, 1]

argth(z) =

+∞
∑

k=0

z2k+1

2k + 1
1 ] − 1, 1[

arcsin(z) =
+∞
∑

k=0

(2k)!

(2kk!)2
z2k+1

(2k + 1)
1 [−1, 1]

argsh(z) =

+∞
∑

k=0

(−1)k(2k)!

(2kk!)2
z2k+1

(2k + 1)
1 [−1, 1]Tab. 1 � Tableau des dSE(0) usuels
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