EISTI CPI12 2007/2008
PROBABILITES

Série 2

Variables aléatoires

Exercice 1
On jette trois pieces de monnaie équilibrées efumpose qu’aucune d’entre elles ne tombe
sur la tranche. On désigne par X la variable aleatmmptant le nombre de cotés « pile »
obtenus.

1) Déterminer la loi de probabilité de X.

2) Déterminer sa fonction de répartitié) puis la représenter graphiquement.

Exercice 2
La fonction de répartitio, d’'une variable aléatoire Y est donnée par :

0 siy<O0

y .
= s O<syx1l
5 y

FY(y)= % silsy<?2
11 Si 2<y<3
12

1siy=>3

1) Representer graphiquemert .
2) Calculer:

Exercice 3

Soient X une variable aléatoire et Y = 5X + 3, tnamsformation linéaire de X.
1) Exprimer la fonction de répartition de Y en foan de celle de X.
2) Exprimer E(Y) et V(Y) en fonction de E(X) et &éX).
3) Calculer la covariance de X et Y ainsi que laarece de Y — X.
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Exercice 4

Soit f la fonction définie suR par : f(x) =

1)
2)
3)
4)
5)

0 si xO]-,0]0]3+0f
g si x0]og]

% si x0]12]

37X i w02
2

Vérifier que f peut étre la fonction de densi&probabilité d’'une variable aléatoire X.
Tracer la représentation graphique de f.

Déduire de la représentation graphique de f faresde calcul, E(X).

Retrouver E(X) par le calcul puis déterminer Y.(X

Calculer les probabilités suivantes :

a) p(X <0)
b) p(X =1)

Exercice 5

Soit T

le temps en années que Vit un poisson denaine espéce. On suppose que la
0 sit<O

2
fonction de répartitior; de T est donnée parF; (t) = (%}j si 0<t<10

1)
2)
3)

1 sit>10

Déterminer la fonction de densité de probabd#€ér.
Avec quelle probabilité le poisson va-t-il mawntre trois et quatre ans ?
Quelle est la probabilité que le poisson atteifgige de huit ans ?

Exercice 6
La durée de vie d’'un appareil est une variabletaiaY mesurée en années dont la fonction

cte’! sit>0

de densité de probabilité f est donnée pidt).= . ou c est une constante
0 sinon
réelle.
1) Calculer la valeur de la constante c.
2) Calculer I'espérance mathématique et la variaiec¥.
3) Donner la fonction de repartitidh, de Y.
4) Quelle est la probabilité que I'appareil fonoti@ au moins une année ?
5) Quelle est la probabilité que I'appareil fonoti@ moins de quatre ans sachant qu'’il a
déja fonctionné un an ?
6) Soit Z la variable aléatoire définie par Z/X . Donner la fonction de densité de

probabilité de Z.
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Exercice 7: Probleme de vieillissement
La durée de vie X exprimée en heures, d’un cetygia d’ampoules électriques admet pour

Ae ™ six>0

fonction de densité de probabilité la fonction ficié par : f (x) = OUA
0 sinon

est une constante réelle strictement positive.
On dit que X suit la loi exponentielle de paramatre

1) Calculer I'espérance mathématique et la varialecX.
2) Comparerp(X > t) et pXZS(X > s+t) pour tout s > 0 et tout t > 0. (On dit que X est
une loi sans mémoire)

Exercice 8
Supposons qu’un guichetier de La Poste sert en mne@ydeux clients par période de cing

minutes. SoienK; et X, le temps d'arrivée de chacun. On suppose quesngsstsont

indépendants et sont identiquement distribués stivae loi exponentielle de paramekre
(c-f exercice 7).

Onpose T =X; + X,.
Calculer I'espérance mathématique et la variance. de

Exercice 9
Soit X une variable aléatoire admettant pour fiamctle densité de probabilité la fonction f
k
— sixdie ,
définie par :f (x) = x ou k est une constante réelle.
0 sinon

1) Calculer la valeur de la constante k
2) CalculerE(X”) pour tout entier n strictement positif. En dédi(X) et V(X).

3) Déterminer et représenter graphiquement la fomcte répartition de la variable
aléatoire X.

4) Déterminer et représenter graphiquement la fomcte répartition de la variable
aléatoire Y = InX.

Exercice 10
Soient X une variable aléatoire admettant pouction de densité de probabilité la fonction f
et a un réel strictement positif. Montrer que laalale aléatoire Y = aX admet pour fonction

de densité de probabilité la fonction g définie gix) = lf[ij.
a a
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Exercice 11
1) Pour quelle valeur de la constante réelle @mation f définie suR par f(x) =

5 est-elle une fonction de densité de probabilité ?
1+x

2) On considere une variable aléatoire X admetiant fonction de densité de
probabilité la fonction f de la question précédefitm dit alors que X suit une loi de

Cauchy.
a) Pour quelles valeurs du réelE[|X|u] est-elle finie ?

b) Calculer la fonction de répartitidR, de X.

Exercice 12
On sait que le temps de survie (en jours) d’'unersawtte est une variable aléatoire T

admettant fonction de densité de probabilité lafiom f définie par :
MteM sit>o , _ N
f(t)= _ OUA est une constante réelle strictement positive.
0 sinon

Une longue expérience indique que I'espérance metti@ue E(T) est de 20 jours.
1) Calculer la valeur d& et déterminer la fonction de répartition de ldalale aléatoire

T.
2) Calculer la probabilité pour que la savonnetteeglus de 30 jours sachant qu’elle est

toujours la au bout de 10 jours.

Exercice 13

Soit X une variable aléatoire telle que pour toenkier naturel non nul on a:
p(X =k)=p(1-p)** avecpO]oq].

Calculer I'espérance mathématique et la variance.de
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