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Suites récurrentes, homographiques

1 Le principe du raisonnement par récurrence

Pour démontrer par récurrence qu’'une proposition P(n) est vraie pour tout entier n supérieur ou égal & un
entier naturel m, on procéde en trois grandes étapes :

— Premiére étape (initialisation) : on vérifie que P(m) est vraie.

— Deuxiéme étape (hérédité) : on suppose que pour un entier naturel n > m, P(n) est vraie, on démontre
que la proposition P(n + 1) est vraie.

— Troisiéme étape (conclusion) : On conclut, par application du principe de récurrence, que la proposition
P(n) est vraie pour tout entier naturel n > m.

2 Suites récurrentes

2.1 Définition

Une suite est dite récurrente si on dispose du premier terme (resp. des deux premiers resp. des trois premiers
etc...) et d’une formule (dite de récurrence) qui permet de calculer un terme & partir du précédent (resp. des deux
précédents, resp. des trois précédents etc. . .).

Exemple : La suite de Fibonnacci définie par :

Ug = Uy = 1
Up42 = Upt1 + Uy, pour tout n € N

2.2 Suites récurrentes du type u,.1 = f(u,)

Dans tout ce cours, f désigne une fonction définie sur un intervalle I.

2.2.1 Intervalle de stabilité

DEFINITION
On dit que J est un intervalle de stabilité par f si f(J) C J.

EXEMPLE

L’intervalle [0, 1] est stable par la fonction f définie par f(z) =z — 22 ; en effet £([0,1]) = [0, Z] C [0,1].
2.2.2 Points fixes

DEFINITION
Soit « € I. On dit que z est un point fixe de f si f(z) = x.

THEOREME
Soit f une fonction continue sur I. Supposons que le segment [a, b] est stable par f.



Alors f posséde un point fixe appartenant a [a, b].

THEOREME
Soit, (un)nen une suite récurrente du type w,1+1 = f(uy,). Si la suite converge vers [ et si la fonction f est continue en
[, alors [ est un point fixe de f.
Autrement dit [ est solution de I’équation f(z) = =.

En général, la fonction f posséde non pas un mais plusieurs points fixes. Pour déterminer la limite éventuelle, on
utilise le résultat classique sur les suites : si Vn € N, u,, € [a, b] et si la suite (u,),>0 converge vers [ alors [ € [a, b].
2.2.3 Monotonie de la suite

PROPRIETE
Si f est une fonction croissante sur I (intervalle contenant les valeurs u,) alors la suite (uy)n>0 est monotone.

— (un)n>0 est croissante si f(ug) > ug
— (un)n>0 est décroissante si f(ug) < ug

PROPRIETE
Si f est une fonction décroissante sur I (intervalle contenant les valeurs u,) alors les suites extraites (ugn)n>0 et
(U2n+1)n>0 sont monotones et de sens contraire. De plus, si elles sont convergentes de méme limite [ alors (un)n>0
converge aussi vers [.

2.3 Suites arithmético-géométrique

Une suite (un)n>o est dite arithmético-géométrique lorsqu’il existe des scalaires a et b tels que
Upil = AUy + b (1)

Si a = 1, on notera que la suite est arithmétique de raison b, et si b = 0, la suite est géométrique de raison a.

PROPRIETE
Si a # 1, la suite (v, )p>o définie par
b
Un = Un — 7 (2)
est géométrique de raison a.
La propriété précédente permet alors d’écrire u, en fonction de n et ug avec v, = voa™, d’ot u, = voa™ + 1
—a
b
vy = Ug — .
(o0 =g — )
2.4 Suites récurrentes linéaires d’ordre 2
On considére que les coefficients a, b et ¢ sont des scalaires.
Une suite (un)n>0 est dite récurrente linéaire d’ordre 2 lorsqu'il existe des scalaires a # 0 tels que
g yo + buy 1 +cu, =0, YneN (3)
On notera qu’une suite (uy,),>0 de la forme (3) est entiérement déterminée par ug et u;.
On appelle équation caractéristique, ’équation
ar’ +br+c=0 (4)

Soit A le discriminant de I’équation (4).

— Si A > 0, alors I’équation (4) a deux racines distinctes réelles 1 et z2. Toute suite vérifiant (3) est alors de la
forme :
Un = oz + Bas

a et 3 sont des constantes que 1’on détermine a ’aide de ug et u;.



- Si A =0, alors I’équation (4) a une solution double z. Toute suite vérifiant (3) est alors de la forme :
Up = (a+ Bn)a™

« et (0 sont des constantes que I'on détermine & ’aide de ug et u;. _ _
— Si A <0, alors I’équation (4) a deux racines conjuguées sous forme exponentielle z1 = pe'® et x5 = pe™?. Toute
suite vérifiant (3) est alors de la forme :

up = p™(acos(nd) + B cos(nb))

« et 0 sont des constantes que 'on détermine & 'aide de ug et u;.

3 Suites homographiques

DEFINITION
Une suite est dite homographique, si elle est définie par :
ug € R
ar +b
nt1 = h(up) VneN h(z) = t ad—bc#0
Up+1 (tn) n € avec h(x) wrd o c #

Une telle suite est définie si et seulement si aucune de ses valeurs n’annule le dénominateur de h.
Nb : h est une fonction appelée fonction homographique.
PROPRIETE

Si u est une suite homographique, on considére h(z) = x soit
e’ —(a—dx—b=0 (5)

— Si (5) admet deux racines distinctes réelles o et 3 alors la suite (v,,),>0 définie par :

Vn € N
Up — O

vV, =

" un_ﬁ

est une suite géométrique de raison k et,

ug — « \k_a—ac
w3 ol e
B, — _ BE™ (ug — o) — aug — 3)
vy — 1 En(ug — o) — (ug — )

— Si (5) admet une racine double « alors la suite (v,,),>0 définie par :

vneN, v, =k"

On a ainsi u,, = (vrai car o # 3 donc vy, # 1).

Vn €N
1

Uy — Q

Un =

est une suite arithmétique de raison k et,

c

1
VneN, v, = +kn ouk = .
Uy — a—ac

k _
On a ainsi un:7+a:u0+a n(up — )
Un 14 kn(ug — «)

4 Convergence des suites homographiques

Notons qu’en cas de convergence, la limite d’une suite homographique ne peut étre que 'un des points fixes « ou
0 de la fonction f.

Soit A le discriminant de ’équation (5).



— Si A >0 (cas réel) :
- si| k| <1, alors (v,)n>0 converge vers 0, donc (un)n>0 converge vers o
- si| k| >1, alors (v,)n>0 diverge vers —oo ou 400, donc (uy)n>o converge vers (3
- si k=1 alors a —ac= a—fc¢, d’ou a= [ (avec ¢ # 0, ce qui est faux car [ et « sont distincts. On exclut donc

ce cas.

- Si A <0 (cas complexe) :
La suite (un)n>o diverge. Elle ne peut pas converger car la fonction f n’a pas de point fixe réel.

- SiA=0:

Comme (v,,)n>0 diverge vers +o0o ou —oo, on en déduit que (u,,) converge « (la solution de ’équation (5)).

5 Application : Etude de la convergence d’une suite récurrente

ENNONCE : Etudier la nature de la suite définie par :

2
un+1=—u—+3 \V,’I’LEN

RESOLUTION :

Remarque : 1l est conseillé de représenter la suite graphiquement afin d’avoir une idée sur la convergence.

Soit f la fonction définie sur R — 0 par :

40T

35T

-1.0 -

F1a. 1 — Représentation graphique de la fonction f et de la droite d’équation y = = dans un repére orthogonal



Graphiquement, on constate que la suite (un)n>0 converge vers 'unique solution « sur [1.2, 3] de I'équation

f(z) = z avec Vo € R* f(x) = —— + 3. Déterminons explicitement la valeur de .
x
2 _ a#0 a#0 _
On a alors —a+3a<:>{ o — 94 30 <:>{ (@ —1)(a—2)=0 S a=2.
* Déterminons un intervalle de stabilité
2 7 6 15
:3' :3—7:7' :3—7:—
] ;U1 3 3 3 U2 7 -
Démontrons par récurrence que I = [2,3] est un intervalle de stabilité. Posons comme hypothése de récurrence
un, € [2,3].
— initialisation

ug = 3 € [2, 3], la propriété est donc vraie.

— Hérédité : Supposons que la propriété est vraie, c’est-a-dire u,, € [2,3]. Alors
1 1 1 2 2 2 2 2 7
- <{—<-=-1<-—<—-=2<-——43<3—-—-=22<—+43< -
37 u, 2 Up, 3 Up, 3 Unp, 3

et on a donc bien 2 < upq1 <3
Ainsi la propriété est héréditaire.

Conclusion : Vn e N u, € [2,3].
* Etudions f sur [2,3].

f est de classe C*sur(2, 3] avec

—_—h
—
>
N
W~

Donc f est croissante sur [2,3], on peut déduire par propriété que la suite (uy,)n>0 est monotone.
Compte-tenu du calcul des premiers termes, on en déduit que la suite (uy)n>0 est décroissante. Etant par ailleurs
minorée par o , on peut affirmer que la suite (uy)n>0 converge vers l. [ satisfait 'équation f(x) = x puisque f est
continue sur [2,3] et | € [2,3]. De étude menée initialement sur les points fizes de f, on peut dire que la suite
(un)n>0 converge vers 2.



