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1 | Parcimonie

"A signal is sparse if most of its coe�cients are (approximately) zero 1". Les représentations par-

cimonieuses connaissent une évolution croissante depuis quelques années pour la communauté du

traitement du signal et des images. La représentation parcimonieuse résultante a plusieurs avantages :

1. elle permet de représenter de façon optimale chaque signal grâce à un sous-ensemble spéci�que

des composantes redondantes disponibles,

2. elle permet de réduire la taille des données, avec un taux de �délité/perte maîtrisable,

3. elle permet de ne garder que l'information utile de manière condensée.

4. de présenter à un utilisateur les données étudiées, en ne gardant que l'information utile et ce,

de manière condensée.

2 | Traitement de signal

En termes mathématiques, un signal est une fonction d'une, deux ou trois variables. On peut distinguer

des exemples de signaux réels en biologie, �nance, acoustique, sismique, image . . . . On peut classi�er

les signaux selon leur dimension

• Signal monodimensionnel 1D : fonction d'un paramètre unique, par exemple le temps, la tem-

pérature, . . . .

1. Sparsity [Allen Y. Yang].
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• Signal bidimensionnel 2D : fonction de deux paramètres. Exemple : une image.

• Signal tridimensionnel 3D : fonction de trois paramètres. Exemple : une vidéo.

Le traitement de signal est un ensemble des techniques permettant de créer, d'analyser, de transformer

les signaux en vue de leur exploitation. On peut distinguer quelques exemples d'applications concrètes

comme le débruitage a�n d'améliorer la qualité perçue, la compression a�n réduire la taille du codage

de l'image sans changer sa perception, la reconnaissance de formes...

Figure 1 � Application du traitement de signal : débruitage

Figure 2 � Application du traitement de signal : compression

Figure 3 � Application du traitement de signal : reconnaissances de formes

2.1 Représentation d'un signal

Pour un signal à N échantillons, on décrit les composantes de ce signal sur une base B sur laquelle la

représentation est unique, par exemple

• base de Fourier,

• base d'ondelettes orthogonales,

• base en cosinus discrets . . .
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On note x =
(
x1, x2, . . . , xN

)
la donnée de N échantillons d'un signal réel : x ∈ RN . Le changement

de base nous fournit une nouvelle base B =
(
Ψ1,Ψ2, . . . ,ΨN

)
de RN . sur laquelle la représentation

de x est unique :

x =

N∑
i=1

αiΨi.

︸︷︷︸
x

= α1

︸︷︷︸
Ψ1

+ α2

︸︷︷︸
Ψ2

+ · · · + αN

︸︷︷︸
ΨN

=︸︷︷︸
matriciellement

︸ ︷︷ ︸
Ψ

︸︷︷︸
α

Pour chaque signal, une base est adaptée selon le traitement souhaité. Dans les faits, on cherche à

obtenir une représentation parcimonieuse α ∈ E′
de x dans une base (ou dictionnaire) Ψ adéquate :

x = Ψα.

︸︷︷︸
x

=

︸ ︷︷ ︸
Ψ

︸︷︷︸
α

Lorsque Ψ est une base orthonormale :

x =

N∑
i=1

〈x,Ψi〉︸ ︷︷ ︸
αi

Ψi.

2.2 Phase d'acquisition

On représente nos données dans un espace E sous forme d'un vecteur unidimensionnel x,

x=


N pixels

On souhaite changer l'espace de représentation E −→ E
′
a�n d'obtenir une nouvelle représentation

parcimonieuse α ∈ E′
de x dans une base (ou dictionnaire) Ψ adéquate :

x = Ψα.
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︸︷︷︸
x

=

︸ ︷︷ ︸
Ψ

︸︷︷︸
α

On prend M mesures linéaires du signal x : yi = 〈x, ϕi〉, i = 1, . . . ,M avec M � N. On représente

le processus de mesure (acquisition) par la matrice Φ : y = Φx.

︸︷︷︸
y

=

︸ ︷︷ ︸
Φ ︸︷︷︸

x

On utilise la représentation parcimonieuse α de x :

︸︷︷︸
y

=

︸ ︷︷ ︸
Φ ︸ ︷︷ ︸

Ψ

︸︷︷︸
α︸ ︷︷ ︸

x

On dé�nit la matrice A = ΦΨ et le procédé d'acquisition et de mesure nous donne : y = Aα.

Le signal est supposé non parcimonieux dans le domaine temporel mais a une representation parci-

monieuse dans un domaine Ψ particulier. Dans le cas contraire, Ψ est une matrice identité, Ψ = I.

En tenant compte de la présence de bruit additif pendant la phase d'acquisition, l'équation devient :

y = Aα+ ε (1)

où ε est un vecteur représentant le bruit.

2.3 Phase de reconstruction

Le procédé de la reconstruction d'un signal original x se fait à partir du vecteur de mesure y, de la

matrice de mesure Φ et de la matrice du domaine Ψ.

Dans la suite, on utilisera les notations suivantes :

• α est dit s-parcimonieux lorsque le nombre de compasantes non nulles de α est inférieur à s.

• On note par ‖α‖0 le cardinal du support de α où supp(α) =

{
αi, αi 6= 0, i ∈ J1, NK

}
.

On l'appelle la norme `0. La notation ‖.‖0 est abusive, il ne s'agit pas ici d'une norme.
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La phase de reconstruction d'un signal se fait en deux étapes :

︸︷︷︸
x

→ Acquisition →

︸︷︷︸
y

→
Trouver la solution la plus

parcimonieuse telle que

ΦΨα̃= y︸ ︷︷ ︸
Etape 1 de la reconstruction

→
Reconstruire une

approximation x̂ de x

x̂ = Ψα̃︸ ︷︷ ︸
Etape 2 de la reconstruction

Le principe classique de l'acquisition

︸︷︷︸
Un signal à N échantillons :x

Acquisition classique

︸︷︷︸
Transformée linéaire : α

Choisir un dictionnaire adéquat Ψ : Transformée en Cosinus Discrète

Les étapes du compressive sensing

︸︷︷︸
x

Acquisition comprimée

︸︷︷︸
y

Reconstruction de α

︸︷︷︸
y=ΦΨα

Choisir une matrice de mesure adéquate Φ : Aléatoire ou Déterministe

3 | Matrices de mesure

Dans la plupart des cas, le signal à mesurer peut avoir une représentation parcimonieuse dans un

domaine particulier. Le Compressive Sensing exploite cette information additionnelle pour capturer

le signal à une fréquence en dessous de celle de Nyquist directement sous forme compressée et sans

perte d'information.

On prend M mesures linéaires du signal x : yi = 〈x, ϕi〉, i = 1, . . . ,M avec M � N. On représente

le processus de mesure (acquisition) par la matrice Φ :

y = Φx

La matrice de mesure doit être conçue pour que la phase d'acquisition du Compressive Sensing n'altère

pas l'information contenue dans le signal. La matrice de mesure intervient dans la phase d'acquisition

du Compressive Sensing mais elle doit être conçue pour assurer la reconstruction du signal
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parcimonieux. Elle doit donc répondre à des critères d'existence et d'unicité du signal reconstruit

et doit remplir certaines conditions.

On dé�nit la matrice A = ΦΨ et le procédé d'acquisition et de mesure nous donne :

y = Aα

Le problème à résoudre est donc de concevoir :

� une matrice de mesure Φ stable de façon que l'information pertinente dans tout signal s-

parcimonieux en signal compressible ne soit pas altéré par la réduction de x ∈ RN à y ∈ RM .

� un algorithme de reconstruction permettant de retrouver x à partir de M mesures.

� Une condition à respecter est l'incohérence qui stipule que les lignes
{

Φi
}
i=1,...,M

de Φ ne

doivent pas représenter de façon parcimonieuse les colonnes
{

Ψj

}
j=1,...,N

de Ψ et vice-versa.

3.1 Cohérence mutuelle

La cohérence mutuelle entre Φ et Ψ est dé�nie comme suit

µ
(
Φ,Ψ

)
=
√
N max

i, j

∣∣∣〈Φi,Ψj

〉∣∣∣
‖Φi‖2‖Ψj‖2

où Φi et Ψj représentent respectivement les vecteurs lignes de Φ et les vecteurs colonnes de Ψ.

La cohérence mutuelle mesure la corrélation maximale entre les vecteurs lignes de Φ et les vecteurs

colonnes de Ψ. La plage de valeurs de la cohérence mutuelle est

1 ≤ µ
(
Φ,Ψ

)
≤
√
N.

3.2 Exemples de matrices de mesure

• Φ1 : matrice aléatoire générée à partir d'un processus uniformément distribué gaussien.

• Φ2 : matrice aléatoire générée à partir d'un processus bernoullien {−1, 1}.

(Si rand()<p alors X=-1 sinon X=1).

• Φ3 : matrice aléatoire générée à partir d'un processus bernoullien {0, 1}.

• Φ4 : matrice aléatoire générée à partir d'un processus gaussien identique et indépendamment

distribué (i.i.d) avec une moyenne nulle et une variance
1

M
: N
(

0,
1

M

)
;

• Φ5 : matrice creuse ou parcimonieuse générée de façon aléatoire.

• Φ6 : matrice de Topelitz avec des bolos diagonaux de taille 1×
⌊
N√
M

⌋
contenant 1 et les éléments

extra-digonaux nuls.
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