Ecole Internationale des Sciences du Traitement de I'Information

Ingénieurs 2°™ année : Mathématiques et Informatique

Compressive Sensing

Cours 2 : Reconstruction d’une solution parcimonieuse
Nisrine Fortin

2015-2016

EISTI

[

CERGY - PAU



© Matrices de mesure

@ Condition d'unicité
Nombre minimal de mesures
Restricted Isometry Property
Cohérence
Cohérence mutuelle
Exemples de matrices de mesure

© Algorithmes de reconstruction
@ Relaxation convexe
@ Poursuite gloutonne

© Références



Matrices de mesure



Matrices de mesure

Matrices de mesure

On représente le processus de mesure (acquisition) par la matrice ® :

y=®x

ii [ ]
-
y

——
® : matrice de mesure

@ La matrice de mesure intervient dans la phase d'acquisition du
Compressive Sensing mais elle doit étre congue pour assurer la
reconstruction du signal parcimonieux.

@ La matrice de mesure doit donc répondre a des critéres d'existence et
d'unicité du signal reconstruit et doit remplir certaines conditions.
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Condition d'unicité

@ Le systéme linéaire y = Aa admet une infinité de solutions car il est
sous-déterminé.

@ Supposons que a1 et az soient deux signaux distincts et s-parcimonieux.

~ On doit s’assurer que ces deux vecteurs engendrent deux vecteurs de
mesure y1 = Aas et y» = Aap distincts.

~ La matrice A doit vérifier la condition nécessaire et suffisante
suivante pour que la procédure de minimisation ¢y reconstruise
exactement le vecteur &.

@ On note par
L= {teR", tfo<s)

I'ensemble des vecteurs s-parcimonieux.
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Condition d'unicité

Proposition 1. Soient a € RY et s = |ao. On a I'équivalence entre les
assertions suivantes :

@ « est I'unique solution du probleme de minimisation 4.

Q (a + ker(A)) N ={a}.

7/47



Matrices de mesure
[e]e]e] ]

Condition d'unicité : Commentaires

@ Pour pouvoir reconstruire le signal de fagon unique, I'espace ker(A) doit
étre éloigné de I'ensemble X,.

@ Géométriquement, on souhaite que ker A intersecte s seulement en 0 et
qu'il soit proche des éléments les moins sparses de RV.
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Nombre minimal de mesures

@ La matrice de mesure intervient dans un systeme hautement
sous-déterminé : le nombre de lignes M est treés inférieur au nombre de

colonnes N.

@ N étant la taille du signal (fixée), I'utilisateur intervient dans la phase
d’'acquisition avec un nombre de mesures M qui intervient directement
dans la recherche de la solution s-sparse.

Quel est le nombre minimal de mesures M nécessaires pour
reconstruire tout vecteur de s-sparse a partir de M mesures ?
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Nombre minimal de mesures

Proposition 2. Les assertions suivantes sont équivalentes :

Q VxeXl, Vtels x#+t=Ax=+At

Q ker(A) nXo = {0} (donc M > 2s).

© Toutes les sous-matrices de A d’ordre M x 2s sont injectives (donc
M > 2s).
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Unicité et nombre minimal de mesures

Une conclusion des deux propositions nous peremettra d'émettre une hypothése
pour la reconstruction exacte a partir du probléme de minimisation (£o) de la
solution s-sparse avec un nombre minimal de mesures.

Proposition 3. Les assertions suivantes sont équivalentes :

Q ker(A)nXy ={0}.

@ La procédure de minimisation £y permet de reconstruire exactement tout
vecteur de X;.
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Commentaires et conclusion

W 2s est le nombre nécessaire et suffisant pour pouvoir reconstruire
exactement tout vecteur s-sparse.

®m La procédure de minimisation ({y) fournit dans ce cas une procédure de
reconstruction exacte quand la matrice de mesure A vérifie la condition

ker(A) N Xy = {0}

B De telles matrices existent par exemple : la matrice de Vandermonde.

m Inconvénient : La procédure de minimisation ({y) est optimale d'un point
de vue théorique mais elle ne peut pas étre utilisée en pratique car c'est
une procédure NP-difficile (combinatoire).
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Restricted Isometry Property

Une matrice A satisfait le restricted isometry property RIP d’ordre s si il existe
une constante 0 < ds < 1 telle que

VaeT., (1-06.)]als < |Aafs < (1+8)]alz

~ La plus petite constante vérifiant le RIP d'ordre s est appelée Restricted
Isometry Constant (RIC).

Le RIP permet de verifier si la matrice de mesure A est proche
d’une isometrie, c'est-a-dire si elle préserve la distance entre deux
vecteurs de mesure.
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Restricted Isometry Property

@ Si la matrice de mesure satisfait le RIP d’ordre 2s, alors la distance entre
deux vecteurs de mesure y; = Aoy et y» = Ay est proportionnelle a la
distance entre o et as.

@ Le RIP est une propriété importante qui permet de garantir la
reconstruction du signal.
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Cohérence

La cohérence p(A) d'une matrice A est égale a la plus grande valeur absolue
du produit scalaire entre deux vecteurs colonnes distincts de A :

‘(afvaJ')‘
w(A) = max

iz [ail2llajll2

ol a; et aj sont les colonnes de la matrice A.

La cohérence permet de mesurer la corrélation maximale entre les
différents vecteurs colonnes d’une matrice.
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Cohérence

@ Lorsque M < N, L <p(A) <1

VM

@ Une matrice A est dite incohérente lorsque la valeur de u(A) tend vers la

1
limite de Welch ——.
v M

19/47



Matrices de mesure
oooe

Unicité et la cohérence

W Si la relation suivante est satisafite

alors pour tout vecteur de mesure y € R, il existe au plus un signal
aeR" tel que y = Aa

m La matrice de mesure A doit avoir une faible cohérence : une faible valeur
de la cohérence p augmente la borne supérieure de s.

® Pour minimiser la valeur de p, il faut que les vecteurs colonnes de A
soient les plus orthogonaux possibles.
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Cohérence mutuelle
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La notion de cohérence peut étre étendue pour une paire de bases. La
cohérence mutuelle entre ® et W est définie comme suit

(®,w)=vNma (@ v3)
) = L TR —T
a TN

ol ®; et V; représentent respectivement les vecteurs lignes de @ et les vecteurs
colonnes de W.

La cohérence mutuelle mesure la corrélation maximale entre les
vecteurs lignes de ® et les vecteurs colonnes de W.

La plage de valeurs de la cohérence mutuelle est

1< p(o,w) < VN.
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Exemples de matrices de mesure

@ Les matrices de mesure construites aléatoirement : les conditions vues
précédemment peuvent étre remplies avec une forte probabilité.

@ En particulier, lorsque les éléments de la matrice de mesure A de type
M x N sont générés a partir :

@ d'un processus gaussien identique et Indépendamment distribué

. . 1
(i.i.d) avec une moyenne nulle et une variance v N(O, M)

L 1
@ d'un processus aléatoire équiprobable prenant des valeurs + ——.

VM
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Algorithmes de reconstruction

B En tenant compte de I'hypothése que a est parcimonieux dans le domaine
W, 'étape 1 consiste a résoudre le probleme de minimisation suivant qu'on
appellera la minimisation (4) :

min |allo sous la contrainte A& =y (1)
[e3

m En tenant compte du bruit additif et de la parcimonie, I'équation (1)
devient :
min |afo sous la contrainte |y — A@|2 < |||z (2)
[e%
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Algorithmes de reconstruction

@ La résolution des équations (1) et (2) nécessite une recherche exhaustive
de la solution la plus parcimonieuse & et est trés complexe a mettre en
ceuvre.

@ Plusieurs méthodes ont été proposées dans la littérature pour contourner
ce probleme. Principalement, elles peuvent étre catégorisées en trois
groupes :

@ Relaxation convexe, par exemple la poursuite de base " Basis Pursuit
(BP)" et la méthode LASSO.

@ Poursuite gloutonne, par exemple la poursuite adaptative ou
" Matching Pursuit (MP)" et son extension appelée poursuite

adaptative orthogonale ou OMP.

© Inférence bayésienne, comme le "sparse bayesian learning”.
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Relaxation convexe : Basis Pursuit

@ Pour contourner la complexité liée a la norme /o, la relaxation convexe,
Basis Pursuit, remplace la norme ¢y par une norme /; et utilise des
solveurs convexes pour le résoudre :

min||&@[: tel que Aa=y (3)

@ L'approche "Poursuite de base” Basis Pursuit utilise des techniques de
programmation linéaire pour résoudre le probléme de reconstruction (3).

@ En tenant compte du bruit additif, le probleme formulé par I'équation (3)
devient
min | tel que [y - Ad2 < e (4)

Cette méthode est appelée " Basis Pursuit with Inequality Constraints
(BPIC)".
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Relaxation convexe : Basis Pursuit

@ La procédure de Basis Pursuit est tres populaire en Compressive Sensing.

@ Le probléme (3) peut &tre réécrit comme un probléme de programmation
linéaire : fonction objectif linéaire sous des contraintes linéaires.

@ On consideére le probleme de programmation linéaire suivant :

N
min > (%" +)
O j=1
LP) A-al X
( s.c [ |- ] - |=Y
+
S Y
X
Notation :
x" =max(0,x), xi =max(0,-x), x=x" —x et |x|=x"+x .
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Relaxation convexe : Basis Pursuit

Proposition 4 : Les deux problemes (BP) et (LP) sont équivalents.

© Si & est une solution du probleme (BP) alors (&*,&") est une solution du

probléme (LP).

@ Si (&",47) est une solution du probléme (LP) alors & est une solution du
probleme (BP).
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Relaxation convexe : Basis Pursuit et nombre de mesures

@ Pour reconstruire tout vecteur «, s-parcimonieux a partir du vecteur de
mesure y grace au Basis Pursuit, on doit nécessairement avoir le nombre
de mesures M qui vérifie

eN
M >slog| —
s
3 une constante pres.
@ Lorsque d25(A) < /2 -1 alors le probleme (BP) admet une solution
unique.
@ D’un point de vue computationnel, le résultat obtenu par le BP est tres

important par rapport au résultat obtenu par la procédure de minimisation
lo nécessitant M > 2s.
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Relaxation convexe : LASSO

@ La méthode du Lasso (Least Absolute Shrinkage and Selection Operator)
a été proposée par Tibshirani en 1996 dans une rétrospective publiée en
2011, Tibshirani cite la méthode dont il s’est inspiré pour construire le
Lasso.

@ Elle consiste a estimer le vecteur de paramétres de la solution du probleme
de reconstruction par
@ minimisation du critére quadratique des moindres carrés sous une
contrainte sur la somme des valeurs absolues des coefficients

min |y - A@|> s.c |@]i<t (LASSO)

© ou de facon équivalente, par minimisation du critére quadratique
pénalisé par la norme ¢; des coefficients.

min > ly - AG3 + Alals  (LASSO)
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Relaxation convexe : LASSO

@ L'introduction d'une pénalisation réduit la variabilité de I'estimation,
améliorant ainsi la précision de prédiction.

@ La pénalisation de type ¢; rétrécit certains coefficients, alors que les autres
sont annulés exactement, aboutissant ainsi a des modeles parcimonieux.

@ Le paramétre A contrdle la régularisation : plus ce parameétre augmente
plus les composantes @; de & issu du LASSO tendent vers 0 et pour un A
suffisamment grand, certains sont exactement égaux a zéro.
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Relaxation convexe : LASSO

@ Probléme standard des moindres carrés :

min Hy - Ax”i == x" = (ATA)_IATy

xeRN

@ Ridge regression :

mﬂ;{n Hy— AxHi + A x| = x* = (ATA+ IN)ilATy

@ Le probleme LASSO :
2
min %Hy ~Ax| +Alx]s  (LASSO)
a@ 2

N

[x[l1 =" |xj| et |.| n’est pas dérivable. Pour y remédier : x;j = x;" — x; et
_}_1

|xi| = x{" = x;". On peut reformuler le probleme du LASSO avec des

varlables positives :

(erlxn)2Hy Ax" + Ax~ H +)\eT(x+—x7).
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Relaxation convexe : LASSO et nombre de mesures

@ Pour reconstruire tout vecteur «, s-parcimonieux a partir du vecteur de
mesure y grace au LASSO, on doit nécessairement avoir le nombre de
mesures M qui vérifie

M > slog eN
s

a une constante pres.

@ Lorsque d25(A) < V2 -1 alors le probléme LASSO admet une solution
unique.

@ D’un point de vue computationnel, le résultat obtenu par le LASSO est
trés important par rapport au résultat obtenu par la procédure de
minimisation fyo nécessitant M > 2s mais le Lasso marche bien lorsque la
matrice définie positive AT A est inversible.
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Algorithmes de reconstruction : Poursuite adaptative

@ La méthode de la poursuite adaptative, " Matching Pursuit” et son
extension : la poursuite adaptative orthogonale, " Orthogonal Matching
Pursuit” consistent a

o trouver itérativement dans la matrice de mesure ® le vecteur le plus
corrélé avec le signal,

o d'Gter la contribution de ce vecteur au signal

o et de recomencer le processus jusqu'a obtention d'un nombre
d’'éléments égal a la dimension du signal.
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Algorithmes de reconstruction : Poursuite adaptative

40/47

Ce sont des méthodes itératives et généralement faciles a mettre en ceuvre.

A chaque itération, elles sélectionnent une ou plusieurs colonnes de la
matrice A en fonction de sa corrélation avec le vecteur de mesure y.

Puis, elles calculent une approximation du signal et mettent a jour le
résiduel qui sera utilisé dans la prochaine itération.

Les algorithmes gloutons se distinguent notamment par la méthode de
sélection des colonnes de la matrice A et sur la fagon dont le résiduel est
mis a jour.

La poursuite adaptative (MP) est la version la plus simple des algorithmes
gloutons.
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Algorithmes de reconstruction : Poursuite adaptative

@ Initialiation : La MP commence par initialiser le résiduel r avec le vecteur
de mesure y.

Elle initialise aussi I'approximation du signal & par un vecteur nul :

rp<y et a<0

@ A chaque itération k :la MP sélectionne une colonne de la matrice A
ayant une corrélation maximale avec le résiduel :

Ak = argmax‘(rk,l, a,-)‘

ou :
o )\, est I'indice de la colonne selectionnée.
o rr_1 est le résiduel de I'itération précédente.

o aj, i € [1, N] représente les colonnes de la matrice A.
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Algorithmes de reconstruction : Poursuite adaptative OM

© Mise a jour : La MP calcule une nouvelle approximation du signal et
met a jour le résiduel :

Gk = Aper+(reet,an)an, (5)

e = k1= (retan, )an, (6)

o (Gik—1 représente |'approximation du signal obtenue durant I'itération
précédente.

e a,, est la colonne de la matrice A sélectionnée.

Le résiduel peut aussi étre exprimé en fonction de I'approximation du
signal &y et du vecteur de mesure y :

Fk =y—5ék- (7)
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Algorithme de poursuite adaptative : critéres d’arrét

@ Arrét aprés un nombre fini d'itérations.

@ Arrét lorsque I'amplitude du résiduel est inférieure 3 un seuil prédéfini.

m L'inconvénient de cette méthode est que la matrice de mesure A
n'est pas toujours orthogonale.

m Dans ce cas, une colonne de la matrice A peut etre sélectionnée a
plusieurs reprises pendant la phase de sélection.

m La MP converge exponentiellement.
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Algorithmes de reconstruction : Poursuite adaptative orthogonale OMP

@ La phase d'initialisation et de sélection sont les mémes que pour la
poursuite adaptative OM.

@ La méthode de la poursuite adaptative orthogonale OMP améliore la
convergence de I'OM : a I'itération k, I'OMP séléctionne le résidu
orthogonal avec les colonnes de la matrice A.

© Une colonne de la matrice A est choisie au maximum une seule fois
pendant la phase de séléction.
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