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1. Least Absolute Shrinkage and Selection Operator LASSO
Soient y € R™, a € RN et A € R™*N. On notera
A= |:A17A27"'7AN];

A;j désigne une colonne de A.
On cherche & expliquer de maniére linéaire la variable y par N variables potentiellement expli-
catives A; :

y=Aa+e¢

ol € € R™ est un vecteur de m variables aléatoires i.i.d de moyenne nulle et de variance 2.

e correspond au bruit des observations. Les variables A; n’étant pas toutes pertinentes, 'objectif
du LASSO est d’éliminer les variables inutiles et uniquement celles-ci. La méthode LASSO ne
fait pas une régression linéaire classique mais une régression régularisée qui rend nuls certains
coefficients de I'estimation de a.

Probléme LASSO : Estimer pour A € R :

~ (1 2
a(A\) = arg min <2Hy - AaH2 + )\HaH1>.

a€RN

, & N
lally = >_af et [l = > lail
i=1 i=1

Le paramétre \

Le paramétre A\ > 0 controle la puissance de la régularisation :
e Si A =0 et N < m, on obtient une régression linéaire classique.
e Si A = +o00, tous les coefficients de @ sont nuls.

[’augmentation de A induit la diminution de certains coefficients de a(\) vers 0.
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1.2 Algorithme et conditions d’optimalité et d’unicité
1. L’algorithme du LASSO consiste & déterminer a(\) pour tout A > 0.

2. 1l s’agit ensuite de déterminer le bon A qui permet de garder uniquement les variables

explicatives et d’éliminer les autres.

La problématique

Déterminer pour tout A > 0 :

(1) = ans i (3 a4 2], ) 0
Lemme 1. Unicité : Si AT A est définie positive alors admet une solution unique.
Exercice 1. Démontrer le lemme d’unicité de la solution de ,

Lemme 2. Conditions d’optimalité : o est solution de si et seulement si Vj € [1; N]

‘AJ-T(y—Aa)‘ < A si ;=0 (L)

AJT (y—Aa) = signe(aj) si a; #0 (L)
Exercice 2. Démonirer le lemme des conditions d’optimalité du probléme .

En supposant connu le signe s d’une solution du probléme LASSO, une solution potentielle
a®(A) est donc déduite :

as(\) =0 si s(j)=0

ap (A) = (AIZSAFS)_l (Aﬂy — Asp) sinon
ol
e ['; est I’ensemble des indices j tels que s(j) # 0.

e Ar, est la matrice composée des colonnes de la matrice A correspondant aux indices de
Is.

e st est le vecteur s auquel on a retiré les coordonnées nulles.

Méthode pour calculer s; : Soit ¢ > 1. Supposons connus A; et s;_1.

B On admet que pour A < \;, la fonction a*~1()\) ne convient plus :

1. Soit signe(a®-1(\))# s;—1. Conséquence : une coordonnée j change de signe, donc
s’annule en A\ = ;.
On pose ¢; = 0.

2. Soit la propriété L n’est plus vérifiée pour un j tel que s(j) = 0.

On pose ¢; = signe(A%l (y — Aasi=1(Ny)))

—1

B On définit alors s; = s;_1 en remplacant la j™° coordonnée par ¢;.
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1.3 Algorithme du LASSO

Pour A = 400, la solution du Lasso est le vecteur nul. On initialise donc & partir de ces

valeurs et on fait décroitre A.

e Initialisation : On pose A\g = +00, s9 = Opn et a®0 = Opw.

e Etape 1 : On fait décroitre A en partant de Ag jusqu’a ce qu'une coordonnée j de a®(\)
ne vérifie plus la propriété L.
* On définit A1 la valeur de A pour laquelle la propriété L n’est plus satisfaite.
* La coordonnée j de a® () n’est donc plus nulle pour A < Ap.
* On calcule le signe de cette coordonnée et on le note €.

* On pose s1 = sg oll on a remplacé la j*™¢ coordonnée par €.

e Etape i > 2 : On fait décroitre A en partant de A\;_; et on calcule a®i~1(\). On s’arréte :

* soit lorsque la coordonnée j de s;_1 n’est pas nulle,

* soit lorsque la condition L; n’est plus satisfaite pour une coordonnée telle que
(Sifl)j = 0.

* On définit \; la valeur de A pour laquelle 'une des conditions ci-dessus n’est plus

satisfaite.

* On calcule ¢; et on pose s; = s;_1 ou on a remplacé la j*™ coordonnée par ;.

1.4 La suite ()\Z)z

Pour la validation de l’algorithme, un choix convenable pour la suite décroissante des para-
meétres \; est donné par la suite récurrente suivante en supposant connu le vecteur des signes
S; et )\i .

)\i+1 = je{ml,?b.},(N} )\max(j)
ou
nax {aG) | 0<A0) <A s si) =0
)\max ) = -
DN (G ) (7,)
o 5 si) #0
((Al:fsiAFSz') sti)k
A7 (v, (AF, Ar,) 7 (Ar,0) —v) |
ou A\(j) = : L - et k I'indice de la j*™¢ variable dans T',.

(A?AF% (A%si AFsi)_ISi,r) +a

3/10



Compressive sensing : algorithmes de reconstruction

Exercice 3.
1. Implémenter la premiére étape de la méthode Lasso sur Scilab.

2. Implémenter Ualgorithme de la méthode Lasso sur Scilab.
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2. Matching Pursuit

Le matching Pursuit est un algorithme itératif qui recherche des approximations du signal
y € R™ par optimisation unidimensionnelle. On cherche le vecteur s-parcimonieux o € R™
vérifiant

y = A«
La matrice A est égale & A = ®U, A est d’ordre m x N. On peut écrire
Yy = a1 A1+ Ao + ...+ anAp,

ot A; désigne la j®™° colonne de la matrice A.

2.1 Principe du Matching Pursuit

Le principe du Matching Pursuit est de décomposer itérativement le signal y dans un dic-

tionnaire qui correspond le mieux au signal & reconnaitre :

_ ~(n) (n)
y Y + i

Approximation de y aprés n itérations Résiduel aprés n itérations

1. A Détape 0, on consideére que J(© = Ogm et donc le résiduel est R(©) = .

2. A Yitération 1, on cherche I'atome A,,, qui contribue le plus au résiduel de 1'étape

précédente RO

——

Résiduel aprés 1 itération

RO = Uy Ay + RW
~———

Contribution de 'atome A,

Mise & jour de l'approrimation : g =50 4 Oy Amy -

3. A Ditération k, on cherche I'atome A,,, qui contribue le plus au résiduel de ’étape

précédente R~

R = g Ay + R™
—— ~——

Contribution de atome Apm,, Résiduel aprés k itérations

Mise & jour de Uapprozimation : §k) = gh—1 4 Ay -

4. Critére d’arrét : On arréte les itérations selon un critére d’arrét prédéfini.

(a) Arrét aprés un nombre fini d’itérations.

(b) Arrét lorsque amplitude du résiduel est inférieure a un seuil prédéfini.

5. En sortie : Notons K le nombre d’itérations utilisées pour cette approximation, en sortie,
le signal original s’exprime sous la forme :

K

=1
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2.2 Algorithme du Matching Pursuit

Le principe du Matching Pursuit repose sur une séléction d’atémes dont la contribution au
résiduel est la plus grande. Pour cela, il faudra choisir une fonction de corrélation qui permet-
tra de mesurer la corrélation entre le signal y et les différents atomes du dictionnaire. Nous

utiliserons le produit scalaire comme fonction de corrélation.

Algorithme MP : o =MP(y,A)

1. Initialisation : initialiser le résiduel R avec le vecteur de mesure y
et 1’approximation du signal y par un vecteur nul

Ro<+y et ?0(—0

2. A 1’itération k:

Pour j=1,...,N,
calculer (Rik_1,A;)
Fin pour
séléctionner my = argmax‘(Rk_l, Aj)‘
Mise & jour:
Yk = Yk-1+ (Rk-1,Am )Am,
Rk = Ri-1— (Rk-1,Am )Am,
3. k—k+1

4. Critére d’arrét

Exemple et mise en pratique

Pour comparer la contribution de chaque colonne A; de la matrice A au signal y, on doit en

premier lieu normaliser les colonnes de la matrice A. La procédure qu’on implémentera consiste
a:
1. Calculer la matrice AT A.

2. Extraire les éléments diagonaux d; de AT A. Pour j =1,...,N, d; = AjTAj = || 4,3

3. Normaliser les vecteurs colonnes de la matrice A :

A A AN

An: ) PR
Vdi da N
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Algorithme MP amélioré : o =MPA(y,A)

1. Normaliser la matrice A

Calculer Al + A'A
Extraire la diagonale D <« diag(A1l)
Normaliser A A/\/ﬁ

2. Appliquer 1’algorithme MP(y,A)

Exercice 4. On considére la matrice

1 1 1 2 1

o) - - z _Z

2\[ 3\/§ 3\/6 3 3

1 1 1 2 2

A= ——/2 —— S Z S

2\[ 3\/§ 6\/6 3 3

1 1 1 2

0 —-V3 -V6 = =

3 G\f 3 3

4 1 5
-1 3 2
0 4 1
Soit o = 0 | une représentation 3-parcimonieuse du vecteur y = 3 + 5\@ dans le
2

0 2
3

dictionnaire A :y = Aa.

1. Reconstruire "a la main", une approrimation de la représentation o en utilisant l’algo-
rithme du Matching Pursuit. On choisira un critére d’arrét relatif au seuil du résiduel :
|R|| <€ ot e=1075.

2. Implémenter Ualgorithme du reconstruction du Matching Pursuit MPA sur Scilab.
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3. Orthogonal Matching Pursuit

Le Matching Pursuit Orthogonal s’inspire de I'algorithme du Maching Pursuit. La différence
entre les deux algorithmes réside dans la mise a jour des approximations du signal y € R™ et
du résiduel, on utilisera la projection orhogonale d’oti le nom de la méthode.

3.1 Principe de I’Orthogonal Matching Pursuit

Le principe de ’Orthogonal Matching Pursuit est de décomposer itérativement le signal y

dans un dictionnaire qui minimise I’erreur quadratique moyenne.

1. A P’étape 0, on considére que /y\(o) — Ogm et donc le résiduel est R(©) = Y.

2. A Yitération 1, on cherche I'atome A,,, qui contribue le plus au résiduel de 1’étape

précédente R(O©).

Mise & jour du dictionnaire actif : D) = [Aml}.

Mise a jour de Uapprozimation : 7§V = argmin Hy — D(l)ng.
x

Mise & jour du résiduel : RW = Yy — Aml?/]ﬂ)

3. A Titération k, on cherche I'atome A,,, qui contribue le plus au résiduel de ’étape

précédente R~

Mise a jour du dictionnaire actif : D®) = [DF-1 A, 1.

Mise & jour de Uapprozimation : §*) = argmin Hy — D(k)xH;.
x

Mise a jour du résiduel : R¥) = — Amkﬂ(k)
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3.2 Algorithme du "Orthogonal Matching Pursuit"

Le principe du Matching Pursuit repose sur une séléction d’atémes dont la contribution au

résiduel est la plus grande et une minimisation d’erreur.

Algorithme MP : o =0MP(y,A)

1. Initialisation : Ro¢+y, Yo« 0 et Dy=10
2. A 1’itération k:

Pour j=1,...,n,

calculer (Ryx_1,A;)
Fin pour
séléctionner my = argmax‘(Rk_l, Aj)‘
Mise a jour:

Dy = [Dx-1,Am,]
Yk = argm}inHy—Dka

Rk = y— Dxyx

3. k+—k+1

4. Critére d’arrét

Exercice 5. Soient y e RN et V = Vect{vl,vg, .. ,vl}.

1. Résoudre le probleme des moindres carrées :

Yy = arg min

2
zER! 2

l
Y= Z ZiV;
i=1

2. Appliquer Ualgorithme OMP & la reconstruction du signal de 'ezercice 1.

3. Implémenter Ualgorithme OMP sur Scilab.
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