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PROJET : Simulation du modèle de LundbergRuine en Assuran
eContexteL'assuran
e est un 
ontrat de transfert de risques entre deux parties : l'assureur prend à son
ompte un risque (sinistres, dommages à la personne ...) en é
hange d'une 
otisation versée parl'assuré. Les so
iétés d'assuran
e s'appuient sur un grand nombre d'assurés pour mutualiser lesrisques (e�et loi des grands nombres) ; en 2013 , le 
hi�re d'a�aires de l'assuran
e en Fran
edépasse les 180 milliards d'euros. L'évaluation de la solvabilité d'une so
iété d'assuran
e estune question 
ru
iale et 
omplexe ; en 2008, le groupe améri
ain AIG a du être ren�oué par laRéserve Fédérale Améri
aine alors qu'il était au bord de la ruine, son 
apital ayant été largementdépré
ié suite à la 
rise des sub-primes. En Europe, la réforme réglementaire Solvabilité IIimpose de mieux mesurer les expositions aux risques, en évaluant par exemple les probabilitésd'insolvabilité et de ruine. A�
her des ex
ellents indi
ateurs de solvabilité sert aussi d'argumentmarketing auprès des 
lients.Plus pré
isément, une 
ompagnie d'as-suran
e dispose d'un 
apital (fondspropres) ; elle perçoit régulièrement des
otisations de ses 
lients, et les indem-nise en 
as de sinistres. Cette 
ompa-gnie propose en général des 
ontratsde di�érents types liés aux di�érentesbran
hes de son a
tivité : assuran
e vie,
omplémentaire santé, assuran
e habi-tation,assuran
e automobile,assuran
e
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responsabilité 
ivile, et
., ave
 des taux de 
otisation qui dépendent de la fréquen
e dessinistres et de leur sévérité. Elle est ruinée lorsque les montants à rembourser sont supérieursau 
apital de départ 
umulé ave
 les 
otisations perçues ; 
ela se produit en 
as d'apparitionde sinistres plus fréquents ou plus importants (
atastrophes naturelles, épidémies. . .) ou si le
apital initial et les 
otisations sont insu�sants. Il est don
 
ru
ial de déterminer et/ou d'ajuster
es paramètres pour garantir la pérennité d'une 
ompagnie d'assuran
e. En�n, il est possiblequ'une bran
he de l'assureur soit au bord de la ruine sans que l'assureur le soit globalement.1



ModélisationPour 
ommen
er, on 
onsidère une seule bran
he d'a
tivité. La 
ompagnie d'assuran
e- perçoit des 
otisations de ses 
lients, pour simpli�er, en 
ontinu et uniformément répartiessur l'année. On note c le taux de 
otisation par unité de temps. Les re
ettes de la 
ompagniependant un temps t sont don
 c · t,- verse des indemnités à ses assurés sinistrés en fon
tion des dommages subis.
Rt = x+ c · t−

Nt∑

k=1

ZkOn note
• Rt est sa réserve à l'instant t
• x est un 
apital de départ
• c est le taux de 
otisation par unité de temps.
• 0 = T0 < T1 < T2 < · · · les instants aléatoires des sinistres
• (Zk)k≥1 les dommages. Le montant du k ème sinistre est modélisé par une variablealéatoire Zk
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• le nombre de sinistres entre l'instant 0 et t est modélise par le pro
essus sto
hastiquede 
omptage
Nt =

∑

k=1

1Tk≤t, Tk =
k∑

i=1

τi, t ∈ [0, T ]

• τi les durées entre deux sinistres su

essifs
• le montant 
umulé des sinistre est modélisé par un pro
essus de Poisson 
omposé Xt

Xt =
Nt∑

k=1

Zk

2



Modèle de Lundberg-Cromer, les paramètres.
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T4Modélisation des sinistresL'étude de la probabilité de ruine et notamment son 
omportement asymptotique vontdépendre signi�
ativement du type de la loi de Zk : queue �ne ou lourde.Historiquement, Lundberg et Cramer on fait leur étude pour les lois à queues �nes, qui ontl'avantage d'être plus simples à manipuler. Cependant des études statistiques ont montré quedes événements 
omme les 
atastrophes naturelles, tremblements de terres, des épidémies, oules attaques terroristes, relativement rares mais d'un 
oût très élevé, ne peuvent être modéliséspar des lois à queues �nes. La théorie du risque s'est don
 développée également pour des loisà queues lourdes.
• Lois à queues �nes :La loi des montants remboursés (Zk)k≥1 est à queue �ne si il existe γ > 0 et C > 0 tels que

P[(Zk) > x] < Ce−γx, x ≥ 0Quelques lois de Zk à queues �nes :
• la loi Gamma de paramètres (α; β), α > 0 et β > 0 ave
 la fon
tion de densité

fZ(x) =
1

Γ(α)
βαxα−1e−βx

• la loi Exponentielle ave
 la fon
tion de densité
fZ(x) = λe−λxIx≥03



• la loi Weirbull (α, β), α > 0 et β > 0 ave
 la fon
tion de densité
fZ(x) =

α

bα
xα−1e−( x

β
)α
Ix≥0Quelques lois de Zk à queues lourde :

• la loi Pareto (α, β), α > 0 et β > 0 ave
 la fon
tion de densité
fZ(x) =

αβα

xα+1
Ix≥β
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• Les durées entre deux sinistres su

essifs (τk)k≥1 dé�nies par
τk = Tk − Tk−1,sont supposées indépendantes entre elles et indépendantes des sinistres ; on suppose qu'ellessont distribuées suivant des variables exponentielles de paramètre λ, λ > 0.Ruine.

• Ruine à l'horizon �nieLa so
iété est ruinée à l'horizon T si la réserve RT est négative :
RT = X + cT −

Nt∑

k=1

Zk < 0.4



Nous sommes intéressés par la probabilité de ruine sur un horizon �ni 
'est à dire avant uninstant donné T , dé�ni par
P[RT < 0|R(0) = X ].

• Ruine à l'horizon in�nieAlternativement, on peut étudier les probabilités de survie sur un horizon in�ni.La probabilité de ruine "éventuelle" (sur un horizon in�ni) est dé�nie par :
P[∃t : Rt < 0|R(0) = X ].Le temps de ruine est alors

Tx = inf{t > 0 : R(t) < 0}.L'assureur a 
lairement intérêt à 
e que la probabilité de ruine soit la plus petite possible. D'unpoint de vue mathématique, 
ette probabilité n'est pas fa
ile a évaluer. L'obje
tif de 
e projetest de la 
al
uler, lorsque 
'est possible par la méthode de Monte-Carlo.La théorie de LundbergLa théorie de Lundberg nous donne une idée du 
omportement la probabilité de ruine quand
x = R(0) est grand. La probabilité de non ruine

ψ(x) = P[∀t : Rt > 0|R(0) = x, x→ ∞]véri�e l'équation integro-di�érentielle suivante
ψ(x) =

ρ

1 + ρ
+

1

1 + ρ

∫ x

0

ψ(x− z)F̂Z(z)dz

• m = E[Zk],
• ρ = c−λm

λm
s'appelle le 
oe�
ient de 
hargement te
hnique

• FZ(z) est la fon
tion de repartition de la variable aléatoire Z = Zk, ∀k (le montantd'un sinistre)
• F̂Z(z) = 1− FZ(z)Il y a 
ependant un 
as ou ψ(x) se 
al
ule fa
ilement. C'est le 
as des sinistres qui suit laloi exponentielle.

ψ(x) ≤ e−
ργx
1+ρCette inégalité s'appelle l'inégalité de Lundberg.Théorème fondamental de Transformation de Ess
her.Soit (Ω,FT ,P) et (Ω,FT ,Q) deux espa
es de probabilités.Soit Xt =

∑Nt

k=1 Zk un pro
essus de Poisson 
omposé dans (Ω,FT ,P), t ∈ [0, T ] de l'intensité( par unité de temps) λ et soit FT la tribu engendrée par (Xt)0≤t≤T .5



La variable aléatoire L̂T est une densité de probabilité sur FT qui dé�nit une nouvelleprobabilité Q :
dQ|FT

= L̂T · dP|FT
, L̂T =

dQ

dP
= eθXT−Γ(θ)sous laquelle

XQ
t =

N
Q
t∑

k=1

ZQ

kest un pro
essus de Poisson 
omposé de 
ara
téristiques suivantes :
• sa intensité est

λQ = λ · E[eθ·Z1 ], θ ∈ R+
∗

• la fon
tion de densité de ZQ
k

fQ
Z (y) = fZ(y)

eyθ

EP [eθ·Z1 ]

• L̂T = dQ
dP

= eθXT−Γ(θ) est la dérivée Radon Nikodym.
• LT = dP

dQ
= e−θX

Q
T
+Γ(θ) est la dérivée Radon Nikodym.

• Γ(θ) = ln(EP [e
θ·XT ])Inversement pour passer de P à Q on utilise LT = dQ

dP
= e−θX

Q
T
+Γ(θ) La valeur optimale deparamètre θ est la ra
ine de l'équation

Γ′(θ) = a.Quand 
ette équation est satisfaite pour un paramètre θ∗ la varian
e de l'évènement rare 
al
uléeave
 
e paramètre est minimale. Cal
ule de la ruine rare.D'après le modèle de Lundberg
Rt = x+ c · t−

Nt∑

k=1

Zk = a−Xt, a = x+ c · tOn 
her
he la probabilité de la ruine à horizon �ni et on passe de l'espa
e ave
 la mesure Pdans l'espa
e ave
 la mesure Q :
P[XT > a] = EP[IXT>a] = EQ[IXQ

T
>a

dP

dQ
] = EQ[IXQ

T
>a
LT ] = EQ[IXQ

T
>a
e−θX

Q

T
+Γ(θ)]La probabilité P[XT > a] est très petite ( parfois 10−30 !). Pour pouvoir 
al
uler 
etteprobabilité par Monte Carlo on génère (dans Q !) les sinistres ave
 l'intensité λQ beau
oupplus élevée λ 
e que permet de 
ompter I

X
Q

T
>a
. Cependant pour 
ompenser 
ette valeur élevéeon ajoute un 
oe�
ient de passage ( la dérivée Radon Nikodym) LT dont la valeur est très6



petite. On restore don
 pour la probabilité re
her
hée une très petite valeur. Cette méthode deMonte-Carlo s'appelle l'É
hantillonnage Préférentiel or "Importan
e Sampling".Inversement pour passer de Q à P on utilise L̂T = dQ
dP

= e−θX
Q

T
+Γ(θ).

Q[XT > a] = EQ[IXQ
T
>a
] = EP[IXT>a

dQ

dP
] = EP[IXT>aL̂T ] = EP[IXT>ae

θXT−Γ(θ)]

7



Travail à faireRisque de ruine à l'horizon �ni TL'obje
tif de 
ette partie est de 
al
uler la probabilité de ruine
P(RT < 0).pour di�érentes valeurs des paramètres du modèle (X ;α; β;λ; c) et pour T = 1 an.1. Estimer la probabilité de ruine au bout d'un an pour les deux jeux de paramètres suivants :

{c = 14; α = 3; λ =
1

24
; β = 0.04; X = 50}

{c = 14; α = 3; λ =
1

24
; β = 0.04; X = 250}2. Construire le graphe qui a�
he l'evolution de la probabilité de ruine en fon
tion du 
apitalde départ.3. Construire le graphe qui a�
he l'evolution de la probabilité de ruine en fon
tion dul'horizon T .4. Estimer la distribution de RT sa
hant qu'il y a eu ruine à l'instant T .Risque de ruine à l'horizon in�niEstimer la probabilité de ruine et le temps de ruine pour les mêmes jeux de données.Risque de ruine à l'horizon 1 an est un évènement rare.1. Simuler un évènement rare (P ∼ 10−17 !) à l'aide de transformation d'Ess
her.2. Estimer la probabilité de ruine au bout d'un an pour les deux jeux de paramètres suivants :

{c = 14; α = 2.5; λ = 2; β = 0.5; X = 250.}

{c = 1; α = 1; λ = 0.5; β = 1; X = 250.}3. Déterminer le 
apital initial que la 
ompagnie doit avoir pour que sa probabilité de ruineà l'horizon annuel soit inférieure à 10−4, 10−6.4. Estimer la distribution de RT sa
hant qu'il y a eu ruine à l'instant T .Compagnie diversi�ée.
8



Dans 
ette se
tion, on suppose que la 
ompagnie étudiée propose des assuran
es habitationset des assuran
es automobiles, et qu'une partie des sinistres liés aux risques naturels (Covid-19)
NRN

t tou
hent à la fois le se
teur automobile et habitation. On ajoute des sinistres propres auxhabitations NH
t et des sinistres propres aux voitures NA

t : le nombre de sinistres a�e
tant labran
he habitation jusqu'au temps t est don
 NRN
t +NH

t et le nombre des sinistres a�e
tantla bran
he automobile est NRN
t +NA

t .1. Estimer le risque de ruine au bout d'un an (on pourra notamment étudier la ruine de
haque bran
he et les e�ets de 
ompensation entre bran
he).2. Déterminer le 
apital initial dont doit disposer la 
ompagnie pour que sa probabilité deruine à horizon 1 an soit inférieure à 10..6. Comment répartir un 
apital donné entre ses deuxbran
hes ?3. Représenter la distribution de la réserve sa
hant qu'il y a eu ruine.
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Livrable 1. - A
tivité 1. Etudes mathématiques.Cet a
tivité vise à vous familiariser ave
 des notions mathématiques de l'assuran
e et ave
des bases de la théorie de la ruine : le modèle de Lundberg-Cramer.1. On vous propose de montrer théoriquement que le pro
essus de 
omptage
Nt =

∞∑

k=1

ITk≤t, Tk =

k∑

i=1

τisuit la loi de Poisson de paramètre λt.Pour 
ela vous suivez les étapes :
• v.a. τi suit la loi exponentielleVous montrez par ré
urren
e que Tk =

∑k

i=1 τi suit la loi de Gamma(k, λ) de fon
tion dedensité
fTk

(x) =
λ

(k − 1)!
(λx)k−1e−λx Ix≥0en utilisant le théorème suivante :Soit v.a. ξ1 possède une fon
tion de densité fξ1(x) = λe−λx Ix≥0v.a. ξ2 possède une fon
tion de densité fξ2(x) = λe−λx Ix≥0 alorsv.a. Z = ξ1 + ξ2 possède une fon
tion de densité fZ(x) = ∫∞

−∞
ξ1(x− y)ξ2(y)dy2. Soit t un instant �xe. Montrer que

P[Nt = k] =
(λt)k

k!
e−λt
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t
Tk Tk+1Tk−1 Tk+2

Ntk k + 1 k + 2k − 1

0Justi�er d'abord que
P[Nt = k] = P[k ≤ Nt < k + 1] = P[Nt ≥ k]− P[Nt ≥ k + 1]Justi�er aussi que

P[Nt ≥ k] = P[Tk ≤ t]Vous 
ontinuez et utilisez l'expression de la fon
tion de répartition de v.a. Tk et Tk+1.3. Cal
uler l'espéran
e :
E[X(t)], X(t) =

Nt∑

k=1

Zk.Utilizer l'espéran
e 
onditionnelle :
E[X(t)] =

∞∑

k=0

E[
Nt∑

i=1

Zi|Nt = k] · P[Nt = k]10



Indi
ation : Lorsqu'on ne possède a priori au
une information sur la situation aléatoire
onsidérée, la meilleur approximation (au sens L2) d'une variables aléatoire X (dansnotre 
as il s'agit de Xt, t est �xe) est son espéran
e.Par 
ontre, si on observe une v.a. ( dans notre 
as il s'agit de Nt), ou plus généralement si ona a

ès à l'information dé
rite par une tribu A, la meilleur approximation de X , 
ompte-tenue de 
ette information est une v.a. A- mesurable, appelée l'espéran
e 
onditionnellede X sa
hant A. Par dé�nition de l'espéran
e 
onditionnelle E[X|A] :
∀A ∈ A, E[1AX ] = E[1A E[X|A]]Dans notre 
as A = {Nt = 0 ou 1 ou 2 ou 3 ...}On veut 
al
uler E[Xt] et il est sous-entendu que A se réalise.

E[Xt] = E[1AXt] = E[1A E[Xt |A]] = E[1Nt={0,1,2,...}E[Xt |Nt = {0, 1, 2, ...}]] =

∞∑

k=0

E[

Nt∑

i=1

Zi|Nt = k] · P[Nt = k] =

∞∑

k=0

E[

k∑

i=1

Zi] · P[Nt = k] (∗)4. Cal
uler une espéran
e suivante très utile pour la suite :
E[eθ·X(t)], θ ∈ R+
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Livrable 1. - A
tivité 2. Simulations de Monte-CarloSimuler par Monte-Carlo en ( S
ilab ou Matlab ou Python) :1. Pro
essus de 
omptage Nt par deux façons di�érentes : à partir de la dé�nition
Nt =

∞∑

k=1

ITk≤t = Iτ1≤t + Iτ1+τ2≤t + Iτ1+τ2+τ3≤t + Iτ1+τ2+τ3+τ4≤t + ....pour t = 1, λ = 2, λ = 5 et λ = 1
24Tra
er les graphes de fon
tion de densité de Poisson.2. Variable aléatoire Gamma(α, β) pour les deux 
as : α est un nombre entier et α estquel
onque.

• Dans le 
as α = n simulez n fois une v.a. Yi qui suivent la loi exponentielle de paramètre
β. La variable aléatoire

X = Y1 + Y2 + Y3 + ...+ Ynsuit la loi de Gamma (n, β).
• Dans le deuxième 
as vous utilisez la méthode de Rejet (voir le 
ours MCMC).
• Vous tra
ez les graphes de fon
tion de densité de Gamma pour les di�érentes para-mètres : Gamma(1, 1

2
),Gamma(2, 1

2
), Gamma(3, 1

2
), Gamma(5, 1), Gamma(9, 2) Gamma(2.5, 1

2
)Gamma(3.5, 1

2
)et 
omparer les graphes ave
 
eux de Wikipedia.2. Variable aléatoire Pareto. V. a. Pareto modélise des dommages 
ausés par Covid -19.Choisissez des jeux de données et tra
ez les fon
tion de densités.Déposer sur AREL le rapport ave
 des démonstrations mathématiques et ave
 des graphesde fon
tions de densité. Atta
her les 
odes.Livrable 2. - A
tivité 1. Simulation Monte-Carlo.Dans 
ette a
tivité1. Vous simulez l'evolution de la réserve de la 
ompagnie d'assuran
e Rt.Vous étudiez les e�ets ses sinistres modélisées par v.a. Gamma (de queue �ne) et de par v.a.Pareto (de queue lourde).2. Vous estimez la probabilité de ruine au bout d'un an (horizon �ni) pour les deux jeux deparamètres.3. Vous estimez la probabilité de ruine et le temps de la ruine (horizon in�ni) pour des deuxjeux de paramètres que vous 
hoisissez vous même.4. Vous étudiez la méthode de 
hangement de l'espa
e de probabilité et la transformationd'Ess
her.5. Vous simulez une ruine rare.6. Finalement vous étudiez le mé
anisme de fon
tionnement de 
ompagnie diversi�ée.12



Livrable 2. - A
tivité 2. Etudes Mathématiques.1. Montrer que dans l'espa
e de probabilité (Ω,FT ,Q) sous laquelle
XQ

t =

N
Q
t∑

k=1

ZQ
kest un pro
essus de Poisson 
omposé de 
ara
téristiques suivantes :

• sa intensité est
λQ = λ · E[eθ·Z1 ] = λ(

β

β − θ
)α, θ ∈ R+

∗

• la fon
tion de densité de ZQ
k

fQ
G (y) = fG(y) ·

eyθ

EP [eθ·Z1 ]
=

1

Γ(α)
(β − θ)αyα−1e−(β−θ)y
'est à dire la loi de fQ

G(y) est la loi de Gamma des paramètres (α, β − θ).
• La dérivée Radon Nikodym

L̂T =
dQ

dP
= eθXT−Γ(θ)est la dérivée Radon Nikodym.

• Le 
oe�
ient Γ(θ)
Γ(θ) = ln(EP [e

θ·XT ]) = λT ((
β

β − θ
)α − 1)

• Le paramètre optimale
θ = β − β(

β(x+ cT )

αλT
)−

1

α+12. Consulter toujours " Travail à faire" de la page 8.Présentez le rapport 
omplet du projet, les résultats a

ompagnés par desgraphes en S
ilab ou Matlab. Présenter les pseudo-
odes. Cette présentation doitêtre appelée de façon transparente par un programme.Référen
es bibliographiques1. Cours sur la simulation des variables aléatoires de Poisson, géométrique, pro
essus dePoisson 
omposé, fon
tion de densité des variables aléatoires, simulation des évènements rareset transformation d'Ess
her est en preparation par I.K.2. https : //fr.wikipedia.org/wiki/SolvabilitII3. Ni
ole El Karoui et Emmanuel Gobet "Les outils sto
hastiques des mar
hés �nan
iers".Les éditions de l'E
ole Polyte
hnique.4. Jean-François DELMAS, Cours "Pro
essus ave
 sauts et appli
ations au mar
hé de l'éner-gie". 13



5. R. G Gallager, MIT OpenCourse Ware 6.262 Dis
rete Sto
hasti
 Pro
esseshttps ://o
w.mit.edu/
ourses/ele
tri
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omputer-s
ien
e/6-262-dis
rete-sto
hasti
-pro
esses-spring-2011/
ourse-notes/Théorie de la ruine :6. S. Asmussen and B. Tu�n, "Sto
hasti
 simulation" (2007)Changement de probabilité exponentiel :7. P. Glasserman, "Monte Carlo methods in �nan
ial engineering" (2003)8. J.A. Bu
klew : "Large deviation te
hniques in de
ision, simulation, and estimation" (1990)9. J.H. Blan
het, K. Leder, and P.W. Glynn. "E�
ient simulation of light-tailed sums :an old-folk song sung to a faster new tune" : In Monte-Carlo and quasi-Monte-Carlo methods2008, pages 227 248. Springer, Berlin, 2009.10. Mikos
h : "Non-Life Insuran
e Mathemati
s" (Springer 2004)
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