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PROJET : CHAÎNES DE MARKOV EN FINANCE.MÉTHODES STOCHASTIQUES ET DÉTERMINISTES DE PRICING.
Les modèles dis
rètes binomial et trinomial sont très répandues en �nan
e. Une des appli-
ations de 
es modèles est l'évaluation des options et des obligations. D'une grande simpli
ité,ils ont permis à des générations de traders et de market-makers d'évaluer leurs "books" ave
une �exibilité su�sante pour leur permettre de gagner leurs vies, et parfois plus.A
tuellement les Chaînes de Markov 
onstruites à partir de l'arbre Binomial sont utiliséspour implémenter l'évolution des a
tifs sous-ja
ents et 
al
uler les prix des options exotiquesdont les équations n'admettent pas une formule analytique. Les Chaînes de Markov sont ap-pliquées aussi pour générer des évènements rares. Dans 
e 
as les algorithmes génétiques per-mettent de séle
tionner les Chaînes intéressantes pour un problème étudié.Les modèles fournissent les moyens les plus simples pour évaluer les options améri
aines. Lapro
edure de 
al
ule est une simple appli
ation de l'équation de Bellman, bien 
onnue en pro-grammation dynamique. L'arbre trinomial est la première modi�
ation que les 
her
heurs ontfait subir à l'arbre binomial pour la rendre plus �exible. A tout moment le prix d'un instrument�nan
er peut enregistrer trois mouvement dans un arbre trinomial plut�t que deux 
omme dansl'arbre binomial. A partir d'un tel arbre on peux reproduire un pro
essus Ornstein- Uhlenbe
kou pro
essus de retour vers la moyenne. Un tel arbre permet d'intégrer le phénomène du smilede volatilité. Les extensions des arbres simples sont nombreuses.Plus ré
emment d'autres va-riantes de l'arbre binomial sont apparues. D'abord l'arbre quadrinomial qui est parti
ulièrementpopulaire pour les options réelles. Ensuite Rubinstein a développé l'arbre impli
ite qui prenden 
ompte, lors de sa 
onstru
tion les prix des options observés sur le mar
hé. On appliqueaussi la te
hnique de l'arbre binomial pour évaluer les titres à revenues �xes.
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1 Introdu
tion1.1 Evolution de l'a
tif sous-ja
ent dans le Modèle BinomialSupposons qu'une a
tion S évolue dans le temps sur l'intervalle [0, T ]. Dis
rétisons l'in-tervalle [0, T ] : tn = ∆ · tn, T = ∆t · N . A 
haque instant tn on fait 
orrespondre le prix
Sn :

tn → Sn, t0 → S0L'idée prin
ipale de la Méthode Bin�miale est la suivante : Sn+1 n'admet que 2 valeurs possibles :
Sn+1 =

{

u · Sn

d · SnOn peut don
 appro
her la di�usion dans le temps par une 
haîne de Markov (voir le 
oursde pro
essus sto
hastiques dis
rets) - un arbre bin�mial.

PSfrag repla
ements

Sn

p

1− p

Sn · u

Sn · d

barierebarierebariere

on remonte le tempsCal
ul du prix des options sur 
haque niveau temporel a partir de la maturite

Introduisons un autre indi
e "i" pour 
al
uler le prix de l'a
tion à 
haque noeud de l'arbre
S(n, i) = (u)i(d)n−iS0

• l'indi
e n est l'indi
e temporel
• l'indi
e i est l'indi
e d'une bran
he qui dé�nit la valeur de l'a
tion parmi n + 1 valeurspossibles :

0 ≤ i ≤ n

PSfrag repla
ements

S0

S0 · u

S0 · d

S0 · u2

S0 · ud

S0 · d2

S0 · uN

S0 · uN−1d

S0 · uN−2d2

S0 · udN−1

S0 · dN

t0 t1 t2 t3 tN

barierebarierebariere

on remonte le tempsCal
ul du prix des options sur 
haque niveau temporel a partir de la maturite

t

S

2



1.2 Evolution de l'a
tif sous-ja
ent dans le Modèle TrinomialSupposons qu'une a
tion S évolue dans le temps sur l'intervalle [0, T ]. Dis
rétisons l'inter-valle [0, T ] : tn = ∆tn, T = ∆tN . A 
haque instant tn on fait 
orrespondre le prix Sn :
tn → Sn, t0 → S0L'idée prin
ipale de la Méthode Trin�miale est la suivante : Sn+1 n'admet que 3 valeurs pos-sibles :
Sn+1 =







u · Sn

Sn

d · SnOn peut don
 appro
her la di�usion dans le temps par une 
haîne de Markov - un arbretrin�mial.

PSfrag repla
ements

Sn · u

Sn · d

Sn

p

q

1− p− qSn

barierebarierebariere

on remonte le tempsCal
ul du prix des options sur 
haque niveau temporel a partir de la maturite

Pour que l'arbre soit re
ombinant (un arbre est dit re
ombinant si le nombre de noeudsdans 
haque tran
he 
roit linéairement ave
 temps et non pas exponentiellement), on pose
ud = 1Dans l'arbre trin�mial on dé�nit la probabilité historique de transition ou la matri
e detransition P :







P[Sn+1 = u · x/Sn = x] = p
P[Sn+1 = x/Sn = x] = 1− p− q

P[Sn+1 = d · x/Sn = x] = qIntroduisons un autre indi
e "i" pour 
al
uler le prix de l'a
tion à 
haque noeud de l'arbre
S(n, i) = (u)

i

2 (d)n−
i

2S0

• l'indi
e n est l'indi
e temporel
• l'indi
e i est l'indi
e d'une bran
he qui dé�nit la valeur de l'a
tion (ou un a
tif sous-ja
ent)parmi n+ 1 valeurs possibles :

0 ≤ i ≤ 2 · n
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PSfrag repla
ements

S0

S0 · u

S0 · d

t0 t1 t2 t3 tN

barierebarierebariere

on remonte le tempsCal
ul du prix des options sur 
haque niveau temporel a partir de la maturite

t

S

1.3 OptionL'option (Call) Européenne est un 
ontrat ave
 une banque que donne la possibilité ( pasl'obligation ) d'a
heter une a
tion à la date t = T ave
 le prix K bien dé�ni en avan
e.
K est le prix d'exer
i
e, il s'appelle "strike". T est le temps d'exer
i
e.A l'instant tN = T le prix le l'option est dé�ni par la formule suivante :

V (T, SN) = fpay−off (SN),où fpay−off s'appelle la fon
tion pay-o�.Pour l'option européenne
fpay−off (x) = max(x−K, 0)Don


fpay−off (SN) = max(SN −K, 0)Supposons vous a
hetez au prix K une a
tion qui vaut SN à la date t = T
• Si SN > K vous gagnez S −K
• Si SN < K vous n'exer
ez pas le 
ontrat.Exer
i
e 1Cal
uler le prix de l'option à t = T pour 
haque SN et dessiner l'arbre.Valeurs numériques : 4



{

S0 = 10, K = 10, u = 2, d = 1/2
p = 1/3, N = 2Nous 
her
hons le prix de l'option à t = 0. C'est-à- dire nous 
her
hons V (0, S0).Ce prix est représenté par l'espéran
e 
onditionnelle :

V (0, S0) = e−rTE[fpay−off (SN )/S0]C'est le 
élèbre théorème fondamental de valorisation des a
tifs �nan
iers.Exer
i
e 2Cal
uler le prix de l'option à t = 0 ave
 le modèle Binomial.Valeurs numériques :
{

S0 = 10, K = 10, u = 2, d = 1/2
p = 1/3, N = 2Pour grand arbre (Binomial ou Trinomial ) (N → ∞) il n'est pas simple de 
al
uler lesprobabilités de 
haque bran
he qui 
onduit à une SN . Par exemple, sur le dessin vous ne voyezque deux bran
hes seulement.

PSfrag repla
ements

S0

S0 · u

S0 · d

S0 · u2

S0 · ud

S0 · d2

t0 t1 t2 t3 tN

bariere

S3
N

barierebariere

on remonte le tempsCal
ul du prix des options sur 
haque niveau temporel a partir de la maturite

t

S

PSfrag repla
ements

S0

S0 · u

S0 · d

S0 · u2

S0 · ud

S0 · d2

t0 t1 t2 t3 tN

bariere

S3
N

barierebariere

on remonte le tempsCal
ul du prix des options sur 
haque niveau temporel a partir de la maturite

t

S

On développe don
 DEUX méthodes beau
oup plus élegantes pour 
al
uler leprix des options V (0, S0). Une méthode est sto
hastique. Elle est basée sur lesChaines de Markov et les simulations de Monte- Carlo.L'autre est déterministe. Cette méthode est itérative, rapide et elle représentede plus un bon exemple de programmation dynamique.
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2 PARTIE I. MÉTHODESDEMONTECARLO PAR LESCHAÎNES DE MARKOV2.1 Convergen
e des Chaines de MarkovDans l'arbre bin�mial on dé�nit la probabilité historique de transition ou la matri
e detransition P :
{

P[Sn+1 = u · x/Sn = x] = p
P[Sn+1 = d · x/Sn = x] = 1− pA partir de la matri
e de transition on génère des 
haînes de Markov {S0, S1, S2, ..., SN} quireprésentent les prix de l'a
tif sous-ja
ent aux instants t0, t1, t2, ..., tN .Nous allons montrer que la Chaine de Markov 
onverge vers la loi logonormale. C'est -à-dire SN à 
ondition (N → ∞) suit la loi logonormale :

SN ∼ ec1N (0,1)+c2 .Ce résultat est remarquable ! En e�et un des postulats du modéle de Bla
k et S
holes est la loilogonormale pour l'a
tif sous - ja
ent. Don
 nous 
on
luons que la théorie de Chaines de Markovsur l'arbre Binomial se transforme en théorie 
ontinue de Bla
k et S
holes. La demonstrationest originale et simple.Nous avons dé�ni le prix de l'a
tion en 
haque noeud de l'arbre. C'est la matri
e S(n, i).
S(n, i) = (u)i(d)n−iS0Introduisons les variables aléatoires dis
rétes de Bernoulli Rk indépendantes.
{

P[Rk = 1] = p
P[Rk = 0] = 1− pIntroduisons la variable aléatoire Sn qui représente un des n + 1 prix possibles à l'instant

tn :
Sn = S0u

(
∑

n

k=1
Rk)d(n−

∑
n

k=1
Rk) = dn(

u

d
)(
∑

n

k=1
Rk)Don


ln(
Sn

S0
) = n ln(d) + ln(

u

d
)

n
∑

k=1

RkDu théorème de Limite Centrale
lim
n→∞

∑n
k=1Rk − np

√

pn(1− p)
→ N(0, 1)On en déduit que que pour grand n

ln(
Sn

S0

) = n(ln(d) + p ln(
u

d
)) +

√
n
√

p(1− p)N(0, 1) ln(
u

d
)don


Sn = S0e
n(ln(d)+p ln(u

d
))+N (0,1)(

√
n
√

p(1−p) ln(u
d
))6



Dans le modèle de Bla
k et S
holes
St = S0e

(r−σ2/2)t+σWtI
i Wt est la valeur �nale du mouvement Brownien qui suit la loi Normale N (0, t). Don
 à
haque instant tn = ∆t · n

Sn = S0e
(r−σ2/2)n∆t−σ

√
n·∆tN (0,1)Maintenant on peut 
alibrer l'arbre, 
'est à dire on peux établir des relations entre lesparamètres de l'arbre u, d, p et paramètres �nan
iers :le taux d'intérêt r et la volatilité σ.En e�et par identi�
ation on obtient deux relations

ln(d) + p ln(
u

d
) = (r − σ2

2
)∆t

√

p(1− p)ln(
u

d
) = σ

√
∆tOn �xe aussi p = 1/2. En résolvant le système linéaire on obtient

u = e∆t(r−σ
2

2
)+σ

√
∆t, d = e∆t(r−σ

2

2
)−σ

√
∆t.Cette 
alibration a été proposé par Desmond J. Higham (DH). Il existe d'autres méthodes de
alibration basées sur le 
al
ul des intégrales gaussiens. Nous allons les presenter plus tard.2.2 Prix de l'option par Monte CarloNous 
her
hons le prix de l'option à t = 0

V (0, S0) = e−rTE[fpay−off (SN)|S0]Le prix d'une option européenne au moment de temps t est donné par l'ésperan
e 
ondi-tionnelle d'une fon
tion pay-o� fpay−off = max(S(T )−K, 0)

V (S0, 0) = e−rT
E[max(S(T )−K, 0)|S(0) = S0] (1)On peut expliquer 
e résultat de façon suivante : on simule un grand nombre de 
haînes d'évolu-tion de l'a
tif S(t) sur l'intervalle de temps [t, T ], en partant toujours de S0. Pour 
haque 
heminon 
her
he la valeur �nale S(T ). Puis on 
al
ule la moyenne arithmétique de gains, 
'est-à direde Λ(S(T )) = max(S(T ) − K, 0). Le fa
teur e−rt exprime le fait qu'une bank rembourse lesintérêt sur l'intervalle du temps T − t.En e�et une des hypothèses fondamentales des modèles usuels est qu'il n'existe au
unestratégie �nan
ière permettant

◦ 1. sans investissement net de 
apital,
◦ 2. sans au
un risque,d'a
quérir une ri
hesse 
ertaine dans une date future. Cette hypothèse est appelée absen
ed'opportunités d'arbitrage. 7



• Un a
tif sans risque (obligation) produit des intérêts
BT = erTB0

• Un a
tif risqué devrait en moyenne produire la même performan
e qu'un investissementdans l'a
tif sans risque :
erT · V (0, S0) = E[Pay_off(ST )|S0] ⇒ V (0, S0) = e−rT · E[Pay_off(ST )|S0]Nous allons maintenant utiliser la loi de Grands Nombres et de rempla
er l'espéran
e parla somme dans la limite Nmc → ∞

V (S0, 0)estime =
e−rT

Nmc

Nmc
∑

k=1

max(S
(k)
T −K, 0).Pour trover les valeurs �nales des a
tifs simulons des Chaines de Markov et ré
upérons pour
haque 
haîne sa valeur �nale S

(k)
N . On souligne que l'indi
e k est introduit pour 
ompter les
haines de Markov : k = 1 : Nmc. En e�et simulons trois Chaînes :

PSfrag repla
ements

barierebarierebariere

on remonte le tempsCal
ul du prix des options sur 
haque niveau temporel a partir de la maturite

S(1)(T )

S(2)(T )

S(3)(T )

tt

t t tt t tT T T

S0 S0S0

K SSS gain

gain

gain est null

gain = S(1)(T )−K gain = S(2)(T )−K S(3)(T ) < KFigure 1 � Bases de la méthode de Monté-CarloLe gain moyen ( 
'est le prix V de l'option) est
1

3
((S(1)(T )−K) + (S(2)(T )−K) + 0).Le prix V de l'option est

e−rT (
1

3
((S(1)(T )−K) + (S(2)(T )−K) + 0)En 
on
lusion le prix de l'option européenne au moment t = 0 sa
hant le prixde l'a
tif S0 à 
et instant est donné par la moyenne arithmétique

V (S0, 0)estime =
e−rT

Nmc

Nmc
∑

k=1

max(S
(k)
T −K, 0).
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2.3 Calibration des arbres. Arbre Binomial.La probabilité d'un saut en hauteur p et la taille des sauts u et d sont 
hoisies de manière à
e que la Chaîne de Markov et la mar
he aléatoire 
ontinue aient la même espéran
e et la mêmevarian
e (on se
onde moment). C'est-à-dire que, étant donné que la valeur de l'a
tif est Sn aupas de temps tn, nous assimilons les valeurs de l'espéran
e et de la varian
e attendues de Sn+1dans les modèles de mar
he aléatoire 
ontinue et de Markov dis
ret. Par 
es deux 
onditionson assure que Modèle dis
rete des Chaînes de Markov appro
he dans la limite ∆t → 0 ou(N → ∞) le modèle 
ontinue de Bla
k et S
holes.
• Dans le modèle Bin�mial

E[Sn+1|Sn] = (pu+ (1− p)d)Sn

E[(Sn+1)
2|Sn] = (pu2 + (1− p)d2)(Sn)

2

• Dans le modèle de Bla
k et S
holes
Sn+1 = Sne

(r−σ2/2)∆t+σW∆tou W∆t est le mouvement Brouwnien qui suit la loi N(0,∆t) et
E[Sn+1|Sn] = Sne

r∆tDe la théorie de probabilité l'espéran
e 
onditionnelle s'exprime à l'aide de la fon
tion dedensité :
E[Sn+1|Sn] = Sn

∫ +∞

−∞
e(r−σ2/2)∆t+σxfW (x)dx

fW (x) est la fon
tion de densité de Mouvement Brouwnien
fW (x) =

1√
2π∆t

e−
x
2

2∆t .Il reste de 
al
uler l'intégrale. Nous avons aussi deuxième relation :
E[(Sn+1)

2|Sn] = (Sn)
2e2r∆t+σ2∆tFinalement on arrive au système de deux equations ave
 trois in
onnues :

{

pu+ (1− p)d = er∆t

pu2 + (1− p)d2 = e2r∆t+σ2∆tIl faut imposer une 
ondition supplémentaire. Il existe plusieurs 
hoix.
• Calibration de Cox, Ross, Rubinstein (CRR).Pour avoir l'arbre re
ombinant (
e que 
on
erne surtout l'arbre trinomial) on impose souvent

ud = 1.Nous avons maintenant 3 in
onnus et 3 equations et on peut trouver le résultat suivant :














A = 1
2
(e−r∆t + e(r+σ2)∆t)

u = A+
√
A2 − 1

d = A−
√
A2 − 1

p = er∆t−d
u−d9



• Calibration de Jarrow-Rudd (JR). On 
hoisit p = 1/2.Suite aux simples manipulations on obtient






u = er∆t(1−
√
eσ2∆t − 1

d = er∆t(1 +
√
eσ2∆t − 1

p = 1/22.4 Calibration des arbres. Arbre Trinomial.La famille des paramètres très populaire est la suivantes :






























u = eσ
√
2∆t

d = e−σ
√
2∆t

A = e
r∆t

2 ; B = e−σ
√

∆t

2

p = ( A−B
1/B−B

)2

q = ( 1/B−A
1/B−B

)23 Travail à faire en utilisant la méthode "Monte-Carlo parChaînes de Markov"Pour les 
al
uls numériques utiliser les valeurs suivantes :














K = 10
N = 20 ou N = 100

σ = 0.5, r = 0.1
T = 0.53.1 Calibration de l'arbre Binomial par 3 méthodes

• 1. Montrer les formules des CCR et veri�er que p ≤ 1
◦ Cal
uler l'intégrale gausienne et montrer :























ud = 1

A = 1
2
(e−r∆t + e(r+σ2)∆t)

u = A+
√
A2 − 1

d = A−
√
A2 − 1

p = er∆t−d
u−d

• 2. Montrer les formules des JR :






p = 1/2

u = er∆t(1−
√
eσ2∆t − 1

d = er∆t(1 +
√
eσ2∆t − 1

• 3. Répéter la demonstration de DH. 10



3.2 Simulation des Chaînes de Markov sur l'arbre Binomial
• Tra
er l'arbre binomial S(n, i) (les points) en SCILAB ou Matlab pour les deuxfamilles des paramètres : u, d, p, q (CCR et DH).
• Simuler les Chaînes de Markov de l'a
tif.Pour 
ela
◦ Dis
rétiser l'intervalle [0, T ] sur N parties : (∆t = T/N, tn = n∆t).

St0 = S0, Stn = Sn, StN = S(T )On répète que l'évolution de l'a
tif sous-ja
ent S est un pro
essus sto
hastique St, t ∈ [0, T ]Markovien. A un instant tn+1 l'a
tif Sn+1 n'admet que 2 valeurs possibles ave
 les probabilités
onnues :
Sn+1 =

{

u · Sn

d · Sn

• Fixer S0.
• Simuler S1 sa
hant que S1 est une variable aléatoire dis
rete que ne prenne que deuxvaleurs :

S1 uS0 dS0

p 1/2 1/2
• Simuler S2, S3, ...SN en s'inspirant du 
ours MCMC pour N=10.
• Tra
er une Chaine tn → Sn et superposer 
e graphe sur l'arbre pour N=10.
• Tra
er plusieurs Chaines et superposer 
es graphes sur l'arbre pour N=10.3.3 Cal
ul de prix de l'option dans le modèle Binomial
• Créer une fon
tion pay-o� de l'option Européenne, Call :







fun
tion[f℄= Payo�_Europ_Call(S)
f = max(S −K, 0)

endfunction

• Créer une fon
tion qui génère une Chaîne de Markov et retourne sa valeur �nale.
• Créer une fon
tion qui 
al
ule le prix du Call de l'option Européenne pour S0 �xe. Utiliser

N = 100, Nmc = 100 et Nmc = 1000.














































fun
tion[prix℄= Prix_Europ_S0_�xe(S0)
sum = 0

for n = 1 : Nmc

S = {Appler la fon
tion qui genere la valeur �nale d'une Chaine de Markov }
sum = sum+Payo�_Europ_Call(S)

end for
prix = e−rT sum/Nmc

endfunction11



• Cal
uler le prix du Call pour S0 = 10.
• Créer la fon
tion qui 
al
ule le prix de l'option Européene pour S0 quel
onque, parexemple pour 
haque valeur de S0 = 0, 0.5, 1, 1.5, 2, ...20.







































fun
tion [prix_option℄=Prix_Call_Europ( )
for k = 1 : 41

S0(k) = (k − 1) · 0.5prix_option(k)= Prix_Europ_S0_�xe(S0(k))
end

plot(S0,prix_option)
endfunction

• Tra
er le graphe du prix du Call de l'option Europénne : S0 → V (t = 0, S0) pour Nmc =
100, Nmc = 1000 et Nmc = 10000Utiliser plot (S0,prix_option).3.4 Cal
ul de prix de l'option à l'aide de l'arbre Trinomial3.4.1 Calibration de l'arbre TrinomialVeri�er les formules :











































u = eσ
√
2∆t

d = e−σ
√
2∆t

A = e
r∆t

2 ; B = e−σ
√

∆t

2

p = ( e
r∆t
2 −e

−σ

√
∆t
2

e
σ

√
∆t
2 −e

−σ

√
∆t
2

)2

q = ( e
σ

√
∆t
2 −e

r∆t
2

e
σ

√
∆t
2 −e

−σ

√
∆t
2

)2Pour 
ela
◦ Cal
uler

E[Sn+1|Sn]dans le modèle trinomial et l'identi�er ave
 Sne
r∆t obtenu de modèle Bla
k et S
holes.

◦ Cal
uler E[(Sn+1)
2|Sn] dans le modèle trinomial et l'identi�er ave
 e2r∆t+σ2∆t obtenu demodèle Bla
k et S
holes.

◦ Veri�er que la famille (p, q, u, d) satisfait jusqu'au l'ordre (∆t)2 relations obtenues dansles deux questions pré
édentes.
◦ Indi
ation : utiliser le développement limité d'ordre (∆t)2 .

12



3.4.2 Répéter toutes les simulations des Chaines de Markov3.4.3 Répéter les 
al
uls des prix de l'option Européenne3.4.4 Comparer les résultats4 PARTIE II. PROGRAMMATION DINAMIQUES SURLES ARBRES4.1 Equation dynamiqueIl est important de 
omprendre que ∀ fon
tion f bornée l'espéran
e 
onditionnelle
E[f(Sn+1)/Sn = x] =

∑

y∈{xu,xd}
P (x, y)f(y)Don


E[f(Sn+1)/Sn = x] = pf(u · x) + (1− p)f(d · x)Pour pouvoir implémenter numériquement la méthode introduisons une fon
tion
v(n, x) : N× R+ → Rave
 les propriétés

{

v(N, y) = fpay−off(y)
v(n, x) = e−r∆t

∑

y∈{xu,xd} P (x, y)v(n+ 1, y)L'équation
v(n, x) = e−r∆t

∑

y∈{xu,xd}
P (x, y)v(n+ 1, y)s'appelle l'équation dynamique pour l'arbre binomial. On en déduit que

e−r(T−tn)E[fpay−off (SN)/Sn] = v(n, Sn)et
e−rTE[fpay−off (SN)/S0] = v(0, S0)Alors le prix de l'option à t = 0

V (0, S0) = v(0, S0)Avant de faire la demonstration il est important de 
omprendre que ∀ fon
tion f bornéel'espéran
e 
onditionnelle
E[f(Sn+1)/Sn = x] =

∑

y∈{xu,xd}
P (x, y)f(y)Don


E[f(Sn+1)/Sn = x] = pf(u · x) + (1− p)f(d · x)13



DémonstrationSoit x = Sn et par l'équation dynamique
v(tn, Sn) = e−r∆t(p v(tn+1, uSn) + (1− p) v(tn+1, dSn))Les prix à la maturité sont 
onnus :

v(tN , SN) = max(SN −K, 0)Montrons que
v(0, S0) = e−rTE[fpay−off (SN )/S0]En e�et on applique d'abord l'équation dynamique, puis la dé�nition de l'espéran
e 
ondition-nelle :

v(tN−1, SN−1) = e−r∆t(p v(tN , uSN−1) + (1− p) v(tN , dSN−1)) =

e−r∆tE[v(tN , SN)/SN−1] = e−r∆tE[fpay−off (SN)/SN−1]

v(tN−2, SN−2) = e−r∆t(p v(tN−1, uSN−2)+(1−p) v(tN−1, dSN−2)) = e−r∆tE[v(tN−1, SN−1)/SN−2] =

e−2r∆tE[E[fpay−off (SN)/SN−1]/SN−2]] = e−2r∆tE[fpay−off (SN)/SN−2]On 
ontinue le raisonnement jusqu'au t = 04.2 AlgorithmeA 
haque noeud de l'arbre binomial 
ara
terisé par les indi
es (n, i) on asso
iele prix de l'a
tif S(n, i) et le prix de l'option v(n, i).Expli
itons l'équation dynamique
v(n, x) = e−r∆t(p v(n+ 1, xu) + (1− p) v(n+ 1, xd))On rempla
e

x = Sn
i par l'indi
e i qui dé�nie le prix de l'option à l'instant tn eton rempla
e xu = Sn+1

i+1 et xd = Sn+1
i par les indi
es i + 1 et i qui dé�nissent les prix del'option à l'instant tn+1.

PSfrag repla
ements

p

1− p

barierebarierebariere

tn tn+1

Sn
i

vni

Sn+1
i+1

vn+1
i+1

Sn+1
i

vn+1
i

on remonte le tempsCal
ul du prix des options sur 
haque niveau temporel a partir de la maturite

14



On obtient
v(n, i) = e−r∆t(p v(n+ 1, i+ 1) + (1− p) v(n+ 1, i))On applique 
ette équation en remontant le temps :1) On dé�nit le prix de l'option á la maturité :

v(N, i) = fpay−off (N, i) i = 0 : NPour le Call Européen
fpay−off (N, i) = max(S(N, i)−K, 0).2) On forme deux bou
les























for n = N − 1 : −1 : 0
for i = 0 : 1 : n

v(n, i) = e−r∆t(p · v(n+ 1, i+ 1) + (1− p) · v(n+ 1, i))
end
end

p−1

PSfrag repla
ements

p

n

t0 t1 t2 t3 tN

barierebarierebariere

i

v(N, i)

v(N − 1, i) v(N, i+ 1)
v(0, 0)

on remonte le temps

Cal
ul du prix des options sur 
haque niveau temporel a partir de la maturite t

S

En e�et, on tourne l'algorithme à la main :
si n = N − 1, i = 0 v(N − 1, 0) = e−r∆t(p · v(N, 1) + (1− p) · v(N, 0))

si n = N − 1, i = 1 v(N − 1, 1) = e−r∆t(p · v(N, 2) + (1− p) · v(N, 1))...
si n = N − 1, i = N − 1 v(N − 1, N − 1) = e−r∆t(p · v(N,N) + (1− p) · v(N,N − 1))Les prix v(N, 0), v(N, 1), ...v(N,N) sont 
onnus (prix à la maturité). On a 
al
ulé don
 toutles prix de l'option à l'instant tN−1. On pose puis n = N − 2et on 
ontinue vers n = 0.15



4.3 GrequesA l'aide du modèle Bin�mial on peut 
al
uler les Gre
ques. Par exemple, Delta de l'optionEuropéenne est dé�nie 
omme
∆ =

∂V

∂SCette notion est très importante pour les tradeurs.
• ∆n+1 − ∆n exprime la quantité des a
tions qu'il faut a
heter ( si ∆n+1 − ∆n > 0) entreles moments tn+1 et tn ou vendre ( si ∆n+1 −∆n < 0) pour 
ouvrir une option ( protéger uneoption). En anglais 
ette pro
édure s'appelle Hedging.Gamma de l'option Européenne est dé�nie 
omme

Γ =
∂2V

∂S2

4.4 Bond zero-
oupon ou l'obligationUne obligation P (t, T ) est un 
ontrat signé à un instant t délivrant 1 euro à la date t = T .
P (T, T ) = 1Parmi les obligations, seules les zéro-
oupon permettent d'éliminer réellement tout risquede taux entre deux dates :t et T .Notre but est de trouver le prix du Bond zero-
oupon P (t, T ) à l'instant t

• Si le taux d'intérêt est une 
onstante rt = r alors
P (t, T ) = e−r(T−t)

• Si le taux d'intérêt est une fon
tion d�terministe du temps rt alors
P (t, T ) = e−

∫
T

t
rsds

• Si le taux d'intérêt est un pro
essus sto
hastique alors
P (t, T ) = E[e−

∫
T

t
rsds|r(t) = r]

5 Travail à faire en utilisant la méthode "Programmationdynamique"Pour les 
al
uls numériques utiliser les valeurs suivantes :














K = 10
N = 20 ou N = 100

σ = 0.5, r = 0.1
T = 0.516



5.1 Pri
ing de l'Option Européene.5.1.1 Idées
• Dé�nir les prix de l'a
tion ∀i à l'instant tN = T , 
'est-à- dire à la muturité.

S(N, i) = S0(u)
i(d)N−i

• Dé�nir la fon
tion pay-o� et les prix de l'option à t = T

v(N, i) = fpay−off (S(N, i)) = max(S(N, i)−K, 0).

• Introduire la matri
e v(n, i).Utiliser l'équation dynamique
v(n, i) = e−r∆t(pv(n+ 1, i+ 1) + (1− p)v(n+ 1, i))et programmer en remontant le temps : faire deux bou
les par rapport à "n" et par rapport à"i".

• Trouver V (0, S0) ≡ v(0, 0) le prix de l'option européenne.
• Trouver V (0, S0) le prix de l'option européenne pour p = 1/3 et 
omparer ave
 le résultatpre
edent.
• Ajouter une bou
le supplémentaire qui va varier S0 et tra
er le graphe

S0 → V (0, S0)5.1.2 Implémentation
• On 
rée une fon
tion qui 
al
ule le prix de l'option Européene pour une valeur �xe S0 :fun
tion[prix℄=option-europ-S0-�xe(S0) ave
 le paramètre de sortie prix.
• On �xe les paramètres : r,N, T, p, u, d,K, δt = T/N.

u = e∆t(r−σ
2

2
)+σ

√
∆t, d = e∆t(r−σ

2

2
)−σ

√
∆t















for i = 0 : N
S(N, i) = S0(u)

i(d)N−i,
v(N, i) = max(S(N, i)−K, 0)

end

17



• Finalement on dé�nit la fon
tion fun
tion[prix0℄=option-europ-S0-�xe(S0) et onapplique équation dynamique en remontant le temps :






























































function[prix0] =option-europ-S0-�xe(S0).de�nitions des parametresde�nitions des valeurs de l'a
tif et de l'option a la matutite
for n = N− 1 : −1 : 0

for i = 0 : 1 : n
v(n, i) = e−r∆t(p · v(n+ 1, i+ 1) + (1− p) · v(n+ 1, i))

end
end

prix0 = v(0, 0)
endfunction

• On 
her
he prix0=v(0, 0) pour S0 = 10. Pour 
ela on appelle la fon
tion paroption-europ-S0-�xe(10).En S
ilab (Matlab) l'indi
e d'une matri
e ne peut pas être égale à zero. On doitdon
 
ommen
er l'indi
e n de 1 (�nir par N + 1 ) et l'indi
e i de 1 :
n = 1 : N + 1 i = 1 : nDon
 on obtient































































function[prix0] =option-europ-S0-�xe(S0).de�nitions des parametresde�nitions des valeurs de l'a
tif et de l'option a la matutite
for n = N : −1 : 1
for i = 1 : 1 : n

v(n, i) = e−r∆t(p · v(n+ 1, i+ 1) + (1− p) · v(n+ 1, i))
end
end

prix0 = v(1, 1)
endfunction

• Créer la fon
tion qui 
al
ule le prix de l'option Européene pour 
haque valeur de S0fun
tion [pri
e-option℄=option-europ() ave
 le ve
teur de sortie pri
e-option.






























































fun
tion [prix-option℄=option-europ()
for k = 1 : 41

S0(k) = 0.5 ∗ (k − 1)pri
e-option(k)=option-europ-S0-�xe(S0(k))
end

plot(S0,pri
e-option) (Plot en SCILAB)
xlabel ′prix de S0′

ylabel ′prix de loption′

title ′Prix de loption Europeenne′

endfunction18



Remarquez que le paramètre de sortie pri
e-option est un ve
teur. S0 l'est aussi. De mêmetaille. Il est légitime don
 d'utiliser plot.
• Comparer les résultats des prix ave
 
eux obtenue par MCMC.
• Cal
uler le prix de l'option v(t, St) à un instant quel
onque t. Ré�é
hissez 
omment
al
uler 
es prix. Tra
er une surfa
e de prix de l'option pour un quel
onque tn et une quel
onquevaleur de l'a
tif St. Utiliser la fon
tion S
ilab surf.Indi
ation. Créer un nouveau arbre de longueur T − t ave
 un sommet qui 
ommen
e de Stet dé�nir le paramètre ∆t = T−t

N5.2 Option Améri
aine.Une personne qui possède une option améri
aine peut l'exer
er à n'importe quel moment
tn ∈ [0, T ]. Don
 la fon
tion pay-o� s'é
rit de la forme

Callpay−off = max(S(n, i)−K, 0)

Putpay−off = max(K − S(n, i), 0)A 
haque noeud d'arbre on doit implémenter pour 
haque tn une fon
tion de 
omparaisonentre la valeur intrinsèque du pay-o� et la valeur de l'option obtenues par la programmationdynamique.
vam(n, i) = max(Putpay−off (S(n, i)), e

−r∆t(pvam(n+ 1, i+ 1) + (1− p)vam(n + 1, i))

vam(n, i) = max(max(K − S(n, i), 0), e−r∆t(pvam(n + 1, i+ 1) + (1− p)vam(n+ 1, i))

• Trouver le prix de l'option Améri
aine Call, Put et tra
er le graphe
S0 → Vamericaine(0, S0)

• Tra
er dans le même système du 
oordonées les options Améri
aines Call, Put et lesoption Europénnes pour les 
omparer.
• Cal
uler le prix de l'option Améri
aines Put v(t, St) à un instant quel
onque t. Tra
erune surfa
e de prix de l'option pour un quel
onque tn et une quel
onque valeur de l'a
tif Si.Utiliser la fon
tion S
ilab surf.

19



5.3 Option Exotique : Barrière Kno
k-Out.On dé�nit l'option barrière de la fa
on suivante : Si S(tn) tou
he une Barrère B :
S(tn) ≥ Bla vie de l'option prend �n et on donne la valeur zéro au prix de l'option.

PSfrag repla
ements

S0

S0 · u

S0 · d

S0 · u2

S0 · ud

S0 · d2

S0 · uN−2d2

S0 · udN−1

S0 · dN

t0 t1 t2 t3 tN

0

0

0

0

0

0

bariere B

barierebariere

on remonte le tempsCal
ul du prix des options sur 
haque niveau temporel a partir de la maturite

t

S

• Programmer l'option Barrière Kno
k-Out. Pour 
elaa) modi�er la fon
tion pay-o� de l'option :
Si S(N + 1, i) ≥ B vbariere(N + 1, i) = 0b) modi�er la programmation dynamique :

Si S(n, i) > B alors v(n, i) = 0

• tra
er le graphe
S0 → Vbariere(0, S0)

20



5.4 Option Exotique : Double Barrière Kno
k-Out.On dé�nit l'option double-barrière par l'idée suivante : Si S(tn) tou
he deux Barrières B1et B2 :
S(tn) ≥ B1 ou S(tn) ≤ B2la vie de l'option prend �n et on donne la valeur zéro au prix de l'option.

PSfrag repla
ements

S0

S0 · u

S0 · d

S0 · u2

S0 · ud

S0 · uN−2d2

t0 t1 t2 t3 tN

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

bariere

bariere B1

bariere B2

on remonte le tempsCal
ul du prix des options sur 
haque niveau temporel a partir de la maturite

t

S

• Programmer l'option Double Barrière Kno
k-Out.
• Cal
uler le prix de l'option Double Barrière Kno
k-Out v(t, St) à un instant quel
onque

t. Tra
er une surfa
e de prix de l'option pour un quel
onque tn et une quel
onque valeur del'a
tif Si. Utiliser la fon
tion S
ilab surf.Valeurs numériques :














K = 10,
p = 1/2, N = 200
σ = 0.4, r = 0.1

T = 0.5, B1 = 17, B2 = 9
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5.5 Option "Condor"La fon
tion pay-o� de l'option Condor est presenté par le graphe :
V

PSfrag repla
ements

barierebarierebariere

K

K 2K 3K 4K

on remonte le tempsCal
ul du prix des options sur 
haque niveau temporel a partir de la maturite

S

• E
rire le programme qui 
al
ule le prix de l'option "Condor".
• Tra
er le graphe S0 −→ V (0, S0) de l'option.
• Utilisez les valeurs suivantes :































L = 7K
K = 10
T = 0.5
r = 0.1
σ = 0.5
N = 995.6 Les Gre
quesOn 
al
uler les Gre
ques de fa
on suivante : On rempla
e la dérivée par la di�éren
e �nie :

∆ =
∂V

∂S
(0, S0) =

V (0, S0 + h)− V (0, S0 − h)

2h

Γ =
∂V

∂S
(0, S0) =

V (0, S0 + h) + V (0, S0 − h) + 2V (0, S0)

h2

• Programmer deux arbres bin�mials ave
 le prix initial S0 + h et S0 − h. Pour h prenez unepetite valeur 0.1.
• Cal
uler les Gre
ques pour les di�érentes options pour une S0 �xe.
• Tra
er le graphe

S0 → ∆(0, S0)pour les di�érentes options. 22



5.7 Pri
ing du Bond zero-
oupon
• On 
onstruit l'arbre des taux d'intéret.
• A 
haque noeud de l'arbre binomial 
ara
terisé par les indi
es (n, i) on asso
ie le tauxd'intéret r(n, i) et le prix du Bond P (n, i).

PSfrag repla
ements

barierebarierebariere

tn tn+1

on remonte le tempsCal
ul du prix des options sur 
haque niveau temporel a partir de la maturite

pr

1− pr

rni

P n
i

rn+1
i+1

P n+1
i+1

rn+1
i

P n+1
iOn obtient

P (n, i) = e−r(n,i)∆t(p P (n+ 1, i+ 1) + (1− p)P (n+ 1, i))

• On dé�nit le prix du Bond á la maturité :
P (N, i) = 1 i = 0 : N

• Utilisez les valeurs suivantes :






























r0 = 0.3
pr = 1/2
ur = 1.1
dr = 0.9
T = 0.5
N = 99et 
al
uler le prix du P (0, T ) à t=0.

• Regarder les Bonds ave
 les maturités di�éerents
T = [0, T1, T2, ..., TM ], Tk = ∆T · k, k = 0 : Met tra
er le graphe :

T −→ P (0, T )et le 
omparer ave
 
elui de taux �xe :
T −→ Pf(0, T ) = e−r0(T−t).

• Essayer d'autres valeurs pour les variables ur, dr. Existe-il des valeurs 
ritiques ?Pour 
alibrer (dans le projet 
e n'est pas demandé) l'arbre du taux d'intéret on utilise lesmodèles suivants :
◦ Vasi
ek
◦ Cox - Ingersoll - Ross
◦ Ho - Lee
◦ Hull - White 23



5.8 Pri
ing de l'option Européenne ave
 les taux d'intérêt sto
has-tique
• On 
onstruit l'arbre du taux d'intérêt.
• Quel arbre de l'a
tif vous 
hoisissez, CRR ou JR?
• E
rire l'équation dynamique ave
 les taux d'intérêt sto
hastique.
• E
rire le programme qui 
al
ule le prix de l'option Européenne ave
 les taux d'intérêtsto
hastique.
• Tra
er le graphe S0 −→ V (0, S0) de l'option et 
omparer le graphe ave
 
elui trouvéau paragraph 3 (Option Européenne ave
 les taux d'intérêt r0 �xe.
• Utilisez les valeurs suivantes :







































r0 = 0.3
p = 1/2
ur = 1.1
dr = 0.9
T = 0.5
N = 99
σ = 0.4
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5.9 Arbre Trinomial5.9.1 Evolution de l'a
tif sous-ja
ent dans le modèle trinomialRépétons des informations sur l'arbre Trinomial.Supposons qu'une a
tion S évolue dans le temps sur l'intervalle [0, T ]. Dis
rétisons l'inter-valle [0, T ] : tn = ∆tn, T = ∆tN . A 
haque instant tn on fait 
orrespondre le prix Sn :
tn → Sn, t0 → S0L'idée prin
ipale de la Méthode Trin�miale est la suivante : Sn+1 n'admet que 3 valeurs pos-sibles :

Sn+1 =







u · Sn

(1 + r∆t) · Sn

d · SnOn peut don
 appro
her la di�usion dans le temps par une 
haîne de Markov - un arbretrin�mial.

PSfrag repla
ements

Sn · u

Sn · d

Sn

p

q

1− p− qSn

barierebarierebariere

on remonte le tempsCal
ul du prix des options sur 
haque niveau temporel a partir de la maturite

Pour que l'arbre soit re
ombinant (un arbre est dit re
ombinant si le nombre de noeudsdans 
haque tran
he 
roit linéairement ave
 temps et non pas exponentiellement), on pose
ud = 1Dans l'arbre trin�mial on dé�nit la probabilité historique de transition ou la matri
e detransition P :







P[Sn+1 = u · x/Sn = x] = p
P[Sn+1 = (1 + r∆t) · x/Sn = x] = 1− p− q

P[Sn+1 = d · x/Sn = x] = qIntroduisons un autre indi
e "i" pour 
al
uler le prix de l'a
tion à 
haque noeud de l'arbre
S(n, i) = (u)

i

2 (d)n−
i

2S0

• l'indi
e n est l'indi
e temporel
• l'indi
e i est l'indi
e d'une bran
he qui dé�nit la valeur de l'a
tion parmi n + 1 valeurspossibles :

0 ≤ i ≤ 2 · n25



5.9.2 Pri
ing via l'arbre TrinomialA l'instant tN = T le prix le l'option est dé�ni par la formule suivante :
V (T, SN) = fpay−off (SN).Pour l'option européenne

fpay−off (SN) = max(SN −K, 0)Nous 
her
hons le prix de l'option à t = 0. C'est-à- dire nous 
her
hons V (0, S0).Ce prix est représenté par l'espéran
e 
onditionnelle :
V (0, S0) = e−rTE[fpay−off (SN )/S0]Considérons une bran
he dans l'arbre trin�mial. Il est important de 
omprendre que ∀fon
tion f bornée l'espéran
e 
onditionnelle

E[f(Sn+1)/Sn = x] =
∑

y∈{xu,xd,x(1+r∆t)}
P (x, y)f(y)Don


E[f(Sn+1)/Sn = x] = pf(u · x) + qf(d · x) + (1− q − p)f(x)Nous 
her
hons le prix de l'option à t = 0

V (0, S0) = e−rTE[fpay−off (SN )/S0]Pour pouvoir implémenter numériquement la méthode introduisons une fon
tion
v(n, x) : N× R+ → Rave
 les propriétés

{

v(N, y) = fpay−off(y)
v(n, x) = e−r∆t

∑

y∈{xu,xd,x(1+r∆t)} P (x, y)v(n+ 1, y)L'équation
v(n, x) = e−r∆t

∑

y∈{xu,xd,x(1+r∆t)}
P (x, y)v(n+ 1, y)s'appelle l'équation dynamique pour l'arbre trinomial. On en déduit que

e−r(T−tn)E[fpay−off (SN)/Sn] = v(n, Sn)et
e−rTE[fpay−off (SN)/S0] = v(0, S0)Alors le prix de l'option à t = 0

V (0, S0) = v(0, S0)
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5.9.3 AlgorithmeA 
haque noeud de l'arbre trinomial 
ara
terisé par les indi
es (n, i) on asso
ie le prix del'a
tif S(n, i) et le prix de l'option V (n, i).

PSfrag repla
ements

V n+1
i+1Sn+1

i+1

Sn+1
i+2 V n+1

i+2

q

1− p− q

p

barierebarierebariere

tn tn+1

Sn
i

vni

Sn+1
i vn+1

i

on remonte le tempsCal
ul du prix des options sur 
haque niveau temporel a partir de la maturite

t

S

Expli
itons l'équation dynamique :
V (n, i) = e−r∆t(p(n, i) · V (n+ 1, i+ 2) + q(n, i) · V (n + 1, i)+

(1− p(n, i)− q(n, i)) · V (n+ 1, i+ 1)); On applique 
ette équation en remontant le temps.
• Répéter l'algorithme dynamique pour S0 �xe
• Répéter les 
al
uls des prix de l'option Européenne. Tra
er les graphes
• Comparer les résultats sur les prix de l'option Européenne ave
 
eux obtenues à partir lel'arbre Binomial. Referen
es.1. The mathemati
s of Finan
ial Derivatives. Paul Wilmott, Sam Howison, Je� Dewynne.Cambridge University Press2. On Quantitative Finan
e. Volume 1. Paul Wilmott. Wiley.
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