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Chapitre 1

Eléments de théorie de
Sturm-Liouville

1 Définitions

En appliquant la méthode de séparation des variables pour la résolution des équations en
dérivées partielles on est souvent amenés, comme dans ’exemple ci-dessus, a résoudre des
équations différentielles ordinaires d’ordre 2 avec un parametre scalaire. On s’intéresse alors
a toutes les valeurs possibles du parametre pour lesquelles des solutions existent et, bien siur,
aux solutions elles mémes.

La théorie de Sturm-Liouville s’intéresse exactement a cette question. Nous en donnons ici

quelques éléments et surtout nous étudions quelques cas particuliers, qui nous seront utiles par
le suite.

Définition 1.1 (Equation de Sturm - Liouville). On appelle équation de Sturm-
Liouville une équation linéaire d’ordre 2 suivante :

(p(2)y' ()" + (Ap(x) — r(2))y(z) =0

ou p(x), (p(x) et r(z) sont des fonctions données, continues sur un intervalle donné
[a,b]. A est un parametre inconnu. La fonction p s’appelle fonction de pondération.

Exemple 1.1. L’équation y” + Ay = 0 que nous avons rencontrée dans ’exemple est une
équation de Sturm-Liouville avec p(z) =1, p(z) =1, r(x) = 0.

L’équation de Bessel (zy') + A(zy) = 0 est aussi une équation de Sturm-Liouville.

7



8 CHAPITRE 1. ELEMENTS DE THEORIE DE STURM-LIOUVILLE

Définition 1.2. On appelle solution de I’équation de Sturm-Liouville tout couple
(A", y*) tel que la fonction y*(z) est continue et dérivable sur l'intervalle [a, b] et vérifie
I’équation avec la valeur de parametre A = \*.

On appelle alors \* valeur propre de I’équation de Sturm-Liouville et la fonction y*(z)
fonction propre de I’équation de Sturm-Liouville.

On peut associer & une équation de type (2.29) des conditions aux bords différentes. Les
ensembles de solutions ainsi obtenues forment des familles de fonctions orthogonales pouvant
servir de bases pour une décomposition en série de Fourier.

2 Equation de Laplace avec des conditions aux bords homogenes

Dans la suite nous allons étudier en détails un exemple de probleme de Sturm-Liouville par-
ticulier que nous allons rencontrer plusieurs fois. Il s’agit de ’équation de Laplace en dimension
1 avec les conditions aux bords homogenes.

{ v+ y=0, z€]0,L]
y(0) =y(L)=0

L’équation différentielle y”” + Ay = 0 est une équation différentielle ordinaire d’ordre 2 a
coefficients constants. La solution générale dépend du signe du parametre .

- SiA>0
S = {Asin(zVA) + Beos(zVA) | (4, B) € R?}
-SiA=0
S ={Az+ B | (A,B) € R?*}
- SiA<0

S = {Aexp(zvV—\) + Bexp(—zvV—-\) | (A, B) € R?}

On détermine ensuite les constantes A et B a partir des conditions aux bords spécifiées.
- SiA>0

y(0)=0 = B=0

et
y(L)=0 = Asin(LVA) =0, A#0 = sin(LVA) =0

Cette condition est satisfaite si et seulement si LV = kr, k = 1,2,.... Nous obte-
nons ainsi une condition pour le parametre A. Le probleme (?7) admet une solution si et
seulement si le parametre A prend I'une des valeurs

k2 .
Ak_(L) , keN
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~SiA=0
y(0)=0 = B=0

et
y(L)=0 = AL=0, = A=0

Nous n’avons ainsi trouvé qu’une solution triviale y(z) = 0. Donc A = 0 n’est pas une
valeur propre.
- SiA<0
y0)=0 = A+B=0 = B=-A

et
Y(L) =0 = AWV 4 BV 20 = APV -tV g

On découvre également que la seule solution possible est celle avec A = B = 0. Donc il
n’y a pas de valeurs propres négatives.
Nous avons ainsi démontré la proposition suivante :

Proposition 1.1. L’ensemble X de valeurs propres du probleme (?7) est donné par

== () e}

Pour tout A\, € 3 les fonctions propres correspondantes sont de la forme
on(z; A) = Asin (?) , AeR"

Remarque 1.1. Nous venons de montrer dans le cas particulier de probléme (??) que a chaque
valeur propre A, correspond un ensemble de fonctions propres. Notons

F, = {Asin (Egy) , A€ ]R*}
L
En le complétant par la fonction nulle on obtient
Vo, = F,U{0} = {Asin <n—L7TJ:> , Ae R}

Ce dernier ensemble est un sous-espace vectoriel de C*[0,L] de dimension 1. Sa base est

nm
constituée d’une seule fonction ¢,(x) = sin (—:U)

L

Remarque 1.2. Il s’ensuit de la proposition que le probléeme (?77) admet une suite infinie
de solutions

{(An, n) | n € N7}

2
= (5 et =059
Or, nous savons (par la théorie des séries de Fourier) que toute fonction f € C?[0,L] se

décompose en série de sin et cos. Dans le contexte particulier de la proposition[1.1] cela signifie
que toute fonction f € C?[0, L] se décompose en série de solutions du probleme (?7).

t.q.
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3 Propriétés de ’ensemble de solutions d’un probleme de Sturm-
Liouville

Nous venons de montrer, dans le cas particulier de I’équation de Laplace aux conditions aux
bords homogenes, que ’ensemble de solutions d’un probleme de Strum-Liouville peut former
une base orthogonale dans I’espace C2[0, L] et que cela permet de décomposer n’importe quelle
autre fonction de cet espace en série de Fourier généralisée par rapport a cette base.

Pour pouvoir généraliser cette propriété intéressante a d’autres problemes de Sturme-Liouville,
de type , il faudrait prouver qu'un tel probleme admet un ensemble de solutions deux a
deux orthogonales et que cet ensemble est complet dans C2[0, L].

Remarque 1.3. Si p(z) est continue et positive on peut définir sur L*[a,b] le produit scalaire
» £ 500
pondeéré

b
(o, ) = / o)) (x)da

Dans ce contexte la proposition suivante signifie que si Ay # Ao les fonctions propres correspon-
dantes y1 et ys sont orthogonales par rapport a ce produit scalaire.

Proposition 1.2. Soient (A1,y1) et (A2, y2) deux solutions de I’équation sur une inter-
valle [a, b] vérifiant aux bords les conditions suivantes :

s(0)[y1(b)y2(b) — 1 (b)y2(b)] = s(a)[y1(a)ys(a) — y1(a)y2(a)]
Alors

b
(=) [ m(@(@)p(@) =0 (11)
Preuve de Proposition [1.2

Puisque y; (x) vérifie 'équation (2.29) nous avons

(s(@)y1)" + (Aip(x) = r(@))ya(z) = 0

Multiplions la derniére équation par ys(z) :

(s(x)y1) v2(x) + (Mp(x) = r())y1(2)ya(z) =0

et intégrons :

b b b
/ (@) (@) + M1 [ pleln @aorde = [ r@n (@) =0

Une intégration par parties dans la premiere intégrale donne :

b b b
[s(2)y} (x)y2(x)] )~ / s(x)yhys(z)dr+ / p(x)y1 ()2 (x)dr— / r(x)y1 (z)y2(x)de = 0
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Encore une intégration par parties :

b
[s(2)¥ ()a()]” — [s(2)wh (@) ()] + / (s(2)b) v (2)da
b b
Y / o)y ()2 ) de — / r(@)yy (2)ya(x)dz = 0
C.Q.F.D

Voici quelques exemples de conditions aux bords courantes qui vérifient (77).

Exemple 1.2 (Conditions aux bords séparables). On appelle conditions aux bords séparables
cosay'(a) — sinay(a) =0

cos By’ (b) + sin By(b) = 0

Ici a et B sont des constantes réelles. Les cas les plus souvent rencontrés sont :

En supposant que s(a) = s(b) on constate facilement que (??) est vérifiée.

Dans le cas de I’équation de Laplace, nous avons remarqué (voir la Remarque ??ue a chaque
valeur propre particuliere A\, correspondait une famille de fonctions propres, formant un sous-
espace vectoriel de dimension 1. Le théoreme qui suit généralise cette propriété.

Théoréeme 1.1. Soient yq et yo deux solutions non triviales du probléeme suivant

(sy") + (Ao —q)y =0
cosay'(a) — sinay(a) =0
cos By’ (b) + sin By(b) =0

Alors 3C # 0 t.q. y1(z) = Cya(x), ¥ z € [a, b].

Il reste a& montrer la complétude d’une telle famille de solutions.
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Théoreme 1.2. Soit le probleme de Sturm-Liouville

)Y +Mp—qy=0
cosay'(a) — sinay(a) =0
{ cos By’ (b) + sin By(b) = 0 (1.2)

1l admet une suite infinie de solutions

{(An,n) | € N7}

telle que toute fonction f € C?[a,b] vérifiant les conditions auz bords se décompose en
série de Fourier

f@) = Anpn(z), = € [a,b] (1.3)
n=1

avec les coefficients donnés par

b b
A,- / 2 (2)p(x)dr = / F(@)pn()p(x)da

La série converge uniformément.



Chapitre 2

Introduction aux équations aux
dérivées partielles

1 Définitions et notations

Définition 2.1. On appelle équation aux dérivées partielles linéaire de second ordre
une équation dont 'inconnue est une fonction v : D — R définie dans un domaine

D CR"
- 0u - ou
ii(T) m——F— b; =F 2.1
M_Zzlaj(m) 50z, 2Ny, T @) = F@ (2.1)

ol a;j(x), bi(x), c(x) sont des fonctions continues sur D.

Définition 2.2. L’équation ([2.1)) s’appelle homogene si F' = 0 et non homogeéne sinon.

Sauf en cas de confusion possible, nous allons parler dans la suite des équations aux dérivées
partielles (EDP), sans préciser a chaque fois qu’il s’agit des équations linéaires de second ordre.
On suppose que les coefficients {aij(a:)}zjzl forment une matrice symétrique. Notons que
cette hypothese n’entraine pas de perte de généralité car on peut toujours regrouper les termes,
en posant pour les éléments non diagonaux :

Qjj = Qj; =

13



14 CHAPITRE 2. INTRODUCTION AUX EDPS

2 Les conditions aux bords et les conditions initiales associées

Nous savons déja, par la théorie des équations différentielles ordinaires, que la solution d’une
telle équation n’est pas unique (sauf quelques rares exceptions). L’ensemble de toutes les solutions
d’une équation différentielle s’appelle solution générale. Nous avons vu que dans le cas des
équations linéaires, par exemple, la solution générale peut étre décrite sous forme paramétrique,
a 'aide de quelques constantes indéterminées. Pour déterminer une solution particuliere nous
devons généralement indiquer des conditions supplémentaires qu’elle doit vérifier. Toujours dans
le cas des équations différentielles ordinaires nous avons vu deux fagons d’indiquer des conditions :
sous forme de lconditions initiales| ou sous forme de [conditions aux bordsl

Dans le cadre de la théorie des équations en dérivées partielles il s’agit, dans la plupart des
cas, de trouver une solution particuliere d’une équation vérifiant un certain nombre de conditions,
imposées par les contraintes physiques ou autres.

On peut s’apercevoir que certains problemes liés aux équations en dérivées partielles com-
binent les conditions aux bords et les conditions initiales.

Comme dans [le cas des équations différentielles ordinaires], on distingue trois types de condi-
tions aux bords pour une équation définie sur un domaine 2 C R™

Condition de Dirichlet ou condition de Ier type
[ulscon = o(x)

Condition de Neumann ou condition de ITeme type

.=

Condition mixte ou condition de Illeme type

ao)ulo) + )5 =

€00

3 Classification des équations linéaires d’ordre 2

Les équations aux dérivées partielles peuvent étre regroupées en classes d’équivalence selon
leurs propriétés. Cette classification permet de simplifier la résolution et 1’étude de beaucoup
d’équations. En effet, un changement de variables suffit parfois pour réduire une équation a une
forme canonique, pour laquelle on connait la solution.

Commencons par définir la relation d’équivalence sur ’ensemble des équations linéaires
d’ordre 2.

Pour cela considérons un changement de variables

Y1 = @1($1,$2,..-,$n)

y2 - 902(:1:17:1:27"‘73:77/) (2 2)

yn = (Pn(xlyx%--wxn)
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Notons
1 o1(x1, e, ..., xy)
o :R" - R", & : —
Ty on(x1, T2, ..., Ty)

I’application définie par les fonctions ; ci-dessus.

Définition 2.3. Soit 9 € R”. On dit que deux EDP sont équivalentes au voisinage
U(zp) du point xq s'il existe un changement de variables (2.2)) tel que

(i) les fonctions p;(z) sont deux fois continiiment dérivables sur U (xg)
Vi=1,...,n¢; € CHU(xp))

(ii) Papplication @ est Dbijective sur U(zg) vers V(yp), voisinage de yg =
(p1(z0), p2(x0), - -, Pnl0))

(iii) il existe un voisinage V(yo) de yo = (p1(z0), 2(z0), - - -, on(x0)) tel que toutes les
applications réciproques ¢, L(y) sont deux fois contintiment dérivables sur V(1)

et que ledit changement de variables transforme 'une des EDP en l'autre.

On peut donc regrouper les EDP en classes d’équivalence par rapport a la relation d’équivalence
que 'on vient de définir. Il est alors intéressent de choisir dans chacune des classes considérées
une équation dont la forme est la plus simple pour ’étude.

3.1 Formes canoniques des EDP a deux variables

Soit une équation définie sur un domaine Q C R?

all(x’ y)uxz + 2@12(.’E, y)uxy + a22(x7 y)uyy + bl (CC, y)”a: + b2($a y)uy + C(QZ‘, y)u = F($, y) (23)

Cherchons un changement de variables sous la forme :

52 5(:L‘,y)
{ n=mn(z,y) 24

Apres un tel changement ’équation ([2.3)) se transforme en ’équation suivante

dll(ga 77)”55 + 25’/12(57 77)“577 + &22(57 W)Unn + 61 (57 77)”5 + 52(67 77)“77 + 6(5) 77)“ = F(§7 7]) (25)

avec les nouveaux coefficients définis par

a1 = a11&2 + 21268y + ak;

a1z = a11&eNe + a12(&any + 1N:8y) + a22éyny

agy = ann? + 2a12m.mny + a2277§

{71 = a11&zz + 2@12€xy + CL22£yy + 018 + b2§y (2-6>
by = 11Nz + 201200y + a227yy + b17z + bany

(& m) = c(x(&;n),y(&,n))

F(&n) = F(xz(&n),y(&mn)
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Nous pouvons remarquer que les trois premieres équations ci-dessus ont une interprétation

matricielle. En effet, notons
Ne Ty
le jacobien de I’application de changement de variables. Alors nous pouvons écrire :

A= (?” ?12> =J-A-JT (2.7)
a1 a2

Les matrices A et A étant symétriques, il est possible de choisir la transformation J de telle

sorte que la matrice A soit diagonale et sous forme canonique (voir le cours de Mathématiques

pour Ingénieur de Marietta Manolessou pour quelques rappels). Dans le cas particulier de di-

mension 2 toute matrice symétrique non nulle admet une unique forme canonique parmi les trois

possibles ci-dessous :
10 1 0 10
a=(o1) a0 )=o)

On peut donc partager I’ensemble d’équations en trois classes d’équivalence, chacune correspon-
dant & I'une des formes canoniques de la matrice A de la partie principale de I’équation.
On remarquera que
det(Cy) > 0, det(Cq) <0, det(C3) =0

et que la transformation préserve le signe du déterminant, car
det(A) = det(J)det(A)det(JT) = (det(J))>det(A)

Donc pour déterminer a quelle classe appartient une équation donnée il suffit d’évaluer le
signe du déterminant de la matrice A de sa partie principale.

Ainsi, la classification des EDP linéaires de deux variables, peut se faire selon la regle sui-
vante : On note

D = a2y — ayy - agy = —det(A) (2.8)
Alors
Si D > 0. Alors I’équation est de type hyperbolique.
Si D < 0. Alors I’équation est de type elliptique.
Si D =0. Alors I’équation est de type parabolique.

Dans chacun des cas il possible de déterminer le changement de variables permettant de
transformer I’équation donnée, de facon a obtenir sa forme canonique. Le principe de construction
du changement de variables correspondant est basé sur la recherche de caractéristiques d’une
équation. Nous présentons ici, sans démonstration, la méthode.

On appelle équation caractéristique (différentielle) associée a 1’équation I’équation
différentielle ordinaire suivante :

WYy () 4 iy =0 (2.9)
ail dx ai2 dx a22 = .

On remarque alors que D défini ci-dessus par (2.8]) est le discriminent de cette équation.
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Alors ’équation caractéristique admet deux solutions :

dy a12 + VD
dr a1l
dy 012 —VD
dr a1l

17

(2.10)

Le signe du discriminent D détermine le type de 1’équation (2.3)) et les équations ([2.10)) le

changement de variables qui la réduit a sa forme canonique.

Proposition 2.1. Soit M € R? un point et soit D = D(M) la valeur de discriminent de
l’équation caractéristique défini par @ Alors 'un des trois cas ci-dessous se présente :

1. D > 0. Alors l’équation est de type hyperbolique. L’équation caractéristique

admet deuz solutions réelles indépendantes selon :
y=fi(z) +C1, y= fox) + Co

Le changement de variables :

E=y— filz)
{ n=1y— fax) (2.11)

réduit I’équation a la forme canonique suivante :
Ugy + brug + bauy + éu+ F(E,m) =0

Un deuxieme changement de variables

_ &+
T (2.12)
_&—n '
b=>5

permet alors d’obtenir une autre forme canonique de la méme équation :
Uaa — UgE + biug + BQUﬁ +eu+t Fla,B)=0

. D = 0. Alors l’équation est de type parabolique. L’équation caractéristique
admet une seule solution réelle :

y=fi(z) +C
En posant
E=y— filz)
{nzn@w) (2.13)

ot n(z,y) est une fonction arbitraire on obtient le changement de variables qui réduit
l’équation d la forme canonique suivante :

Upyy 4 brug + bauy, + éu+ F(€,m) =0
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3. D < 0. Alors ’équation est de type elliptique. L’équation caractéristique admet

deuz solutions complexes conjuguées selon :

y=fi(z) +C1, y= fa(z) + Co
Le changement de variables :
{ §=y— fi(z)
n=y— faz)
réduit ’équation d la forme canonique suivante :
Ugy + I~)1U§ + Bgun +éu+F(En) =0

Un deuxiéme changement de variables

{a=m@
8 = Im(¢)

permet alors d’obtenir une autre forme canonique de la méme équation :

Una + ugg + biug + baug + cu + F(a, ) = 0

3.1.1 Exemples

Exemple 2.1. Soit 'équation

Uggy — 2Ugy — 3Uyy + Uy = 0

Ecrivons 1léquation caractéristique associée) :

aly2 dy
2(Z2) —3=
<M>*‘(M> 5=0

Calculons le discriminent :
D=1+3=4>0

(2.14)

(2.15)

(2.16)

Donc c’est une équation hyperbolique dans tous les points car les coefficients sont constants.
Trouvons le changement des variables qui rameéne ’équation a sa forme canonique. Les deux
solutions réelles de ’équation caractéristique sont définies par les équations différentielles sui-

vantes :
dy _ —1+v4_
dr 1 = N y=x+Cy
dy —1—+4 y=-3x+ Cy
— = —=-3
dx 1
On pose donc
E=y—x
n=y+3x

Calculons les nouveaux coefficients d’apres (2.6]) :

a1z = a11&:Me + a12(&eny + M28y) + a22&yny = -3 — (=14+3) =3 = -8
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b1 = a11€as + 2012E0y + a22Eyy + D1&s + ol =1
52 = a11Mzz + 2a12771’y + ag2Myy + b1 + b277y =1

On obtient donc une premiere forme canonique de I’équation
—8ugy + ue + uy =0

En posant ensuite

§+n
“T 2.17
_ & (217)
2
on a
1
uaa—u/gg—gua—o

Exemple 2.2. Considérons I’équation a coefficients non constants :

Ugzy — TlUyy = 0

1= %)

L’équation associée & cette équation est
dy 2
— ] —x=0

D=z

La matrice associée est la suivante

Calculons le discriminent :

Le signe du discriminent dépend de la valeur de z. Donc cette équation change de classe en
fonction de domaine de définition.

1. Si xz > 0 ’équation est de type hyperbolique L’équation caractéristique admet alors deux
solutions réelles distinctes définies par

2
@:\/5 y =232 4y
@ = 2
3/2
@ _ —_= C
dx Ve 4 3$ +ea
Donc
=y 243
3 (2.18)
n=y+ 32

Calculons les nouveaux coefficients d’apres (2.6 :

a12 = a11&Me + a12(&eny + N28y) + a22éyny = —x —x = -2
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- 1
by = allfm: + 2a12§my + a22fyy + blfz + b2§y =5 =

NG
~ 1
by = a11Mze + 201202y + a227yy + 17y + bany = SN

L’équation devient :

1 1 3/2
4xu£n_ﬁ“£+ﬁ“n:0 & 8%/ Ugy — Ug + Uy =0
4
D’apres le changement des variables (2.20) on a n — & = §x3/ 2. On obtient donc une

premiere forme canonique de I’équation
6(n — &)ugy —ug +uy =0

En posant ensuite

oo 8T
2
Sy (2.19)
b= 2
on a
Uga — UGE — 55U = 0
30

. Si z < 0 I’équation est de type elliptique. L’équation caractéristique admet alors deux

solutions réelles distinctes définies par

9
gi:“_w y=50 0
= .
2
e v=-3 00
Donc

€=y ()

i
n=y+ 5 (-0
Nous allons directement effectuer le changement des variables réel :

{aszmzy
B = Im(n) = 3(~2)*/?

(2.20)

(2.21)

Calculons les nouveaux coefficients d’apres (2.6)) :
aj] = gy = a110:0; + alQ(O‘zﬂy + ﬂxay) + a22ayﬂy = -
aio =0
b1 = a1 + 201200y + a220yy + broy, + baoy, =0

1

by = a11Bex + 2a12Buy + a220yy + b16s + b2y = O
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L’équation devient :

uﬁ—o g 2( )/Q(Uaa‘FUﬁg)—FUﬁ:O

D’apres le changement des variables 1} on a 38 = 2(—x)3/ 2. On obtient donc la forme
canonique de I’équation

1
Uaa + Ugs + %ua =0

3.2 Formes canoniques des EDP a plusieurs variables

Soit M un point de ’espace R™ de coordonnées M (x1, z2, ..., x,). Notons U(M) un voisinage
de ce point. Etudions de plus pres le résultat d’un changement de variables dans une EDP
au voisinage U (M) d’un point.

D’apres les hypotheses de la définition on peut inverser les changements de variables

(2.2]). Notons

0=¢""
I’application réciproque de ®. On a
Ty = Hl(ylay%"'?yn)
T2 = 92(y17 Y2, .- 7yn) (222)
x?’b = Hn(ylﬂy27"'7yn)

et on peut écrire
y=2(x) & z=06(y)

Posons v(y) = u(O(y)). Alors u(z) = v(®(x)) ce qui s’écrit :
w(z, ..., xn) = v(01(T1, T2, .oy X)), (X1, T2, .., Ty))

Calculons les dérivées partielles de la solution par rapport aux variables z; en fonction des
dérivées par rapport aux nouvelles variables y; :

O¢r,
8:61 Z 8yk ox;

Pu zn: zn: 0%v gy 01 Z 0%
Ox;0x; N — = ﬁykayl Ox; Ox;j ayk Oml(%;]
Maintenant on substitue dans I’équation de départ les fonctions 0;(y1,ya2,...,yn) a la place

des variables x; est les expressions des dérivées partielles que ’on vient de calculer. Apres un
changement d’ordre de sommation on trouve :

- 0%v -y ov B
k;l ari(y) - S0 + ; bi(y) - e +c(x(y))v +d(x(y)) =0 (2.23)
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ou
N i dpr 01
ar(y) = aij(z(y)) (2.24)
) Ox; Ox;
n
- % &p
br(y) = > ai 8”89’; Z b (2.25)
ij=1 ¢ i=1

Notons A = {a;j(z)};,_; la matrice des anciens coefficients de I'équation au point M et

A= {dkl(y)}z7l:1- En observant les équations |D on remarque que ces deux matrices sont
liées par la matrice de passage

dp1 i1
Jo=1|

Oipn I,

8:61 o 8:Cn

Il s’agit ici du jacobien de I'application ¢ qui définit le changement de variables. On a

A(y) = Jo(0(y)) A(O()) J4 (B(y))

Alors nous allons choisir le changement de variables de telle sorte que la matrice de la
nouvelle équation soit diagonale. En effet, comme la matrice de départ est supposée symétrique,
il existe (voir le Cours ”Mathématiques pour I'Ingénieur” ) une matrice réguliere ® telle que
A = ®ADT s0it de la forme canonique suivante :

1 1

-1 p+1
A=3A0T =

0 0 p+q+1

Alors la nouvelle équation différentielle sera de la forme

pt+q

Zayk > G +Zbk +elaly)e +d(a(y)) =0

k= p+1
La classification des équations se fait selon les valeurs de p et de ¢ telles que
O<p+qg<n

Chaque classe d’équivalence ainsi obtenue sera caractérisée par un couple de nombres (p, q).
Bien sur, cela engendre un grand nombre de classes, surtout lorsque la dimension n est grande.
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Cependant, dans les problemes rencontrés en physique, on utilise principalement trois classes
d’équations suivantes : les équations elliptiques, hyperboliques et paraboliques.

Définition 2.4. On dit que 'EDP est elliptique au point M si p + g = n et soit
p =n soit ¢ = n.

On dit qu'une EDP est elliptique dans un domaine  C R" si elle est elliptique dans
chaque point de M € Q.

Exemple 2.3. L’équation de Laplace

Au =0
avec .
0%u
Au=) =
k=1 Oyj;
et I’équation de Poisson
Au=f

sont des équations elliptiques dans tout R™.

Définition 2.5. On dit que 'EDP ({2.1)) est hyperbolique au point M sip+ ¢ =n et
soit p = n — 1 soit ¢ = n — 1. On dit qu'une EDP est hyperbolique dans un domaine
Q C R"™ si elle est hyperbolique dans chaque point de M € ).

Exemple 2.4. L’équation d’onde

est une équation hyperbolique.

Définition 2.6. On dit que 'EDP ({2.1)) est parabolique au point M sip+qg=mn—1
ou

8yn

dit qu'une EDP est parabolique dans un domaine 2 C R" si elle est parabolique dans
chaque point de M € Q.

est différent de zéro. On

et soit p = 0 soit ¢ = 0. En plus, le coefficient devant
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Exemple 2.5. L’équation de diffusion de chaleur

ou

est une équation parabolique.

Remarque 2.1. La classification établie ci-dessus est "locale” : elle a un sens seulement pour un
point donné. Ainsi, une seule et méme équation peut appartenir a des classes différentes dans des
voisinages des points différents. Sauf, bien sur, les équations a coefficients constants. En effet,
la matrice initiale A associée a une telle équation ne dépend pas des variables x1,xs,...,xy.
Donc, sa forme canonique non plus, ni les nombres p et q. Une telle équation appartient ainsi
a une seule classe d’équivalence sur tout le domaine de sa définition.

Remarque 2.2. Nous venons de montrer que toute EDP peut étre ramenée a une forme ca-
nonique par un changement de variables dans un point choisi, M. En effet, le jacobien du
changement de variables au point M est donné par la matrice de passage ® associée a la matrice
A.

Mais la possibilité de ramener une équation a sa forme canonique sur tout un domaine n’est
pas ausst évidente. Méme s’il a été étably que sur tout le domaine l’équation appartient a la
méme classe d’équivalence.

Dans le cas ou les coefficients de I’équation sont constants, la matrice ®, le jacobien du chan-
gement des variables, est constante. Dans ce cas il n’est pas difficile de déterminer les fonctions
¢i(x1,...,xpn). ( Voir exemple ci-dessous. ) Si les coefficients ne sont pas constants, c¢’est
généralement impossible pour n > 3. En effet, le changement de variables recherché est constitué
de n fonctions inconnues ¢;(x1,...,x,). Pour rendre la matrice A diagonale, ces fonctions

doivent vérifier équations correspondantes aux éléments non diagonauzr d’une matrice
symétrique. La solution est généralement impossible si le nombre d’équations dépasse celui des
2

inconnues, s’est-a-dire, si > n ce qui équivaut a n > 3.

Dans le cas particulier des équations a deux variables que nous étudions plus loin en détail
on peut toujours ramener une équation d sa forme canonique.

3.2.1 Exemple travaillé
Exemple 2.6. Soit I’équation
Ugz + 2Uzy — 2Ugy + 2Uyy + 2U,, +uy =0

Trouvons la forme canonique de cette équation différentielle. La matrice de la partie principale
de I’équation est
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Pour diagonaliser la matrice on calcule ses valeurs propres

1-x 1 -1
det (A—X)=| 1 2-X 0 |=0
~1 0 2-2A

1-=X2-N?=2-N)-2-N=A2-2)B-N=0

Les valeurs propres sont :
A1=0, Aa=2 A3=3

Ensuite on cherche les vecteurs propres associés a chacune des valeurs propres.
Pour Ay = 0 on cherche le vecteur vy = (x1,x2,x3) tel que Avg =0

1 1 -1 T 0 X1 +To2— T3 = 0
1 2 0 0] =10 = T + 229 =0
-1 0 2 T3 0 —x1 + 223 = 0
ro+x3 = 0
T1 = 21‘3
On peut prendre
2
v = -1
1

0 1
Vo = 1 , U3z = -1
1 1

et on trouve :

En posant
1 0 0
1
R= -
0 5 0
0 0 1
On obtient
0 0 0
RTPTAPR=10 1 0
0 0 1
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Donc la matrice recherchée est

2 0 1
®=PR=1[|-1 05 -1
1 05 1

Le changement de variables correspondant & la matrice ® est le suivant :

no= 2x1 + 23 = pi1(z1, 22, 23) 1 = w1+ 0.5y2 — 0.5y3
Yo = —x1+05r2—x3 = @2(21,72,73) T = Y2 + ys3 (2:26)
y3s = z1+05z9+23 = @3(21,72,73) r3 = —Yy1—Y2tY3
~ 0
Calculons selon I'équation ([2.25)) les coefficients by, devant les dérivées a—u Remarquons que,
Yk
82
d’apres la définition de changement de variables (2.26) on a 3 gk = 0. On a également les
LiO0T;
coefficients de I’équation de départ : b = 1, by = bg = 0. Donc
F no, 9o dp1
by = b; =b—=2
Z; ! axé 8331
by = o2 = 1
881‘1
7 ¥3
by = h— =1
1 1 91,

Ainsi, apres ce changement de variables on voit que I’équation différentielle est de classe
parabolique et sa nouvelle forme est :
ou 0*u 0*u Ou  Ou _0

I b e =
oyr  Oy3  Oy3  Oy2  Oys

4 Techniques fondamentales de résolution des EDP

4.1 Séparation des variables

Considérons une équation aux dérivées partielles a deux variables définie sur un domaine
QCR?

a11(2, Y) g + 2012(2, Y)Uzy + a22(2, Y)Uyy + b1 (2, y)us + ba(x, y)uy + c(z, y)u = F(x,y) (2.27)

La technique de séparation des variables consiste a rechercher des solutions particulieres sous
la forme
u(z,y) = fi(@) - f2(y)
En substituant u(z,y) sous cette forme dans 1’équation on essaie de trouver des équations
différentielles ordinaires que doivent vérifier les fonctions inconnues f1(z) et f2(y). Ces équations
contiennent généralement un parametre, appelé ” constante de séparation”. Les solutions parti-
culieres ainsi trouvées s’appellent ”solutions séparées”.
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4.1.1 Exemple : I’équation de Laplace

Nous allons illustrer ici la technique de séparation de variables sur ’exemple de 1’équation
de Laplace. Le résultat obtenu dans cet exemple nous sera utile dans la suite.

Exemple 2.7.
Uz + Uyy = 0
En posant
u(z,y) = fi(z) - fa(y)
on obtient

1 () f2(y) + fr(z) f5(y) = 0
En supposant que u(z,y) # 0 on divise par fi(z) - fa(y) :

(@) | B _
fi(z) f2(y)

Le premier terme ci-dessus dépend uniquement de la variable x et le second uniquement de y.
Cela ne peut étre vrai que si les deux sont constants. On a donc

@) )

fi(z) faly)

ou \ est laconstante de séparationl
On obtient ainsi le systéme suivant de deux équations ordinaires d’ordre 2

/() = Afi(z) =0
{ 3’(y) +Afa(y) =0 (2.28)

les solutions de chacune des deux équations du systéeme dépendent du signe du parametre

Ae®VA 4 BemoVA A>0
filx)=¢ Az + B A=0
Acos(zv/—A) + Bsin(zv/—A) A <0

et

C cos(yv/A) + Dsin(yvA) X >0
foly) =4 Cy+D A=0
Ce¥V=> 4 De VA A<0

Finalement les solutions séparées de 'équation de Laplace sont

(Ael’ﬁ - Be_xﬁ)(C cos(yVA) + Dsin(yvA)) A>0
u(z,y) = fi(@)f2(y) = §{ (Az+ B)(Cy+ D) A=0
(Acos(zy/=X) + Bsin(zv/—X))(Ce?V" 4+ De vV=2) A< 0

(2.29)
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Remarque 2.3. Dans l'exemple ci-dessus nous avons trouvé une infinité de solutions séparées
d’une équation. En effet, elles sont définies par un parameétre A qui peut prendre toutes les valeurs
réelles. Nous allons découvrir que c’est souvent le cas. On peut trouver pour d’autres équations
des ensembles infinis, dénombrables ou non, de solutions séparées.

Dans certains cas ces familles de solutions particuliéres jouent un réle important dans la
recherche d’autres solutions possibles. En effet, dans certains cas on peut considérer ces familles
comme bases dans des espaces de fonctions bien précis (de dimensions infinies). Cela permet
de justifier la recherche des solutions sous forme de séries de Fourier ou de transformées de
Fourier.



Chapitre 3

Problemes paraboliques aux limites
en dimension spatiale 1.

1 Introduction aux équations paraboliques. Propagation de cha-
leur

On considére une barre homogene de longueur /. Supposons que la barre est suffisamment
fine pour que la température de tous les points d’une section transversale soit identique.

Ainsi le processus de la propagation de la chaleur peut étre décrit & ’aide d’un fonction
u(z,t) qui définit la température pour chaque point = € [0,(] de la barre et a chaque moment
de temps t.

Supposons que la barre est isolée. Si les deux extrémités sont maintenues aux températures
constantes uj et us il est bien connu qu’au bout d’un certain temps une distribution linéaire de
températures s’établit :

U2 — U

l

Nous nous intéressons au processus qui mene a ce résultat. Pour obtenir I’équation que vérifie
u(x,t) nous allons utiliser les lois physiques suivantes :

u(z) =uy + (3.1)

— Loi de Fourier. Elle stipule : La différence de températures entre deux point d’un corps
provoque un flux de chaleur. La quantité de chaleur qui transite par uw point x donné par
unité de temps est égale a

ou
xTr) = —k‘i
q(x) o
ou k est le coefficient de conductivité thermique. Nous supposons ici que ce coefficient est

constant.
— La circulation d’un flux thermique dans un intervalle [x,z 4 dz| de la barre de section
transversale S provoque un gain d’énergie par unité de temps égal a

Q = Sq(z) — Sq(x + dx) ~ —qud:c
X

29



30CHAPITRE 3. PROBLEMES PARABOLIQUES AUX LIMITES EN DIMENSION SPATIALE 1.

— L’absorption de cette quantité d’énergie par l'intervalle [z, x + dz]| de la barre provoque
un changement de température de ce dernier. Etant donné que le volume de l'intervalle
est égale a Sdx on a la relation :

Q= cdem?;Z

ol c est la chaleur spécifique de la matiere considérée et p est la densité de la barre.
On en déduit que

o0t 0
Por = o

Alors 5 o
n k 0“u

Nous venons donc d’obtenir la forme la plus simple de I’équation de propagation de chaleur.

Le flux thermique que nous étudions ici doit donc vérifier cette équation. Il doit également
satisfaire un certain nombre de conditions supplémentaires : une condition initiale (distribution
initiale des températures :

u(z,0) = p(z)
et une condition aux bords (températures des extrémités) :

U(O, t) =0 (t>7 u(l7 t) = gQ(t)

Ainsi le probleme complet qui décrit un processus de propagation de chaleur dans une barre
de longueur [ est posé en termes suivants :

Up = Ugy x €]0,1[, t >0
u(e,0) = () €0l

Ce probleme peut étre généralisé & un domaine quelconque Q C R? et au cas oll une source
de chaleur f(z,t) est présente :

u = Au+ f(z,t) 2€Q, t>0
u(z,0) = p(x) ASRY
u(,t)]zeon = P(t)

2 Position du probleme

Dans ce chapitre on considere le probleme aux limites et aux conditions initiales suivant

U = Qg + f(x,t) (x,t) €]0, L[x][0,T]

u(x,0) = g(z) x €]0, L] (3.3)
u(0,t) = p(t) t€[0,T] '
u(L,t) = (t) t€[0,T]

ol a > 0 est une constante réelle positive.
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Définition 3.1 (Solution classique du probleme aux conditions initiale et aux limites).
On appelle solution classique du probléme (3.3)) toute fonction

u(z,t) € CL(J0, L[x[0,T]) N C%(]0, L[x[0,T))

qui vérifie I’équation, la condition initiale et les deux conditions aux limites.

2.1 Cas de conditions aux limites homogenes
Supposons que ¢(t) = ¥ (t) = 0. Le probleme (3.3 s’écrit alors

Ut = Qg + f(x,t)  (z,t) €]0, L[x[0, T
u(z,0) = g(z) x €]0, L] (3.4)
uw(0,t) =u(L,t) =0 te[0,T]

Pour résoudre ce probleme on utilisera le principe de superposition :

Lemme 3.1 (Principe de superposition). Soient v(z,t) solution du probléme homogéne

Vt = QUgg (z,t) €]0, L[]0, T]
v(z,0) = g(x) x €]0, L] (3.5)
v(0,t) =v(L,t) =0 tel0,T]

et w(z,t) solution du probléme non homogéne a conditions initiales nulles :
w = awgy + f(x,t)  (x,t) €]0, L[x]0,T]

w(z,0) =0 x €]0, L[ (3.6)
w(0,t) = w(L,t) =0 te€0,T]

Alors u(z,t) = v(z,t) + w(z,t) est une solution du probleme (6.3).

Preuve de Lemme

Posons u(z,t) = v(z,t) + w(z,t). Alors
Ut(l', t) = Ut(xa t) + wt(l‘a t)
= QUzy + QWgy + f(2,1) = aug, + f(2, 1)
(3.7)

Ainsi u(z,t) vérifie 'équation différentielle du probleme (6.3]). Il reste & vérifier les
conditions initiales et aux limites :

uw(0,z) = v(0,z)+w(0,z) = g(x)
w(0,t) = wu(L,t)=0

C.Q.F.D
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2.2 Cas de conditions aux limites non homogenes

Lemme 3.2. La solution du probléme peut s’écrire sous la forme
u(z,t) = v(z,t) + w(x,t) (3.8)
ot

L—=x

() + U (3.9)

et ou v(x,t) est solution du probléme aux conditions aux limites homogénes suivant :

w(z,t) =

I —
v = Qvs + £(@,8) - =7 T(t) - %zb'(t) (z,t) €]0, L[x[0, T]
(3.10)
v(z,0) = g(x) — w(x,0) z €]0, L[
v(0,t) =v(L,t) =0 te€[0,T]
Preuve de Lemme [3.2]
En dérivant (3.8 par rapport & ¢ on obtient :
B B L—zx , x ,
w = vtw=vt—— cp(t)—i—Lw(t)
B L—-=zx , T , L—-=zx , z ,
= avgz + f(z,1) (3.11)

Or, d’apres (3.8)), on a
Ugy = VUgg + Wy
et, d’apres (3.9),
1
Wy = _Z‘P@) + Ziﬁ(t), Wez =0
Donc on a uzy = Ugy + Wyy = Vgy. En substituant dans (3.11]) on trouve :
Ut = QUzg + f(.T,t) = QUgg + f(xa t)

Ainsi u(z,t) vérifie ’équation du probleme (3.3]). La vérification des conditions ini-
tiales et aux limites est simple.
C.Q.F.D

Grace a ce dernier lemme il suffit de résoudre un probléeme aux conditions aux limites ho-
mogenes. Pour cela on utilisera le lemme qui nous permet de résoudre le probleme en
deux étapes :

Etape 1 Résolution du probleme homogene (sans second membre) (6.9).

Etape 2 Résolution du probléeme non homogeéne & conditions initiales nulles (6.10]).
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3 Résolution du probleme homogene

Nous allons construire la solution du probleme suivant :

U = QUgg, (x,t)€]0,L[x[0,T] (3.12)
u(z,0) = g(x), z €0, L] (3.13)
w0,8) = u(L,t)=0, te [0,T) (3.14)

Nous utilisons ici la méthode de [séparation des variablesl On cherche des [solutions séparées| de
la forme : u(x,t) = X (z) - T(t). La substitution dans I’équation (3.12)) donne :

T  X'()
aT(t)  X(x)

X(z)-T'(t) = aT(t)X"(z) & = -\

ol A est la |constante de séparationl Ainsi, les solutions séparées de 1’équation (3.12)), si elles
existent, sont définies par les triplets (A, X (z),T'(t)) tels que

(3.15)

{T’(t)+)\aT(t) =0
X"(z)+AX(z) = 0

Pour qu’une telle fonction soit solution du probleme (3.12))-(3.13))-(3.14), il faut également sa-
tisfaire les conditions aux limites et la condition initiale. Des conditions aux limites on
déduit immédiatement les conditions pour la fonction X : X (0) = X(L) = 0.

On remarque facilement ({il s’agit d’une équation linéaire homogene simple |) que la premiere
des deux équations admet une solution pour toutes les valeurs réelles du parametre A.
Ces solutions sont de la forme :

T(t)=Ce 't CeR (3.16)

Ainsi il nous reste a trouver les couples (A, X), solutions du probléeme

{X”(:U)—i—)\X(x) =0 (3.17)

X(0)=X(L) = 0

Il s’agit ici d’un cas particulier de probléeme de Sturm-Liouville, étudié dans la section
D’apres la proposition du chapitre 1, le probleme (3.17)) admet une infinité de solutions

{(An, Xn) bty

n?n?

Xo(z) = sin(y/Apz) =sin (%x) (3.19)

En combinant avec (3.16]) on obtient finalement que I’équation (3.12)) admet une infinité de
solutions séparées de la forme :

n2m?

—a———1
un(z,t) = Che  L? sin (n—gx) , neN*
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Toutes ces solutions vérifient les conditions aux limites (3.14)). On remarque cependant qu’aucune
des solutions séparées ne vérifie la condition initiale (3.13)). Nous allons alors rechercher une
solution sous forme de série

ZC e~ 0Ant gin (TZTJ:) (3.20)

Pour qu’une telle fonction wu(z,t) puisse étre substituée dans 1’équation différentielle
il est nécessaire de justifier que u(z,t) € C}(]0, L[x[0,T]) N C2(]0, L[x[0, T]). Il suffit pour cela
de prouver que la série elle-méme ainsi que les trois séries obtenues par dérivées ”terme par
terme” (une fois par rapport a t et deux fois par rapport a x) convergent uniformément. Bien
stir, cela dépend du choix des coefficients C),. Nous allons ici justifier formellement le choix des
coefficients C),, en admettant sans démonstration la convergence uniforme des séries nécessaires.

Supposons donc que la suite de coefficients C,,, n € N* est telle que la série ainsi
que ses dérivées "terme par terme” convergent uniformément. Alors la substitution formelle de
u(x,t) dans I’équation permet de montrer facilement que u(x,t) vérifie cette équation. En
effet, tous les éléments de la somme dans sont solutions de I’équation différentielle. On
obtient donc au final une série nulle. Les conditions aux limites sont également vérifiées, grace
a la définition des fonctions X, (x). Il reste donc a vérifier la condition initiale :

g(z) = u(x,0) ZC sm(—x)

Il s’ensuit que les coefficients Cj doivent étre les coefficients de Fourier de la fonction g(x) sur
lintervalle [0, L] :

h\w

L
/g ) sin(y/Anz)da (3.21)
0

Théoréme 3.1 (Solution du probléme homogene). Si g(:v) est une fonction de classe

C? sur [0, L] telle que g(0) = g(L) = 0 alors la série converge uniformément
vers une fonction de classe C}(]0, L[x[0,T]) N C2(]0, L[X[O,T]) et définit une solution
du probleme (3.12)-(3.15)-(3.14).

3.1 Exemple travaillé

Exemple 3.1. Résoudre le probleme suivant

up = 100Uy, z €]0,1[, t >0
u(z,0) = sin(27zx) — sin(bwz) =z €]0,1] (3.22)
u(0,t) = u(1,t) =0 0
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Solution
Ici nous avons : L = 1, a = 100, conditions aux limites homogenes, f(x,t) = 0, probléeme
homogene. La condition initiale g(z) = sin(27x) — sin(57x) est une fonction de classe C2[0, 1] et
vérifie g(0) = g(1) = 0. D’apres le cours on peut écrire la solution u(x,t) sous forme de série de
Fourier
n2m?
~100¢- ——5—

[e.e] oo
u(z,t) = Z Cre L? sin (%x) = Z C,p e 100 tn*n? sin(nmx)
n=1 n=1

ou C), sont les coefficients de décomposition en série de Fourier de g(x) :
e e]
g(z) = sin(2nx) — sin(bnz) = Z Cy sin(nmx)
n=1

Dans ce cas particulier nous pouvons identifier les coefficients directement, en utilisant I'argu-
ment d’unicité de décomposition en série de Fourier. En effet, la fonction g(z) est définie par
une somme de sin. Donc

Cy=1,Cs=-1, C, =0, VneN\{25}
Donc

u(x,t) = Cpe 10042 sin(27x) + Cge1004:5° sin(brrx) = ¢~ 400m°t sin(27x) — 25007 sin(bmx)

4 Solution du probleme non homogene

Nous recherchons ici la solution du probléme suivant :

u = augy + f(x,t), (x,t) €0, L[x[0,T] (3.23)
u(z,0) = 0, z€]0,L[ (3.24)
uw(0,t) = wu(L,t)=0, te [0,T] (3.25)

Par analogie avec les techniques de résolution des EDO linéaires non homogenes, nous uti-
liserons ici la méthode de variation de la constante. Nous recherchons donc la solution sous la
forme de série :

u(a,t) = an(t)e” " sin(y/Anz) (3.26)
n=1

2,2

. nom
ou An = 7, n > 1.

Comme dans le paragraphe précédent nous supposerons que la série ainsi que ses dérivées

successives “terme a terme” convergent uniformément pour calculer ”formellement” les coeffi-

cients o, (t). Ainsi, en calculant ”terme a terme” les dérivées u; et u,, et en les substituant dans

I’équation ((3.23) on obtient :
o0

Ut — AUgy = Z(a;(t) — a4 adp)e" M sin(v/Apz) = f(z,t) (3.27)

n=1
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Supposons que la fonction f(z,t) admet pour chaque t € [0,7] une décomposition en série
de Fourier selon la variable x :

= Z F,(t) sin(yv/Anz) (3.28)

ou les coefficients F,(t) sont définis par

L
Z/f y, 1) sin( \ﬁy (3.29)
0

En comparant les coefficients devant sin(yv/A,z) des séries (3.27) et (3.28)) on constate que
o (et = Fy (1)
Donc

t
an(t) = an(0) + /Fn(T)ea)\"TdT
0
Pour calculer o, (0) on utilise la condition initiale ([3.24) :

0 = u(x,0) Zan 0) sin(v/Anz)

donc
VneN a,0)=0

On obtient finalement

t
— / Fp(r)e " dr (3.30)
0

Apres une vérification de convergence uniforme de toutes les séries concernées on obtient le
théoreéme suivant (que nous admettons ici sans démonstration) :

Théoréme 3.2 (Solution du probleme non homogene). Si f(x,t) est une fonction
continue sur [0, L] x [0,T], de classe C* selon la variable x sur [0, L] et telle que f(0,t) =
f(L,t) =0 alors la série ot les coefficients oy (t) sont définis par

hlw

t L
//f )sin(v/ A\py)e aA"TdydT
00

converge uniformément vers une fonction de classe C}(]0, L[x[0,T])NC2(]0, L[x[0,T7])
et définit une solution du probléme (3.12)-(5.15)-(3-14).
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5 Retour au principe de superposition.

Maintenant que nous avons calculé les solutions des problemes de type homogene et
non homogene (6.10)), nous pouvons formuler le théoréme qui est la conséquence immédiate du
principe de superposition formulé dans le lemme (3.1

Théoréme 3.3 (Solution du probléme aux conditions au limites homogenes). Soit le probléeme

[ (3.31)
]

Supposons que

1. f(z,t) est une fonction continue sur [0, L] x [0,T], de classe C? selon la variable x sur
[0, L] et telle que f(0,t) = f(L,t) =0

2. g(x) est une fonction de classe C* sur [0, L] telle que g(0) = g(L) =0

Alors la série

u(@,t) =Y (Cp + om(t))e ™ sin(v/An)
n=1
ouV n & N*
t L
an(®) =7 [ [ 1.5 Au)erdydr
00
et

converge uniformément vers une fonction de classe C}(]0, L[x[0, T])NC2(]0, L[x[0,T)]) et définit
une solution du probléeme .

6 Conditions aux limites de Neumann ou mixtes

Dans les sections précédentes nous avons développé la méthodologie de résolution complete
d’un probléme aux limites de type Dirichlet. Cette méme méthodologie, fondée sur le principe
de superposition et sur la théorie de Schturm-Liouville, s’applique aussi dans le cas de conditions
aux bords de types II ou III. En effet, nous avons vu dans le premier chapitre (voir la Section|
) que tous les probléemes de type Schturm-Liouville aux conditions séparables admettent une
famille de solutions complete, pouvant servir de base pour une décomposition en série de Fourier.
Or, les conditions de types II et III sont sparables. la seule chose qui change alors c’est la base
de fonctions qui sera utilisée pour exprimer la solution d’un probleme sous forme de série de
Fourier.

Nous allons donc résumer ici la méthodologie générale de résolution d’un probleme et l'illus-
trer sur un exemple de probleme aux conditions aux limites mixtes.
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6.1 Méthode générale de résolution d’un probleme aux limites.

Méthode
Résolution d’un probléme aux limites

Objectif

Résoudre le probleme suivant

Ut = QUgg + f(2,1) (z,t) €]0, L[x]0, T

u(z,0) = g(x) x €0, L]

aru(0,1) + anup (0,1) = (1)t € [0,T] (3.32)
ﬂlu(L7t) + BQUI(L’t) = ¢(t) te [OvT]

ol a > 0 est une constante réelle positive, les constantes (aq, g, 1, 32) €
R* ainsi que les fonctions f(z,t), ¢(x,t), 1 (x,t) sont données. .

Etape 1 Conditions aux limites non homogeénes

Cette étape doit étre abordée seulement si les conditons aux limites sont
non homogenes (fonctions ¢(x,t), 1 (x,t)) non nulles. Elle consiste & ”an-
nuler” ces conditions aux bords, en trouvant une fonction w(z,t) qui les
vérifie et en posant v(zx,t) = u(x,t) — w(z,t).
1. Si les deux conditions aux bords sont de type I, la fonction w(z,t) est
donnée par le lemme [3.2
2. Si au moins 'une des deux conditions aux bords est de type mixte, on
cherche cette fonction sous la forme

w(z,t) = A(t)z + B(t)z?

et on identifie les fonctions A(t) et B(t) a partie des deux conditions
aux limites.

Etape 2 Principe de superposition

Apres une éventuelle étape de transformation des conditions aux bords,
nous sommes amenés a résoudre un probleme de type

U = AUgy + f(2,1) (z,t) €]0, L[x]0, T

u(z,0) = g(x) x €]0, L] (3.33)

a1u(0,t) + aguz(0,t) =0 t € [0,7] ’
Bru(L,t) + Bouy(L,t) =0 t€[0,T]

d’apres le principe de superposition, on peut chercher la solution sous forme

u(z,t) = up(z,t) + upp(z,t)

ol up, et uy,y sont respectivement solutions de problemes homogene et non
homogene. (Voir )
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Etape 3 Probleme homogéne

A cette étape on cherche a résoudre un probleme de type
Up = AlUgy (z,t) €]0, L[x[0,T]
u(z,0) = g(x) x €0, L] (3.34)
a1u(0,t) + aguz(0,t) =0 t € [0,7] ’
Bru(L,t) + Bouy(L,t) =0 t€[0,T)
On applique la technique de séparation des variables, en résolvant le
probléme de Schturm-Liouville associé aux conditions aux bords données.

Etape 4 Probléme non homogéne

A cette étape on cherche a résoudre un probleme de type

U = AUgy + f(x, 1) (x,t) €]0, L[x[0,T]

u(z,0) =0 x €]0, L[

a1u(0,t) + agug(0,8) =0 ¢t €[0,T] (3.35)
ﬁlu(L, t) + 52uz(L, t) =0 te [0, T]

On applique la technique de variation des constantes de la série
obtenue a I’étape précédente.

Finale

On regroupe toutes les solutions pour formuler 'expression définitive de la
solution du probléeme initial.

6.2 Exemples travaillés

Exemple 3.2. Résoudre le probleme suivant

Up = Ugy x €]0,1[, t >0

3
u(z,0) = 3sin (2—56) + 5sin <72r:c> x €]0,1] (3.36)
w(0,t) = ug,(1,6) =0 t>0

Solution

Ici nous avons : L = 1, a = 1, conditions aux limites sont mixtes et homogeénes.
L’équation elle méme est homogene et ne nécessite pas d’application de principe de superposition.
La résolution est donc réduite a la seule étape 3.
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Séparation de variables.

Nous devons d’abord trouver la forme de série de Fourier pour la solution. Considérons
ici pour 'instant le cas plus général d’interval [0, L] pour la variable x.

On cherche des solutions séparées sous forme u(x,t) = X (x)T'(t). La substitution
dans l’équation donne le méme type d’équations pour X(z) et T'(t) que dans le
cours. Les conditions aux bords donnent :

uw(0,t) =0 = X(0)T(t) =0, uy(L,t)=0 = X'(L)T(t)=0

On en déduit donc des conditions aux bords pour X (z) : X(0) = X'(L) = 0.
On obtient ainsi le probleme pour les variables séparées :

T'(t) + AaT(t) = 0O
X"(z) + A\X(z) = 0 (3.37)
X(0)=X'(L) = 0

La premiere des deux équations (3.15)) admet une solution pour toutes les valeurs
réelles du parametre \. Ces solutions sont de la forme :

T(t)=Ce 't CeR (3.38)

Ainsi il nous reste a trouver les couples (A, X), solutions du probléme

X"(x) + A X (x) 0
L x0 w0 (339
Il s’agit ici d’un cas particulier de probleme de Sturm-Liouville. La solution générale
de I’équation différentielle est donnée par

- SiA>0
S = {Asin(zVA) + Beos(zV\) | (A, B) € R?}
~SiA=0
S ={Az+ B| (A, B) € R?}
-SiA<O0

S = {Aexp(zvV—-\) + Bexp(—zv—-)\) | (4, B) € R?}
On détermine ensuite les constantes A et B a partir des conditions aux bords
spécifiées. Si A > 0
X(0)=0 = B=0

et
X' (L) =0 = AVXcos(LVA) =0, A#0 = cos(LVA) =0
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T
Cette condition est satisfaite si et seulement si LV = = +kn, k=0,1,2,.... Nous

obtenons ainsi une condition pour le parametre \. Le probleme (3.39) admet une
solution si et seulement si le parametre A prend 'une des valeurs

N ACL R 2
>\k—< Y , keN

SiA=0etsiA<0 on montre comme dans le cours que le probleme (3.39) n’admet
pas de solutions non triviales. Ainsi nous obtenons une suite de solutions séparées
de la forme

2n + 1)1\
Un(x,t) = Ae” Pt sin(v/ Aaz), A\p = <(712—;)7T> , neN

Recherche de solution sous forme de série.

Les théoremes sur les problemes de Sturm-Liouville en général (voir le cours) nous
garantissent la complétude de la famille de fonctions propres X, (z). Donc nous
pouvons rechercher des solutions du probléeme (A.1]) sous forme de série

—~ . 2n + 1
u(x,t) = ZC’ne aAnt sin ((nz—;)ﬂm)
n=0

ou (), sont les coefficients de décomposition en série de Fourier de la condition initiale
g(x) selon la famille des fonctions propres du probléme de Sturm-Liouville (3.39) :

o) 3 o (2217,

Application.

Dans notre cas L = 1, a = 1. La solution recherchée est donc de la forme :

. ~(@2n+ 1)27r2t _—
u(z,t) = Z Che 4 sin <(n—2k)7rx>
n=0

ou les coefficients C), peuvent étre identifiés a partir de la fonction g(z) :

. (TT . [ 37z > . ((2n+ D7
g(z) = 3sin (7) + 5sin <2> = nz: C, sin <2m
On en déduit que Cy =3, C1 =5 et que C,, =0, Vn > 1. D’ou :

2 972

~Ly ~ g
u(z,t) = 3sin <%) e 4 +5sin (37;%) e 4
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7 Principe de maximum. Unicité des solutions.

Dans cette section nous allons étudier la question d’existence et unicité de solutions d’un

probleme aux limites.

Lemme 3.3. Supposons que la fonction w(z,t) vérifie l'inégalité différentielle sui-
vante :
Wy — Wy < 0, (z,t) €]0, L[x]0,T] (3.40)

oua > 0.
Alors w(x,t) n'admet pas de mazimum local dans (z,t) €]0, L[x]0,T].

Preuve de Lemme [3.3]

Supposons qu'il existe un point de maximum local (zg,to) €]0, L[x]0,T]. Comme la
fonction w(x,tp) admet un maximum local en zg, on a wy,(zg,tp) < 0. Comme la
fonction w(xp,t) admet un maximum local au point tg €]0,7] on a w(xg,tg) > 0
(I'inégalité stricte peut avoir lieu si tg = 7). Donc au point (xg, tp) on a : wy(zo, to) —
awgg (o, t9) > 0 ce qui est contraire & I'hypothese 3.40). C.Q.F.D

Théoréme 3.4 (Principe de maximum). Soit a > 0. Supposons que u(x,t) est solution
du probléeme suivant :

Ut — QUgy <0 (x,t) €]0, L[x]0, T
u(z,0) <0 z € [0, L] (3.41)
w(0,t) <0, w(L,t) <0, te€]l0,T]

Alors u(z,t) <0 pour tout point (x,t) € [0, L] x [0,T].

Corollaire 3.1. Soit a > 0. Supposons que u(x,t) est une solution du probléme aux limites

suwwant :

Up = AUy (z,t) €]0, L[x]0,T)
u(z,0) = g(z) =z €]0, L[
u(0.t) = o(t) t€[0.7] (3:42)
U(L7t) = ¢(t) te [OaT}
Notons
M= mad g, 960)- gy 0 i v}
et
m = min{ min g(x), min o), min P(t)}
Alors

m < u(z,t) < M, V(z,t)€]0, L[x][0,T]
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Corollaire 3.2. Soit a > 0. Supposons que u(x,t) est solution du probléme

U = Qg + f(x,t) (x,t) €]0, L[x]0,T]
u(z,0) = g(x) z €0, L]
3.43
u(0,) = (1) (343)
u(L,t) = (1)
Notons
M = max{ max |g(z)|, max |o(t)], max [psi(t)|}
et
N= sup |[f(x1)
10,L[x]0,T]
Alors

lu(x,t)] < M + NT, V(z,t)€]0,L[x[0,T]

Théoréme 3.5 (Unicité de solution d’un probleme aux conditions initiales et aux li-
mites). Soienta > 0 et f(x,t), g(x),(t), ¥(t) fonctions continues dans leurs domaines
de définition respectifs. Alors il ne peut y avoir qu’une seule solution du probléme auz

conditions initiales et aux limites .

8 Fonction de Green

8.1 Cas de probleme homogene.

Nos avons montré dans les sections précédentes que la solution d’un probleme homogene de
type (3.12))-(3.13))-(3.14) s’écrit sous forme de série :

u(x,t) = Z Cne_a/\”t sin(v/Anz)

n=1
ou
) L
Cp = L/g(y) sin(v/ Any)dy
0

En substituant les expressions intégrales des coefficients C), dans la série on obtient :

Il

u(x,t) = Z

n=1

L
/ o(y) sin(v/Any)dy | =@l sin(y/Aoz)
0
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La convergence uniforme de toutes les séries concernées (que I'on admet ici sans démonstration)
autorise de permuter la sommation et 'intégration :

L
/g ( e~ aAnl sin(v/Any) sin(@az)) d
0

n=1

Définition 3.2 (Fonction de Green). On appelle fonction de Green pour le
probléme initial et au limites sur [0, L]x]0, T la fonction définie par la série

Gla,y,t) = % (Ze—aknt sin(v/\ny) sin(mx)> (3.44)

n=1

Nous pouvons maintenant énoncer le théoréme suivant :

Théoréme 3.6. Si g(x) est une fonction de classe C* sur [0, L] telle que g(0) =
g(L) = 0 alors le probléeme (3.12)-(3.15)-(3.14) admet une unique solution définie

par lintégrale
I
/ G(z,y,t)g(y)dy
0

ot G(z,y,t) est la fonction de Green définie par (3.44).

8.2 Cas de probleme non homogene.

Nos avons montré dans les sections précédentes que la solution d’un probléeme non homogene
de type (13.23))-(3.24))-(3.25) s’écrit sous forme de série :

t) = Z an(t)e_a/\”t sin(v/Ana)
n=1

ou

h\w

L t
/ / £y, T)sin(v/ Any)e® T drdy
0 0

En substituant les expressions intégrales des coefficients oy, (t) dans la série on obtient :

RN

u(x,t) = Z

n=1

L t
//f y, 7)sin(\/ Apy)e T drdy | e CL)‘”tsm (V)
0 0
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La convergence uniforme de toutes les séries concernées (que I'on admet ici sans démonstration)
autorise de permuter la sommation et 'intégration :

Lt
u(x,t) = //f(y,T)i ( e An( sm (VAny) sin(v/Anz) > dydr
00 n=1

On reconnait alors dans la série qui apparait la [fonction de Greenl
Nous pouvons maintenant énoncer le théoreme suivant :

Théoréme 3.7. Supposons que f(x,t) est une fonction continue sur [0, L] x [0,T],
de classe C? selon la variable x sur [0, L] et telle que £(0,t) = f(L,t) = 0. Alors le
probléeme (3.23)-(5.24))-(5.29) admet une unique solution définie par l'intégrale

Lt
://Gmy,t—T f(y, 7)dydr
0 0

ot G(z,y,t) est la fonction de Green définie par .

8.3 Propriétés de la fonction de Green
La proposition suivante énonce un certain nombre de propriétés de la fonction de Green

Lemme 3.4 (Propriétés de la fonction de Green). Soit

G(z,y,t) (Z e sin(my) sin(@x))

la fonction de Green du probléme (3.14)-(5.15)-(3-14)).

Alors
(i) La fonction G(x,y,t) vérifie I’équation de la chaleur selon les variables (x,t) et
(y,t) -

Gi(z,y,t) = aGrp(x,y,t) = aGyy(z,y,t), (z,y,t) €[0,L] x [0,L] x [0,T] (3.45)
(ii) La fonction G(x,y,t) vérifie les conditions aux limites selon la variable x
G(0,y,t) = G(L,y,t) =0, (y,t)€]0,L] x[0,T] (3.46)
(iii) La fonction G(z,y,t) est symétrique par rapport aux variables (x,y) :
G(z,y,t) = G(y,z,t), (x,y,t) €[0,L] x[0,L] x[0,T] (3.47)
(iv) Pour toute fonction continue g(x) on a

lim / Gy, )9(y)dy = g(x0), ¥ 20 € [0, L] (3.48)

r—x0,t—0+
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8.4 Probleme aux limites homogenes

Des théoréemes [3.6] et [3.7] on déduit :

Théoreme 3.8. Supposons que
1. f(=,t) est une fonction continue sur [0, L]x[0,T], de classe C? selon la variable
x sur [0, L] et telle que f(0,t) = f(L,t) =0
2. g() est une fonction de classe C? sur [0, L] telle que g(0) = g(L) = 0
Alors le probléme admet une unique solution définie par

L

L t
u(e, 1) = / Gy, )g(w)dy + / / Gz, y,t — 7)1y, 7)dydr
0 0

0

8.5 Probléeme aux conditions initiales et aux limites

La fonction de Green permet également d’exprimer sous forme intégrale la solution du
probleme général aux conditions initiale et aux limites que nous rappelons ici

U = Qg + f(x,t) (x,t) €]0, L[x]0,T]

u(z,0) = g() €0, L]

w0 - telor (3.49)
u(L,t) = (t) te[0,7]

Théoréme 3.9. Supposons que
1. f(z,t) est une fonction continue sur [0, L]x [0, T)], de classe C? selon la variable
x sur [0, L] et telle que f(0,t) = f(L,t) =0
2. g(x) est une fonction de classe C? sur [0, L] telle que g(0) = g(L) = 0
o(t) et Y(t) sont continues
Alors le probléeme[3.49 admet une unique solution définie par

L L t
/G(w,y,t)g(y)der//G z,y,t —7)f(y, 7)dydr
0 0 0

t

t
+ a/Gy(az,O,t— dT—a/Gy x, Lt —7)(T)dr
0 0




Chapitre 4

Problemes paraboliques sur un axe
ou un demi-axe infini. Dimension
spatiale 1

1 Position de probleme

Nous allons considérer ici le probleme de Cauchy suivant :

{ut:aum—l—f(x,t) reR, t>0

u(x,0) = g(x) reR (4.1)

Définition 4.1. On appelle solution classique du probléme de Cauchy (4.1) toute

fonction
u(z,t) € Ctl([O,oo) x R) ﬁC%([O,oo) x R)

qui vérifie I’équation et la condition initiale du (4.1J).

Lemme 4.1 (Principe de superposition). La solution du probléme , st elle existe, peut
étre représentée sous la forme de somme :

u(z,t) = ui(x,t) + uo(x,t)

ot ui(x,t) est la solution du probléme de Cauchy associé a l’équation de chaleur homogéne
(f(z,t) =0) avec des conditions initiales non nulles :

u(z,0) = g(z) reR (4.2)

et ot ug(x,t) est la solution du probléme de Cauchy associé a I’équation de chaleur non homogéne
(f(x,t) #0) avec des conditions initiales nulles :

{ Up = Qg zeR, t>0

{ U = QUgy + f(x,t) 2 €ER, t>0 (4.3)

u(z,0) =0 z€eR

47
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2 Résolution de probleme homogene : méthode de transformée
de Fourier

Nous allons chercher la solution u(x,t) dans la classe des fonctions {u € C}([0,00) x R) N
C2([0,00) x R)} t. q. uw € L2[0,00[ et u, € L2[0, .
Notons U(u,t) sa transformée de Fourier par rapport a la variable spatiale x :
(o)
U(p,t) = Fp{u} = / u(z,t)e®dx
—o0
On peut vérifier facilement (voir le cours ”Mathématiques pour l'ingénieur” de Marietta
Manolessou pour les rappels sur les propriétés de la transformée de Fourier) que

0%*u
5o G} = = ) = Ut

et que
ou 0 0
f{at} = gletu = 5 U

Alors si u(z,t) vérifie ’équation de chaleur

ou_ o
ot Ox2
sa transformée de Fourier vérifie
0
—U(p,t) = —p®al(u,t
T (1, t) = —pal (p,t)

avec comme condition initiale

U(M’O) =T {U(J:?O)} =Fq {g(x)}

On remarque alors que pour chaque valeur fixée de € R U (p, t) est une solution de probleme
de Cauchy pour une équation différentielle ordinaire linéaire d’ordre 1 :

du

e — 2
g (W) =—wal(pt)

U(p,0) = Fu {g(x)}

On en déduit immédiatement (voir la [résolution des EDO d’ordre 1 | pour les détails) :

Ul t) = 7001, 0) = et [ gla)e™ e d

Alors la solution du probléme de Cauchy (4.2) s’écrit :

oo

uet) = 5o [ UGnemdu= o [ du [ gee e  cna - attas (g

— 00



3. SOLUTION FONDAMENTALE

3 Solution fondamentale
Changeons (formellement) I'ordre d’intégration dans (?7) :

o0 o0

uet) =5 [o@) | [ e =9ty ag

— 00 — OO

49

Définition 4.2 (Solution fondamentale). On appelle solution fondamentale du
probleme de Cauchy (4.2)) la fonction G(z,t) définie par

o0
1 ; —an?
G(z,t) = By / e"HT . T Al td,u

—00

Alors la solution du probleme de Cauchy (4.2)) s’écrit sous la forme de convolution :
o

u(a, ) = / 9(6)G(x — £, 1)de

—00

Calculons la solution fondamentale G(z,t) pour ¢t > 0

Lemme 4.2. Soit -
1 . 2
G(x,t)—%/eww e M tdu
—0o0
Alors
G(z,t) = e 4dat
mat

Preuve de Lemme [4.2]
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FI1GURE 4.1 — Contour d’intégration

o0

1
G(x,t) = % exp(ipx — ap’t)dp

1132 .T2
= o / P <‘at{” g 4a4t2}‘4at> s
;2 )2
1x
= _ 4at — _
27Te exp( at (u 9 t) )d,u,

22 oo iz \?
1 — I Cal v
= —¢ 4da [ ¢ /) du

2T
—0o0

ol on a noté o = at. La derniére intégrale peut étre évaluée a ’aide de la théorie
des résidus. On utilisera le contour L représenté sur la figure (?7?). le théoreme des
résidus, appliqué a ce contour donne :

Donc

o) RG]
/6 2a d,LL_* / 2a d,LL

R Ca C3



3. SOLUTION FONDAMENTALE

(-5)
— Iu/ R — _ R .
20 . e +aT
/e dp = ‘ dy = idr (4.5)
C1
x/20 2
~a(R+i(r---))
_ / ¢ 2a)) dar (4.6)
0
(4.7)
Alors
< zx) x/2a
B W e 2 2
/e 200 du| < / el g _ maR );’HO,RHOO
e
1
De fagon analogue on montre que
N
ix
-5)
/e 20 dp| — 0, R — oo
3
Considérons
N
( m:) A
B W - .
2 p=T+ 2
/e dp = ’ = dr (4.8)
C2
R
= /e_aT dr (4.9)
-R
(4.10)
Donc
N N2
IO P
—a{p— o - 5 2
lim/e 201 d,u:—lim/e 201 du:/e_O‘TdT:\/?
R—oo R—oo (67
—R 02 —0o0
On en déduit que
2
G(z,t) = e 4dat
mat
C.Q.F.D
Remarque 4.1. Dans le cas de dimension de l’espace d > 1 on a :
okl
G(z,t) = —e 4at

(4rat)2
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Tous les raisonnements que nous avons faits ici ne sont valides que si les intégrales de Fourier

et les convolutions impliquées convergent uniformément. Nous admettrons ici sans démonstration
le théoreme suivant :

Théoréme 4.1. Si la fonction g(x) est continue et bornée dans R alors le probléeme
admet une unique solution dans la classe des fonctions bornées sur [0,00) x R.
Cette solution peut étre représentée sous la forme :

w(z, 1) = / Gl — & t)g(€)de (4.11)
R
ot 1 _ﬁ
T =_— "~ ¢ 4a
Glet) (47rat)% :

La solution obtenue avec est continue sur R x RY.

L’utilisation de la solution fondamentale pour exprimer la solution du porbléme Cauchy reste
valable méme si la condition initiale admet un nombre fini de discontinuités :

Proposition 4.1. Si la condition initiale g(x) admet un nombre fini de discontinuités, alors

la fonction définie par est solution du probléme de Cauchy et est continue partout sauf
dans les points ot g(x) est discontinue.

4 Résolution de probleme non homogene

Théoréme 4.2. Sila fonction f(x,t) est continiment dérivable et bornée dans [0, 00) X

R alors le probleme admet une unique solution dans la classe des fonctions bornées
sur [0,00) x R. Cette solution peut étre représentée sous la forme :

t

u(z,t) ://G(x—g,t—f)f(f,r)dde
R

0

kP
G(z,t) = ——e 4at
(4mat)2
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5  Unicité de solutions du probleme de Cauchy.

Théoréme 4.3. Dans la classe des fonctions bornées sur [0,00) x R le probleme
ne peut avoir plus d’une solution classique.

6 Problemes de Cauchy sur un demi-axe

Soit le probleme suivant :
Nous allons considérer ici le probleme de Cauchy suivant :

Ut = QUgy z>0,t>0
u(z,0) =g(z) x>0 (4.12)
u(0,t) =0 t>0

Ce probleme peut étre résolu en utilisant la transformé de Fourier en sinus, en suivant la
méme méthode que dans les sections ci-dessus. Nous allons présenter ici une autre approche qui
fait appel a la solution fondamentale que nous venons de découvrir.

Soit en effet le probleme de Cauchy sur l'axe

Ut = QUgy z€eR, t>0
{ u(z,0) =g(z) zeR (4.13)
dont la condition initiale est le prolongement impair de la fonction g(z) :
v Joglx),siz<0
g(z) = { —g(—x), sizx <0
En utilisant la proposition on écrit la solution du probleme (4.13)) :
ol
o laP
G(z,t) = e 4at
(4mat)z
Uet) = [ Gla =& 036 = (414)
R
L la—gP B i
= : / e dat g(g)df — T / e 4at g(—f)dé (4.15)
(4mat)2 (4mat)2
0 —00
En faisant un changement de variables dans la derniere intégrale £ = —& on obtient :
too =€ |z 4¢P

1
U = 4at — 4at
1 (47rat)% 0/ ‘ ¢ ‘ ¢ 9(&)de
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On remarque alors que la fonction U(x, t) est solutiond e ’équation de chaleur sur le demi-axe
x > 0, vérifie la condition initiale U(z,0) = g(z), = > 0 et pour z =0 on a

A
U(0,1) = : dat —¢ dat | g(¢)de =0
O0= 0/ e dat — e daf | gle)ds

Ainsi, la fonction U(z,t) pour x > 0 est solution du probleme (4.12]).
On en déduit alors que la fonction de Green pour le probleme (4.12)) s’écrit :

=Pty
G+(x7 y7t) —e 4at —e 4at

La solution s’écrit alors comme intégrale

+oo
u(a ) = / G (2,9, O)g(y)dy
0



Chapitre 5

Equations hyperboliques

1 Exemple de modélisation : vibration d’une corde

Considérons les vibrations d’'une corde de longueur [ fixée aux deux extrémités. Une corde
signifie un corps rigide dont toutes les dimensions sont négligeables devant sa longueur. Nous
supposons également que la résistance de la corde aux forces de flexion est négligeable devant la
tension qu’elle subit. Autrement dit, dans ce modele nous allons prendre en compte uniquement
la tension subie par la corde.

Pour simplifier les considérations, nous allons supposer que la corde vibre dans un plan, au-
quel nous associons un systeme de coordonnées cartésiennes de telle sorte que ’axe des abscisses
coincide avec la corde et l'origine avec son extrémité gauche. Dans ce cas, tout point de la corde
est représenté par une valeur de coordonnée xz € [0,!]. Le mouvement de la corde sera alors
représenté par une fonction u(z,t) donnant a chaque moment de temps ¢ la position de chaque
point de la corde x le long de I'axe vertical y. Pour une valeur de temps t fixée le graphe de la
fonction u(z,t) représente le profil de la corde.

Enfin, nous supposons que les déformations de longueur dues aux vibrations sont négligeables,
c’est a dire, la longueur de la corde reste constante, égale a [. Ceci revient a supposer que

gz(%, ) <1

Comme les forces de flexion sont négligeables dans notre modele, la force de tension 7'(x) en
un point x de la corde est dirigée le long de la tangente a la courbe de u(x,t) au point x (voir
figure (5.1))).

Considérons maintenant la balance des forces appliquées sur un petit intervalle de la corde
[x,x + Ax]. Rappelons que tous les points de la corde effectuent des mouvements le long de
I’axe vertical OY . Donc, selon la figure , les projections des forces de tension sur 'axe OX
donnent :

T(x+ Az)cos(8) — T(z) cos(a) =0
Remarquons que

tan(a) = %(w,t) <1 & cos(a)~1

55
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T(x) T(x+A x)

u(x,t)

FI1GURE 5.1 — Profil de corde & un moment de temps fixé

et
tan(f3) = gu(a: + Az, t) <1 & cos(f) ~1
x

Il s’ensuit que
Tx+Az)—T(x)=0 & T(x)=T(x+Azx)=T

Alors, I'une des conséquences de ’hypothese de longueur constante est que la tension subie
par la corde est constante. Elle sera notée T dans la suite.

Considérons maintenant la projection des forces sur I’axe des ordonnées. Si u(z,t) définit la
2

u
position verticale de chaque point x de la corde alors 7(3:, t) est I'accélération du mouvement
de ce point le long de 'axe OY. Calculons la masse de U'intervalle [z, z + Az]. Soit p la densité
linéaire de la corde. Alors la masse d’un intervalle de longueur Az est égale a pAx. L’équilibre

des forces le long de I'axe OY s’écrit alors :
T'sin(B) — T'sin(a) = p - Ax - uy(z,t)

D’apreés nos hypotheses, cos(a) ~ 1 et cos(f) ~ 1. Alors sin(f3) ~ tan(3) et sin(«) ~ tan(«) et
on obtient :
T tan(B) — Ttan(a) = p - Az - ug(x, t)

ce qui équivaut a
ou ou
T—(x,t) —T—
Ox (2,) Ox

Apres division par p - Az on trouve :

(x+ Az, t) = p- Ax - uy(z,t)

T ug(x,t) — ug (v + Az, t)

P AJ? = Ut (.Z', t)




2. PROBLEMES AUX LIMITES o7

Lorsque Az — 0 on obtient I’équation de vibrations de la corde :

ug(x,t) = Eum(:v,t)

Cette équation représente la forme canonique des équations hyperboliques. Nous allons dans
ce chapitre décrire les différents problemes associés a cette équation et discuter des méthodes de
résolution exacte.

Considérons, par exemple, le [probleme de vibration d’une corde| de longueur [. La fonction
u(z,t) qui représente la position de chaque point 0 < x < [ de la corde doit étre solution de
I’équation d’onde

0%u 5 0%u
8t2 =a W, T G]O,Z[, t E]O,T[
Si les deux extrémités de la corde sont fixées nous devons rechercher la solution u(x) telle
que

u(x =0,t) =u(z=1,t)=0, t €[0,T]

Si les deux extrémités sont en mouvement, nous devons indiquer les lois respectives :

w(z =0,1) = fi(t); u(z = 1,t) = fo(t)

Mais la connaissance des comportements des deux extrémités de la corde ne suffit pas pour
déterminer de facon unique la solution. Nous devons également savoir la position et la vitesse de
chaque point de la corde au moment de temps initial (¢ = 0). Pour cela on pose des conditions
initiales :

O = _— =
u(w,0) = 9(x), = = v(a)
2 Problémes aux limites
Soit le probléme aux limites suivant
Ut = QUgg, (z,t) €]0, L[xRY
u(0,t) = u(L, t) =0 (5.1)

u(,0) = ¢(x), w(r)=1(z)

Pour trouver la solution nous allons appliquer la méthode de séparation des variables, par
analogie avec le cas d’équations paraboliques vu en détails dans les chapitres précédents.
On cherche donc des solutions séparées de la forme

u(z,t) = X(2)T(t)
La substitution dans I’équation d’onde donne :

T'X =aTX"
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et en divisant par XT ont a
X// 1 T//
X aT

ou A est la constante de séparation. Cette derniere égalité équivaut les deux équations suivantes :

-A

X"+AX =0

T+ X' =0
On déduit aussi des conditions aux bords que X (0) = X (L) = 0. Commencons donc par chercher
les couples (A, X), solutions du probleme

{X”(:U)—i—)\X(x) = 0 (5.2)

X(0)=X(L) = 0

Il s’agit ici d’un cas particulier de probleme de Sturm-Liouville, étudié dans la section | 2| du
chapitre 2.
D’apres la proposition[L.1] le probleme (3.17) admet une infinité de solutions {(An, Xp)}52 :

n?n?

Xn(x) = sin(y/A\pz) =sin (%x) (5.4)
L’équation T + A, T = 0 admet alors des solutions de la forme
T,(t) = Ay cos(v/ ant) + By sin(y/ai,t)
Ainsi on montre que ’équation d’onde admet une infinité de solutions séparées de la forme :
. . (nm
up(z,t) = (Ap cos(v/alpt) + By, sin(y/apt)) sin (Tx) , neN*

Toutes ces solutions vérifient les conditions aux limites. On remarque cependant qu’aucune des
solutions séparées ne vérifie les conditions initiales du probleme. Nous allons alors rechercher
une solution sous forme de série

o0

u(z,t) = 3 (An cos(v/arat) + By sin(y/akat)) sin (%x) (5.5)

n=1

Pour qu’une telle fonction u(z,t) puisse étre substituée dans I’équation différentielle
il est nécessaire de justifier que u(x,t) € C}(]0, L[x[0,T]) N C2(]0, L[x[0,T]). 1l suffit pour
cela de prouver que la série elle-méme ainsi que les séries obtenues par dérivées ”terme par
terme” convergent uniformément. Bien siir, cela dépend du choix des coefficients A,, et B;,. Nous
allons ici justifier formellement le choix de ces coefficients en admettant sans démonstration la
convergence uniforme des séries nécessaires.

Supposons donc que les suites de coefficients A,,, B, n € N* est telle que la série ainsi
que ses dérivées "terme par terme” convergent uniformément. Alors la substitution formelle de
u(x,t) dans ’équation d’onde permet de montrer facilement que u(z,t) vérifie cette équation.
En effet, tous les éléments de la somme dans sont solutions de ’équation différentielle. On
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obtient donc au final une série nulle. Les conditions aux limites sont également vérifiées, grace
a la définition des fonctions X, (z). Il reste donc a vérifier les conditions initiales :

o(z) = u(z,0) = i Ay, sin (n%x)
n=1

Il s’ensuit que les coefficients A,, doivent étre les coefficients de Fourier de la fonction ¢(x) sur
I'intervalle [0, L] :

L

2

L/gb ) sin(y/ A\px)dx (5.6)
0

En dérivant la série une fois par rapport a t et en posant ensuite t = 0 on a
> nmw nmw
P(x) = w(x,0) = Z:l Bnaf sin (Ta:>
n=

nm
Il s’ensuit que les quantités B,a— 7 doivent étre les coefficients de Fourier de la fonction ¢ ()

sur 'intervalle [0, L]. On obtient alors les expressions pour le calcul des coefficients B,

L

B, = 2 /1/1(3:) sin(y/Anz)dz (5.7)

nma
0

3 Probleme de Cauchy pour I’équation d’onde sur 1’axe réel.

Considérons le probléeme

0%u 5 0%u
il _ - R
u(z,0) = p(x); ui(e, 0) = ()

Dans ce qui suit, nous allons présenter la méthode de D’Alembert de résolution de ce
probleme.

Tout d’abord, faisons un changement de variables qui permet de réduire I’équation d’onde a
sa seconde forme canonique :

(5.9)

& = x+at
n = x—at

Alors

ot "o ot o ot “\ae an

@7 0%u  O¢ 8u. 8§+8n 0%u (977 2 @_28%_’_@
ot ot an? ot €2 0con  On?

du _Ou 0§ Ou 9In _ <8u 8u)

o2& ot T aeon

ot?



60 CHAPITRE 5. EQUATIONS HYPERBOLIQUES

De fagon analogue on trouve

Pu_(Pu 0 o
Ox? €2 oEon — on?

Apres la substitution dans I’équation (5.8)) et simplification on aboutit & le seconde forme cano-
nique de ’équation d’onde
0%u
=0
ey
Il est tres facile de trouver la solution générale de cette derniere équation. En effet, écrivons la
de la facon suivante :

(5.10)

9 0u_
aoEam
. . Ou , , .
Cela signifie que la fonction W ne dépend pas de £. Elle dépend donc uniquement de 7 :
n
ou
8777 = fi(n)

En intégrant cette équation et en notant f(n) la primitive de fi(n) on obtient :

u(&,n) = f(n) +g(§)

ou g(§) représente la constante de I'intégration.
En revenant aux variables d’origine selon le changement de variables (5.9) on trouve la
solution générale de I’équation d’onde

u(z,t) = f(x +at) + g(r — at)

ou f et g sont deux fonctions d’une seule variable, contintiment dérivables.
Pour trouver la solution du probleme de Cauchy (5.8) on doit maintenant déterminer les
fonctions f et g a partir des conditions initiales. Pour ¢ = 0 on a

u(2,0) = f(z) + g(z) = olx) (5.11)
w(2,0) = af (z) —ag(z) = ¥(x) (5.12)

En intégrant I’équation (5.12)) on trouve

1 X

f@) = g(a) = 5 [ ¥(5)ds+ £0) - 900 (51
0

On déduit alors des équations ([5.13)) et (5.11]) que

f@) = 50(@) + 55 [ wl)ds + 5(£(0) - 9(0))
0



3. PROBLEME DE CAUCHY POUR L’EQUATION D’ONDE SUR L’AXE REEL. 61

et

x

gla) = 59(@) = 5o [ 6(s)ds = 3(7(0) = 9(0)
0

En substituant les deux dernieres expressions dans la formule de la solution générale de I’équation

des vibrations on trouve la solution du probleme de Cauchy (/5.8])

xr+at
u(e, ) = 2 (ol +at) + oo — at)) + - / (s)ds (5.14)

x—at

La formule (5.14]) s’appelle la formule de D’Alembert.

3.1 Interprétation physique de la formule de D’Alembert

D’apres la formule de D’Alembert la position de tout point = d’un corde infinie en vibration
au moment de temps ¢ est donnée par la fonction u(z,t) qui se présente sous la forme

u(z,t) = f(x+ at) + g(z — at)

Remarquons que cette fonction est une superposition deux deux ondes. La premiere, f(z + at)
se propage a vitesse constante a vers la gauche. Son profil reste constant et égal au graphe de la
fonction f. La seconde, g(x — at), se propage vers la droite avec la méme vitesse a et son profil
est celui du graphe de la fonction g.

Pour représenter ce phénomene il est utile d’utiliser le plan des phases, c’est a dire, le plan

(x,t).

Définition 5.1. Dans le plan des phases, on définit deux familles de droites : F =
{r4+at=C, C € R} et G ={x—at =C, C € R}. Ces deux familles s’appellent
familles de caractéristiques du probleme ([5.8)).

Remarquons que la fonction f(x + at) est constante sur toute caractéristique de la famille
de droites F et que la fonction G est constante sur toute droite de la famille G.

Supposons que nous voulons connaitre la solution du probleme dans un point M (zo, to)
du plan des phases. D’apres la formule de D’Alembert , cette solution est uniquement
définie par les valeurs de la fonction ¢ aux points xg — atg et xg + atg et par le comportement
de la fonction () entre ce deux points. Remarquons que les deux caractéristiques qui passent
par le point M croisent ’axe des abscisses aux points P(xg — aty) et Q(zo + atp). Le triangle
PMQ@ s’appelle zone de dépendance pour le point M (voir la figure . En effet, les conditions
initiales en dehors de l'intervalle PQ n’ont aucune influence sur la solution au point M.
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250

05F

0 P(x,-aty,0) X Q(xg*aty,0)

FIGURE 5.2 — Triangle de dépendance pour le point M

Exemple 5.1. Considérons un probleme de Cauchy de type dans lequel la fonction
Y(z) =0, Yz € R et la fonction ¢(z) a pour support un intervalle [«, 5]. Cela signifie
que ¢(x) = 0, sizx ¢ [a, (]

Alors, d’apres la formule de D’Alembert , la solution du probleme pour un point
(z,t) du plan de phases s’écrit :

(@, ) = %(tp(m + at) + (e — at))

Su la figure on peut observer le graphe de la solution dans R3. On remarque
nettement deux ondes qui se propagent a partir de 'intervalle [a, (3], I'une vers la
gauche et I'autre vers la droite. Leur propagation forme deux bandes dans le plan des
phases (voir (5.4)). En dehors de ces deux bandes la solution est nulle.

FI1GURE 5.3 — Une solution particuliere : vitesse initiale nulle

Ces deux bandes sont formées par deux couples de caractéristiques tracés a partir des
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FIGURE 5.4 — Zones d’influence d’un intervalle

extrémités de lintervalle [a, 8] comme on le voit sur la figure (5.4)).

Dans les zones IV, V, VI la solution est nulle. En effet, si on construit le triangle de
dépendance pour un point choisi dans une de ces zones, les deux extrémités de sa base se
trouveront en dehors de l'intervalle [«, 5], 1& ot ¢(x) est nulle. Pour les points choisis dans les
zones IT et IIT seule un extrémité (P pour la zone III et Q pour la zone II) se trouvera dans
I'intervalle [«, 5]. Donc la solution dans chacune de ces zones est un onde qui se propage vers
la gauche (zone II) ou la droite (zone III). Enfin, dans la zone I seulement la solution est une
superposition des deux ondes. Cette analyse se confirme sur le graphe de la solution, figure .

Les zones I, IT et III s’appellent zones d’influence de Uintervalle [« 3].

4 Vibrations d’une corde fixée aux extrémités. Solution par la
méthode de Fourier.

Nous allons ici résoudre [le probleme de vibrations d’'une corde| de longueur [. Ce modele a
été construit dans le chapitre . Voici le probleme complet tel que nous allons le considérer :

U — @PUgy =0, >0, 0<z<I

u(x,0) = p(x) O<x<l
ut(z,0) :Z(x) 0<z<l (5.15)
u(t,0) = u(t,l) =0 t>0

Nous allons appliquer le raisonnement de séparation de variables pour résoudre 1’équation
d’onde. Cherchons la solution sous la forme :

u(z,t) = X(x) - T(t)
En la substituant dans I’équation on obtient :
X (2)T"(t) — a*X"(x)T(t) = 0
En divisant par a?X (2)T(t) on a
() _ X'(z)

a?T(t)  X(z)
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dans la partie gauche de 1’égalité ci-dessus nous avons une fonction de ¢ et dans la partie droite
une fonction de . On en déduite que les deux fonctions sont constantes, égale a une valeur —A.

T"(t) + Ma®T(t) = 0 (5.16)
X"(z)+XX(z) = 0 (5.17)

Remarque 5.1. Notons que nous recherchons maintenant des triplets (A, X (x),T(t)). Car, le
raisonnement de séparation des variables introduit un nouveau parameétre dans le probléme : la
constante A\, que nous ne connaissons pas. Une fois que la séparation des variables est faite, le
probléme se formule ainsi : trouver la(les) valeur(s) de \ pour la(les)quelles les deux
équations (|5.16) et (5.17) admettent simultanément des solutions non triviales.

Nous allons d’abord trouver les solutions possibles (A et X (z) ) de I’équation (5.17)). Ensuite,
pour les valeurs de A retenues, nous allons résoudre I’équation ([5.16]).
Analysons les conditions aux bords associés au probleme ((5.15) :

w(0,t) = u(l,t) =0 & X(0)T(t) = X()T(t) =0, Vt > 0

Le choix T'(t) = 0 correspond & une solution triviale de 1’équation d’onde u(z,t) = 0. Si on
cherche des solutions non triviales, la condition aux bords es vérifiée si et seulement si X (0) =
X (I) = 0. Alors, la fonction X (z) doit étre solution du probleme

{X”(m)Jr)\X(x) =0 (5.18)

X0)=X(l) = 0

C’est un [probleme de Sturm-Liouvillel Nous ’avons étudié en détails dans le chapitre 1. Nous
avons établi (voir proposition que ce probleme admet une infinité de solutions

(/\k, Xk), kel

ou
k272 k2q?
Ap = Z o

keZ
Il nous reste maintenant a résoudre (si ¢’est possible) I’équation ([5.16]) avec A = Ak
T"(t) + \pa®T(t) = 0

De fagon completement analogue a la premiere équation on trouve les solutions

Ti(t) = A COS(“\/TIJ) + By sin(a\/ﬁt) = Ay cos <a];mt) + B sin <akl7rt>

Ainsi, la méthode de séparation de variables nous a permis d’établir que 1’équation d’onde
du probléeme ([5.15)) admet une infinité de solutions de la forme

k k k
ug(z,t) = sin <ZT:B> <Ak cos (CLlFt) 4 By, sin (alwt))
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et que toutes ces solutions vérifient les conditions aux bords :
uk(O,t) = uk(l,t) =0

Nous allons alors chercher une solution du probleme (j5.15)) sous forme de combinaison linéaire
de toutes ces solutions particulieres :

=S (422) (e (B50) e (B52) o

par application de principe de superposition généralisé (aux sommes infinies) une solution
d’une telle forme vérifie ’équation différentielle d’onde et les conditions aux bords. Il reste donc
a choisir les coefficients Ay et Bj de telle sorte que les deux conditions initiales soient vérifiées :

u(x,0) = ZAk sin <kl77$> = ¢(x) (5.20)
k=1

et

uy(2,0) =Y “’“T”Bk sin (k;ra:) = () (5.21)
k=1

On remarque que les séries impliquées dans les deux équations et sont des séries
de Fourier. Et comme la décomposition en série de Fourier d’une fonction, si elle est possible,
est unique, on déduit les coefficients Ay et By, a partir des coefficients de Fourier des fonctions
() et ¥(x) respectivement :

Ap = % / () sin (’“ﬁ) do (5.22)

et

Br= 2 / () sin ("}%) do (5.23)

Pour que tous les raisonnements que nous venons d’exposer soient valables il est nécessaire
de démontrer la convergence uniforme de la série . Sans cela nous ne pouvons pas justifier
toutes les opérations de dérivation que nous avons effectuées formellement. Nous admettons ici,
sans démonstration, le théoréeme suivant :
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Chapitre 6

Equations elliptiques

Dans ce chapitre nous étudions la classe des équations elliptiques, représentée par les équations
de Laplace et de Poisson. Il existe de nombreuses approches a la résolution de ces équations.
Nous allons ici nous limiter a seule méthode de résolution a l’aide de foncions de Green. C’est
pourquoi nous allons d’abord énoncer un certain nombre de faits (les formules de Green, en
particulier) qui permettent d’établir et de justifier cette méthode. Ensuite, nous nous attardons
un peu sur les propriétés des fonctions harmoniques

1 Exemple de modélisation : état stationnaire dans le probleme
de propagation de chaleur

Nous avons montré dans le chapitre 5 que le flux thermique non stationnaire dans une barre
de métal isolée est une solution de I’équation de chaleur :

Ut = Ugy

avec les conditions initiales et aux bords

On s’intéresse maintenant a a question suivante : est ce que le processus de diffusion de chaleur
dans la barre admet un état stationnaire ? C’est-a-dire une distribution des températures v qui
ne dépend pas de temps.

Si une telle distribution est possible alors u(x) doit étre solution de ’équation

0= ugy

u(0) = uo, u(l) =wu (6.1)

1l s’agit de I’équation de Laplace en dimension 1. Dans le cas de dimension spatiale quelconque
d les états stationnaires du probleme de diffusion de chaleur doivent étre solutions de ’équation
de Laplace
Au=0

67
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Retournons a I’'équation . Puisqu’il s’agit d’'une EDO linéaire d’ordre 2 tres simple nous
pouvons obtenir facilement la solution du probleme. En effet, I’équation différentielle admet une
famille de solutions

u(x) = Az + B

ou les constantes A et B sont déterminées par les conditions aux bords :
u(0) =B =wg, u(l)=Al+B=u
Ainsi la solution u(x), I’état stationnaire de processus, existe est
u(z) = (u1 — ug)x + up

On remarque que ce résultat confirme ’observation faite lors de la modélisation de la propagation
de chaleur : une distribution uniforme (3.1]) finit par s’établir dans la barre.

2 Formules de Green et les fonctions harmoniques

2.1 Formule de Gauss-Ostrogradsky

Théoréeme 6.1. Formule de Gauss-Ostrogradsky. Soit 2 € R™ un domaine tel
que O € C? ( la fonction de paramétrisation de O est de classe C?).
Soit A(z) = (A1(z), A2(z), ..., Apn(x)) un champ vectoriel tel que A(x) € CH(Q).

Alors
/ (A(2), 7i(z))do = / divA(z)dz (6.2)
o0 Q
8A
ot 7i(z) est la normale extérieure de la surface au point z et divA(z) = Z o ()

2.2 Formules de Green

Théoreme 6.2. I ére formule de Green.
Soit Q € R™ un domaine tel que O € C? ( la fonction de paramétrisation de O est de

classe C?).
Soient u;nC () v;nC%(,b).
Alors .
/ = —/(Vu(x),Vv(x))dx—f— /u(av)an(a:)da (6.3)
Q Q 0N
. Ov
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On applique la formule (6.2) de Gauss-Ostrogradsky pour le champ A(z) = u(z)Vo(z) (les

conditions du théoreme sont vérifiées).

Calculons
div A(z) = div (u(z)Vu(z)) = ééi(“ﬂgs>
n U Oov 2’U = ? [
= (gml aaxz - “(f‘f)gfgz> = (Vu(z), Vo(z)) + u(z) Av(z)

Alors, d’apres la formule (6.2)), on a

/(qu,ﬁ)da:/div(u( :/ (Vu(z), Vola d:c+/< (2), Ao(z))da

o0 Q Q Q

Remarquons que (voir (?7?))

(u(@)Vo(z), i) = u(z)(Vo(z), @) = u(z)5=(2)
Alors
/(u(az),Av(z))dm- /(Vu( ), Vo( )>dx+/ ( )g:_;(x)da
Q Q o0
c.q.f.d.

Théoreme 6.3. Iléme formule de Green.
Soient u,v € C?*(Q). Alors

) |x—yl |z -y on |z —y|
Q Q o2

/[v(a:)Au(x) —u(z)Av(x)]de = / [v(m)%(m) - u(a:)%(:c) do (6.4)
i 7
Q o0
Théoréme 6.4. III éme formule de Green (cas de dimension n > 3).
Soitu € C%*Q)NCLQ). Alors
8u( )
__L [Lul) 0 4o, 2 a2
u(z) = 1 dy + 7T/ doy gy u(y) o. (6.5)
0!
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2.3 Fonctions harmoniques

Définition 6.1. Une fonction u(x) s’appelle harmonique dans le domaine Q C R3 si
u(x) € C*(Q) et
Au(z) =0, Yz el

Définition 6.2. Une fonction u(x) s’appelle réguliere dans le domaine
Q C R3 siu(z) € CLQ)

On note

Harm(2)

I’ensemble de toutes les fonctions harmoniques dans €2.

Exemple 6.1. Soit n = 3. Montrons que la fonction

1
est harmonique.
0 1 Zj T
Ovi \JAt g t53 (@3 rap) [P
e 1 1 PR B e
A A S @B @BrBed” R

Alors
Pu  Pu  Pu_ 3a® =3z .

Pafe) — L2 4 O0
@) oz Ox3  Oxi |z|?
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Exemple 6.2. Soit n = 2. Montrons que la fonction

1 1
u(z)=In— =1In

|z V3 + 23

est harmonique dans R? tout entier.

ou [o, o Ti Zi .
= — 0 = — =12
B, 1 + 235 EE 2’ ) ’

0%u 1 272 272 — |z
2= Ttz 72 4
O} Z|2  (2f + x3) |z|

Alors
Pu  O*u 2z -2z

Nu(z) = — + — = -0
(2) 83:% 83:% ||

2.3.1 Théorémes de valeur moyenne

Proposition 6.1. Soit u(x) € Harm(2). Alors

ou
o0

Preuve de 77

osons dans la deuxieme formule de Green (6.4) v(z) = 1. On a alors Av(z) = 0,

%(m) =0 et donc
0= /1 : %(x)daw
oN

C.q.td. C.Q.F.D

Théoréme 6.5. Soit une fonction [harmoniqud u(z) € Harm().

Alors la valeur moyenne de u sur toute sphere entierement contenue dans € est égale
a la valeur de w au centre de la spheére.

VS, (z) C
u@) = g5 [ e,

Sp()
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Théoréme 6.6. Soit une fonction [harmoniqud u(x) € Harm(S2).

Alors la valeur moyenne de u sur toute boule entierement contenue dans ) est égale a
la valeur de u au centre de la spheére.

VB,(xz) C Q

2.3.2 Principe de maximum

Théoréme 6.7. Soit une fonction |harmonique réquliére dans €.
Alors si u(z) atteint son mazimum ( respectivement minimum) a lintérieur de
u(x) = const.

Corollaire 6.1. Soit une fonction |harmonique régulierd dans Q.
SiVr € 0 u(z) >0
alors Vo € Q wu(x) >0

Corollaire 6.2. Soit deux fonctions [harmoniques régulieres dans Q uy(x) et ua(x) telles que
Ve € 02 ui(z) > ua(zx)
Alors Vx € Q wui(x) > ug(x)

3 Les problemes aux bords associés a I’équation de Poisson

Soit © C R3 un domaine. On appelle équation de Poisson sur © I’équation suivante
Au(z) = f(z), x € Q (6.6)
On appelle I'équation de Laplace ’équation suivante
Au(x) =0, 2 €Q (6.7)

Selon le type de conditions aux bords on définit trois problemes liés a I’équation de Poisson :

Probléeme de Dirichlet

{ Au(x) f(z), x €Q (6.8)

[Wlseon = g(x)
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Probléme de Neumann

8Au(:1:) = —f(z), x€Q
|:an:| €0 N ¢<m)
Probléme mixte
Au(:n)a = —f(z), x€Q
o) 85w = etw)

Dans ce qui suit nous considérons le probleme de Dirichlet pour ’équation de Poisson.

Définition 6.3. On appelle solution classique du probléme de Dirichlet une fonc-
tion u(z) € C?(2) N C(Q) qui vérifie 'équation et la condition aux bords.

Théoréeme 6.8. Si le probleme de Dirichet admet une solution classique alors
elle est unique.

4 Solution de probleme de Dirichlet par la méthode de fonction
de Green

4.1 Motivation et définitions

Nous allons utiliser [a_troisieme formule de Green|

o)
_ L [Luly), L [ on _ 1/ 9 _1
u(@) = A ) |x — y|d i |z — y|d Yoo4rm u(y) on |z — y % (6:9)
o0 o0

Cette formule nous donnerait la solution du probleme de Dirichlet si on pouvait en
exclure le terme
ou )
1 -\
L[ On oy
Am | |z =y
o0

qui contient la dérivée normale de u(x). Nous aurons recours a un artifice ici. Soit v(x) une
fonction [harmonique régulierel En appliquant [la deuxieme formule de Green|aux fonctions u(z)
et v(x) et en tenant compte que Av(z) = 0 on obtient :

0= [owsuts) ~ [ gewo, + [,

Q o0N o0




74 CHAPITRE 6. EQUATIONS ELLIPTIQUES

On divise la derniere égalité par 47 et on la soustrait de :

u(z) = —;ﬂﬂ/AU(y)[ ! +v(y)] dy+ - au(y)[

|z — y| 4w | On
1 0 1 .
] i [ "0 [+ w)] o
o0N

On choisit maintenant v(y) de telle sorte que le terme contenant la dérivée normale de u s’annule.
Pour cela on doit exiger de v que

1
|z — y|

+o()] do,

| =0

|{IZ - y‘ yeQ

Ainsi, si on arrive a choisir une fonction v harmonique qui vérifie cette condition, on peut trouver
la solution du probleme de Dirichlet pour I’équation de Poisson dans 2 a ’aide de la formule :

u(z) = —ﬁ Au(y) iny, +v(y)} dy
9)
1 0 1
- U(y)% Lw_y’ +U(y)} doy

On remarque alors que cette derniere expression fait intervenir dans les intégrales la méme

fonction Tl + v(y). Clest cette fonction que l'on appelle la fonction de Green. En voici la
r—=y

définition.

Définition 6.4. On appelle fonction de Green du [probleme de Dirichlet| pour
l'opérateur de Laplace dans le domaine 2 la fonction

G:OxQ—=R

telle que

1. G(z,y) en tant que fonction de y est la solution de I’équation de Laplace :

NyG(z,y) =0, Ve € Q, Vy € Q\ {z}

1
G(z,y) = P— +v(z,y)

ou v(x,y) est une fonction harmonique réguliere| de y pour tout x €

(;(xay) =0
yeo

Remarquons que la fonction de Green est entierement définie par 'opérateur de Laplace et
le domaine §2. Elle ne dépend donc pas de la fonction f(x) ni de la fonction g(x) du probleme
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de Dirichlet. Ainsi la résolution de tout probléme de Dirichlet pour 1’équation de Poisson dans
un domaine 2 donné se ramene a la recherche de la fonction de Green pour ce méme domaine.
Cette derniere est elle méme solution de probleme de Dirichlet particulier, a savoir

Ayo(z,y) = 0, y€ ? \ {z}

b
yeIN |$_y|

Si la fonction de Green pour le domaine €2 est connue alors la solution de tout probleme de

Dirichlet s’écrit :

ule) = 4= [ 160Gy - - [ o5 -Gl (6.10)
Q o0

Ty
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Annexe A

Rappels sur les équations
différentielles ordinaires

1

Généralités

1.1 Définitions et notations

dérivées.

On distingue deux grands groupes d’équations différentielles :

— si u: R — R est une fonction d’une variable réelle alors ’équation

du d®)y
F — ., — | =
(':L" u($)7 dx’ b dwk >

s’appelle équation différentielle ordinaire;
— si u: R®™ — R est une fonction de plusieurs variables réelles alors I’équation

,axl,...,axn 78xl18xlk7
i1 i

©)
F(:E’,u(a‘:’) ou ou 0y )

s’appelle équation en dérivées partielles.

Dans ce qui suit on considere un ensemble D C R"*2 et une application F : D — R.

77

Définition A.1. Une équation différentielle est une relation entre une fonction et ses
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Définition A.2. Soit I C R un intervalle. On appelle solution d’une équation
différentielle

F(l‘,y,y,,...,y(n)) =0 (Al)
sur I toute application y : I — R telle que
(i) y est n fois différentiable sur I ;
(ii) Ve e I (z,y,¢,...,y™) e D
(iii) F(z,y,y/,...,y™) =0, Vzel.

Résoudre 'équation différentielle (A.1)) c’est trouver tous les couples (I,y) ou I est un
intervalle et y est une solution de ’équation (A.1)) sur I.

Définition A.3. On appelle ordre d’une équation différentielle ordinaire ’ordre le plus
élevé de dérivée apparaissant dans I’équation.

Définition A.4. Soient D C R™! et une application f : D — R. On appelle équation
différentielle sous forme résolue une équation de type

y(n) = f(x7 y? y’? A 7y(n_l)) (A2)

Exemple A.1. y” + 2y = 3z est une équation d’ordre 2.
y(4) — 3y?z = 0 est une équation d’ordre 4.
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1.1.1 Conditions de Cauchy (conditions initiales)

Définition A.5. Soient D c R" f : D — R une fonction et
(:Eo, 20, y(()l), y(()Q), ces ,y(()n_l)) € D un point donné du domaine D. On appelle probleme
de Cauchy et on note
y(n) = f(x7 y? y/7 ] y(nil))
y(zo) = Yo
1
y(ao) = T (A.3)
_ -1
y "D (zg) = yp' Y

le probleme qui consiste a trouver tous les couples (I,¢p) tels que I soit un inter-
valle contenant xy (9 € I) et que ¢ soit une solution de I’équation différentielle
y ™ = flz,y,y, ...,y V) sur T qui vérifie les conditions y(zo) = o, ¥ (z0) =

y(()l), o y/(n—1)($0) _ y((]n—l)_

Dans le cas particulier d’équations d’ordre 1 le probleme de Cauchy se formule de fagon
suivante : étant donnés un ensemble D C R?, une application f : D — R et un point (29, yo) € D
trouver tous les couples (I,y) tels que I soit un intervalle et que y vérifie :

y/ = f(x’y)
{y@co) = w (A44)

1.1.2 Conditions aux limites

Dans la suite de ce cours nous allons aborder essentiellement des problemes aux limites pour
les équations du second ordre. Soient I = [a, b] un intervalle, D C R2. On considére une équation

différentielle
d@y du
= (x,u@), dx) (A.5)
(A.6)

Définition A.6. Fixer des conditions aux bords pour 1'équation (A.5)) c’est préciser des valeurs
que la solution u(x) ou sa dérivée doit prendre aux extrémités de I'intervalle a et b. On distingue
trois types de conditions aux bords.

Condition de Dirichlet ou condition de ler type
u(a) =uy, u(b) =uz
Condition de Neumann ou condition de Ileme type

u'(a) = uy, u'(b) = uz
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Condition mixte ou condition de IIIeéme type

1.2

u(a) + M (a) = ug, u(b) + pu'(b) = uz

Existence et unicité de solution de probléeme de Cauchy

Définition A.7. Soient D C R?, (zg,y0) € D, f: D — R et y' = f(x,y) une équation
différentielle. Si le probleme de Cauchy admet des solutions on dit qu’il admet
une solution unique si pour toutes les solutions ¢ : I — R et ¢ : J — R les restrictions
de ¢ et de ¢ sur I N J coincident.

Définition A.8. Dans les hypotheéses de la définition[A.7on dit qu’il y a unicité locale
de solution du probléeme de Cauchy s’il existe un voisinage V' de zq tel que pour tout
@ : I — R et pour tout ¥ : J — R les restrictions des solutions ¢ et ¢ sur INJ NV
coincident.

Proposition A.1. Soit le probléme de Cauchy ot D C R?, (z0,90) € D et f: D — R.
Supposons que f est une fonction continue. Soit I un intervalle tel que xog € I. Alors une
application ¢ : I — R est une solution du probléme st et seulement si

(i) Vz eI (z,p(x)) € D;

(ii)

xT

Ve el p(x) =yo+ /f(ta p(t))dt

zq

Théoreme A.l. Soit D = I x U x R? o I est un intervalle ouvert de R et U
est un ensemble ouvert de R. Soit f : D — R wune application continue, localement
lipschitzienne en deuziéme variable, c’est-a-dire Vax € U, V[a,b] C U, 3K > 0 tel que

Y(y1,y2) € [a,0]*  [f(z, 1) — f(2,92)| < K|y1 — yo|

{ y = f(zy)

y(ro) = Yo

Cette solution est unique.
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2 Résolution exacte des équations différentielles d’ordre 1
2.1 Equations a variables séparées ( ou séparables)

Définition A.9. On appelle équations a variables séparables les équations qui peuvent étre

ramenées a la forme suivante :

Y'g9(y) = f(x)
On écrit p

ay _

Yoly) = 1)
d’ou

On calcule alors

et on pose
Si G(y) admet une fonction réciproque on a
y(z) =G HF(x)+C), CeR

Exemple A.2. Résoudre I’équation différentielle
(z+1)y —2y=0

Séparation des variables :

’_ z @_:cdx
y x+1 y x+1
x#—1 ) x#—1
y#0 y#0

Calcul des primitives

zdx r+1-—-1 1
n(|y|) /x—i—l / ] x /( a;+1> r=xz—Injlz+1/+C

T

Solution
e

x+1’

y(z) = A AeRY, zeR\{-1}



82 ANNEXE A. RAPPELS SUR LES EQUATIONS DIFF ERENTIELLES ORDINAIRES

2.2 Equations linéaires
Définition A.10. Equation linéaire non homogene
Y +a(z)y = b(x)

ou a:I — R, b: I — R sont deux fonctions continues sur un intervalle I.
Equation linéaire homogene associée

y +a(z)y=0

Etape 1 Solution de I’équation homogéne associée

On calcule la primitive

alors la solution générale de I’équation homogene associée est

So = {)\e_A(x) BYE R}

Etape 2 Recherche d’une solution particuliere de I’équation non ho-

mogene.

Méthode de variation de constante. On cherche une solution particuliere
sous forme

yi(z) = A(z)yo(x)
oll

yo(z) = e~ A)

est une solution de I’équation homogene. On substitue dans I’équation non
homogene et on trouve

Etape 3 Solution générale de I’équation linéaire non homogene

S = {)\(;v) + u)e_A(m) | ue R}
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3 Résolution exacte des équations différentielles linéaires d’ordre
2 a coefficients constants.

Définition A.11. Equation différentielle linéaire d’ordre 2 a coefficients constants non ho-
mogene est une équation de type

y' +ay +by = f(z) (A7)

ot (a,b) € R? et f(x) est une fonction continue sur un intervalle I.
Définition A.12. On appelle équation homogene associée & ’équation (A.7) I’équation suivante
y' +ay +by=0 (A.8)

Définition A.13. On appelle équation caractéristique associée a 1’équation (A.7)) 'équation de
second degré suivante

M4a\+b=0 (A.9)

3.1 Plan de résolution.

Trouver deux solutions particulieres y;(x) et yo(x) de I’équation homogene ((A.8]).
Pour cela voir le paragraphe exprimer la solution générale de cette équation

So = {ayi(z) + By2(2) | (o, B) € R*}

Trouver yp(z) une solution particuliere de I’équation non homogene en utilisant I'une
des quatre méthodes présentées dans les paragraphes|[3.3.1} [ 3.3.2] [ 3.3.2, | 3.3.3] le
choix de la méthode la mieux adaptée se fait selon la forme de la fonction f(z).

Ecrire la solution générale de 1’équation non homogene ({A.7))

S = {yo(x) + ay1(z) + By2(2) | (o, B) € R?}

3.2 Solution d’une équation homogene

Définition A.14. Equation homogene

y' +ay +by=0



84 ANNEXE A. RAPPELS SUR LES EQUATIONS DIFF ERENTIELLES ORDINAIRES

On pose I’équation caractéristique
Nta+b=0, A=a%>—4b
Si A >0 Deux racines simples réelles

—a—i—\/g A —a—\/K

A p— pr—
! 2 2 2

Deux solutions particulieres

Solution générale
So = {ae™® + 527 | (o, 5) € R?}

Si A =0 Une racine double réelle

Deux solutions particulieres

Az

yi(x) = e ya(x) = we

Solution générale
So = {(a+ pr)e™ | (. B) € R?}

Si A <0 Deux racines simples complexes conjuguées
AM=r+iw, A\g=7r —iw
Deux solutions particulieres
y1(z) = € cos(wx) yo(x) = " sin(wz)
Solution générale

So = {e"(acos(wz) + Bsin(wr)) | (a, B) € R?*}

3.3 Solution particuliere d’une équation non homogene selon le type du
second membre

3.3.1 Second membre de type 1

f(x) = Qz)e™
ol Q(z) est un polyndéme de degré n et m € C.
Méthode
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On a degQ(z) = n. On recherche une solution particuliere de ’équation non ho-
mogene ((A.7) sous la forme suivante :

ou P(z) est polynéme inconnu tel que

n, si m n’est pas une racine du polynéme caractéristique ;
degP(z) = ¢ m+1, sim est une racine simple;
n+ 2, si m est une racine double.
(A.10)

Pour substituer yo(xz) = P(x)e™* dans I’équation non homogene on calcule
yh() = (P'(2) + mP(2))e™, yfi(x) = (P"(x) +2mP'(x) + m?P(z))e"™
et on trouve
[P"(x) + 2mP'(z) + m?P(z) + a(P'(x) + mP(z)) + bP(x)]e™ = Q(x)e™®
Apres simplifications on arrive a une égalité de deux polynémes :
Q(z) = P"(z) + 2m + a)P'(z) + (m? + am + b)P(z) (A.11)

Soit N = degP(x) le degré du polynéme P(x) que 'on a déterminé a partir du
polynéme Q(x) selon les formules (A.10). Alors

N-1

P(x) = anz™ + an_1z + - a1z +ag

ou {an,an_1,...,a1,a0} sont les coefficients inconnus du polynéme P(z). En le
substituant dans sous cette forme et en regroupant les éléments selon les
puissances de x on peut identifier les coefficients des polynoémes a gauche et a droite de
I’égalité. On obtient ainsi les N + 1 équations nécessaires pour trouver les coefficients
inconnus du polynéme P(z).

Remarque A.1 (Important!). Lorsque la constante m est un nombre complexe quelconque les
coefficients {an,an_1,...,a1,a0} du polynome P(x) sont aussi des nombres complexes.

Remarque A.2 ( Cas particulier ). Lorsque m est une racine double du polynéme caractéristique

a
on peut simplifier la recherche du polynéome inconnu P(x). En effet, dans ce cas m = —5 En

tenant compte de cela, I’équation devient
Q(x) = P"(x)

Il suffit donc d’intégrer deux fois le polynome Q(z)

P'(z) = /Q(x)dx, P(z) = /P/(af)da;
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Exemple A.3. Résoudre I’équation différentielle

y”—i—y/—2y:x3+1
Etape 1

Equation homogéne
y'+y —2y=0

Equation caractéristique
M4A-2=0

Racines A\; = 1 et Ao = —2. Solutions particulieres de ’équation homogene

yi(z) =", yo(z) =e >

Solution générale de ’équation homogene

So = {ae” + Be=2® | (o, B) € ]RQ}

Solution particuliere de 1’équation non homogeéne. Ici le second membre
f(z) = 23 + 1 est un polynéme. C’est une fonction de type 1 car on peut l’écrire
fz) =23 +1=¢e"%(23+1). On a alors m =0, Q(z) = 3 + 1 et degQ(x) = 3. On
voit que m = 0 n’est pas une racine du polynoéme caractéristique. On recherche donc
la solution particuliere sous la forme

yo(z) = e**P(z) = P()

ou
P(z) = Az® 4+ Ba®> + Cx + D
est un polynoéme de degré 3, comme le polynéome Q(x).

Alors
yo(z) = 3A2® + 2Bz + C, yi(z) = 6Ax + 2B

et la substitution dans I’équation différentielle donne
Yy +ybh — 2yo = 6Ax + 2B + 3A2% + 2Bz + C — 2(Ax® + B2 + Cx + D) = 2° + 1
En regroupant les coefficients selon les puissance de x a gauche on a

—2A2° 4+ (3A — 2B)x* + (6A+2B —2C)x +2B +C — 2D = 2° + 1

En identifiant les coefficients on trouve le systeme d’équations pour (A, B,C, D) :

23 —2A=1 A:_E’ p__3
2?2 1 (34—-2B)=0 N 2 4
a! ¢ (6A42B—-20)=0

9 19
2% : 2B+ C-2D =1 C=-1 D=-%

D’oti la solution particuliere
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Solution générale de ’équation différentielle non homogene

3 322 9z 19 . o 9
S—{—2—4—4—8+O£6 +ﬁ€ |(OZ,B)ER}

3.3.2 Second membre de type 2

f(z) = "™ (Q(x) sin(wz) + R(x) cos(wz))
Méthod
ou Q(x) et R(x) sont des polynomes tels que degQ(z) = n, degR(x) =p

A =r +iw n’est pas une racine du polynéme caractéristique On cherche une
solution particuliere sous la forme suivante

yo(x) = " (A(x) sin(wz) + B(z) cos(wx))

ou A(z) et B(x) sont des polynomes inconnus tels que degA(z) = degB(x) =
max{n,p}.
On procede ensuite comme dans le cas précédent. On substitue yo(z) dans
I’équation non homogene. On identifie d’abord les polynémes facteurs de cos(wx)
et de sin(wz)a gauche et a droite de ’égalité. Ensuite, en identifiant les coeffi-
cients des polynomes comme dans la méthode précédente on obtient le systeme
de p+ 14 n+ 1 équations pour trouver les coeflicients inconnus des polynomes
A(z) et B(x).

A =7+ iw est une racine du polynéme caractéristique On cherche alors une
solution particuliere sous la forme suivante

yo(z) = €™ x(A(x) sin(wz) + B(x) cos(wx))

ou A(x) et B(z) sont des polynémes inconnus tels que degA(z) = degB(z) =
max{n, p}. On identifie les polynémes A(x) et B(x) de la fagon analogue.

Exemple A.4. Résoudre I’équation différentielle

y" + 2y + 2y = xe T sin(x)

Etape 1 Equation homogeéne

y' +2y +2y=0

Equation caractéristique
N +204+2=0
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Les racines A} = —1+1i et Ay = —1 — i sont complexes conjuguées avec r = Re(\) =
—1 et w =Im(A1) = 1. Solutions particulieres de I’équation homogene
y1(z) = e Pcos(z), ya(z) =€ "sin(z)

Solution générale de ’équation homogene

Sy = {(accos(z) + Bsin(x))e™® | (o, 3) € R?}
Etape 2 Solution particuliere de I’équation non homogéne.

Ici le second membre f(z) = xe 7 sin(z) de type 2 avec w = 1, r = —1, R(z) = 0,
Q(z) = x et degQ(x) = 1, degR(z) = 0. On voit que A = r + iw = —1 + i est une
racine du polynoéme caractéristique. On recherche donc la solution particuliere sous
la forme

yo(z) = e “x(A(x)sin(x) + B(x) cos(x))

ou A(x) = ax + b et B(x) = cx + d sont des polynomes de degré 1 = max{0,1},
comme le polynéme Q(x).

Pour faciliter les calculs de substitution on peut procéder en deux étapes. premierement,
on élimine le facteur e™* en faisant un changement d’inconnue yo(x) = e *z(z) avec

z(x) = z(A(x) sin(z) + B(x) cos(z)). Alors
vo(z) = e (' = 2), yo(x) = e (2" — 22" + 2)
et la substitution dans I’équation différentielle donne
Yo + 20+ 2yo = e F(2" — 22" + 2+ 22" — 22 + 22) = e "wsin(z)

On obtient alors pour z(z) = x(A(x)sin(z) + B(x) cos(z)) I’équation différentielle
suivante
2" + 2z = wsin(x)

Notons U(z) = zA(z) = az? + bx et V(x) = 2B(x) = cx? + cz. Alors

IS

(
(x) = U(x)sin(x) + V(x) cos(x)
Z(x) = (U'(z) = V(x)) sin(z) + (V'(z) + U(x)) cos(x)
2(x) = (U"(x) = 2V'(x) — U(x)) sin(z) + (V" (z) + 2U (x) — V(z)) cos(x)

La substitution donne

(U"(x) = 2V'(z) — U(x)) sin(z) + (V" (x) + 2U'(z) — V(x)) cos(z) +
+U(z)sin(x) + V(x) cos(x) = zsin(x)

Apres regroupement on trouve
(U"(z) — 2V'(x)) sin(x) + (V" (z) + 2U’'(x)) cos(x) = x sin(z)
En identifiant les polynomes facteurs de sin(x) et de cos(x) on trouve :

{ U'(x) —2V'(x) ==z
V" (2) + 20" (z) = 0
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Or, U(x) et V(x) sont des polynoémes de second degré

U(z) = ax?® + bx V(z) = cx?® +dx
Ux)=2azx+b et V'(z) =2cx +d
U"(z) =2a V"(x) = 2¢c

Donc on a
2a —2(2cx +d) ==z
2¢+2(2ax +b) =0

En identifiant les coefficients des polynomes dans les deux équations on trouve quatre
équations pour les coefficients a, b, ¢, d :

—4c=1 c:—%
20 —2d =0 N d=0
da =10 a=20
2c+2b=0 b=1

d’ou la solution particuliere

Solution générale de ’équation différentielle non homogene

S = { [(z + a) sin(z) — <“f + ﬁ) cos(x)] e | (a, B) € ]RQ}

3.3.3 Meéthode de variation de constante

Méthode
Le second membre f(x) est une fonction continue quelconque

Soient y;(z) et y2(x) deux solutions particulieres de ’équation homogene trouvées
précédemment. On recherche une solution particuliere yo(x) de 1’équation non ho-
mogene sous la forme suivante

yo(z) = a(x)y(x) + H(z)y2(x)

ou les fonctions inconnues a(z) et G(x) vérifient le systéme d’équations suivant

{ o (x)y1(x) + B'(x)y2(x)

0
o (2)yy(z) + ' (x)ys(x) = f(=)
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On résout ce systéme par rapport aux dérivées o/ (x), B'(z) :

o(z) = f(@)ya(z)
Y1 (@)y2(x) — y1(x)ys ()

f(@)y1 ()
y1(2)yy(x) — yy (2)ya ()

On obtient alors a(z) et G(z) en calculant les primitives

B f(@)ya(z) .
al@) = /yi(ﬂﬁ)yz(f)—yl(ﬂf)yé(x)d

) @)
bl@) = /y1(x)yé($)—yi(m)y2<x)d

3.3.4 Principe de superposition

l

@)= fula)

k=1
ou fr(x) sont des fonctions de type 1 ,2 vus précédemment ou des fonctions quelconques.
Méthode

On utilise ici le principe de superposition.

On trouve une solution particuliere yi(z) pour chaque équation non ho-
mogene
v +ay +by = fe(x)

selon la méthode correspondante au type du second membre fi(z).

La solution particuliere yo(z) de I’équation non homogene

Y +ay' + by = f(z)

s’écrit alors



Annexe B

Rappels sur les séries de Fourier

Ce chapitre donne quelques rappels sur les séries de Fourier que nus allons beaucoup utiliser
pour résoudre les problemes aux limites pour les EDPs. Pour plus de détails, on peut consulter
le cours d’Analyse de Marietta Manoulessou, (premiére année ingénieur).

1 La famille de fonctions trigonométriques

Soit un intervalle [-L, L] C R. Nous allons considérer ici 'espace L*[—L, L] de fonctions
réelles carré intégrables sur [—L, L], muni de produit scalaire

L
< fg>= / f(z) - g(x)dz
-L

et de norme induite par ce produit scalaire

L

1l = / (@) Pda

—L

Dans cet espace considérons la famille de fonctions

(o (72) o (752
in{—),cos|{—

L L n=0
le résultat suivant est important pour la suite : cette famille est orthogonale par rapport au
produit scalaire défini ci-dessus.

Proposition B.1. Nous avons les relations d’orthogonalités suivantes

L 0 si n#m

/sin (—mm) - sin (me) dr=¢ L st n=m=#0 (B.1)
L L .
ey 0 st n=m=0
’ nmx mmx 0 i n#m
/cos (—) - cos <7) dr=¢ L si n=m#0 (B.2)
L L .
2L si n=m=0

—L
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L

nmwx mnx
/sm( L) cos( 7 )dx 0, Vn,m (B.3)
-L

2 La série de Fourier d’une fonction

Définition B.1. Soit f € L?[—L, L]. On associe & f(x) une série

Ao+ (dncon (“52) + Busin (7)) (B.4)
ol )
Ao zgz/ﬂ@m (B.5)
L
A, — ijﬂmmqﬁfjm (B.6)
L
B, = ifﬂ@m(mmym (B.7)
L

Proposition B.2. Si la fonction f(x) est paire, alors on a ¥Vn, A, =0.
Si la fonction f(x) est impaire alors Vn, B, = 0.

On peut aussi associer des séries de Fourier a une fonction définie sur un intervalle de
type [0, L]. Pour cela on utilise les extensions paire et impaire de f(x) sur [—L, L]. cela donne
respectivement les séries de Fourier en sinus et en cosinus :

Définition B.2. Soit f € L?[0, L]. On associe & f(x) une série de Fourier en cosinus

Ao +7§:1An cos (?) (B.8)
oll
L
Ay = i/ﬂ@w (B.9)
0
A, = E/Lf(:n) oS (?) dx (B.10)
0

(B.11)
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et une série en sinus

i By sin (ﬂ;) (B.12)
n=1
ol
L
i/f sin nwaj) dx (B.13)
0

Exemple B.1. Calculer la série de Fourier en sinus et en cosinus de f(z) =1, z € [0,L].
Série en sinus. On calcule les coefficients

h\w

L

2L L 2
/sm mm =7 [cos @} =—(1-(-1)")
0

Ainsi la série en sinus associée a f(x) est
2= l— (=" . /nrx
291, (e
T n L
n=1

La série en cosinus se calcule plus facilement

L
1
0
) L
mnx
A, = L/l‘cos( 7 )dsz (B.15)
0
(B.16)

On utilise ici la propriété d’orthogonalité des fonctions trigonométriques et le fait que 1 =
cos(0mz).

3 Convergence de séries de Fourier

La question qui se pose maintenant est d’une grande importance : quel est le lien réel entre
une fonction donnée et sa série de Fourier 7 Une fonction f peut elle étre égale a sa série de
Fourier 7 Si oui, sous quelles conditions ? Et dans quelle mesure une série de Fourier partielle
peut approcher la fonction f?

Nous rappelons ici quelques théoremes importants qui donnent les réponses a toutes ces
questions.

Théoréme B.1 (Convergence simple d’une série de Fourier). Supposons que la fonction f :
[—L, L] — R est continue par morceauz ainsi que sa dérivée premiere f'. AlorsV x € [—L, L] la
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1
série de Fourier associée a f converge vers la quantité i(f(:r +0) + f(x —0)). On peut ainsi

écrire que pour tout x € [—L, L] on a
1 > nmwL . /NTT
§(f(:z: +0)+ f(x—0)) = Ao+ nz:l (Ancos <T> + By, sin (T))

Théoréme B.2 (Premier critere de convergence uniforme). Supposons que la fonction f :
[-L,L] — R est continue par morceauz ainsi que sa dérivée premiére f'. Si les coefficients de

Fourier de f vérifient
oo

Z(’An| + [Bn]) < o0

n=1

alors la série de Fourier de la fonction f converge uniformément.

Théoréme B.3 (Premier critere de convergence uniforme). Supposons que la fonction f :
[—L,L] — R est continue et que sa dérivée premiére f' est continue par morceaux. Supposons
en plus que f(—L +0) = f(L —0).

Alors la série de Fourier de la fonction f converge uniformément.
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