E.I.S.T.I. Spécialité "Génie Mathématique"

PROJETS DU PARCOURS "MATH FINANCE"

Irina Kortchemsks

1. Résolution analytique de 1I’équation de Black et Scholes.

2. Evaluation du prix des Options Exotiques par la méthode aux
Différences Finies (méthode de Crank-Nicolson) et par la méthode
de Monté-Carlo.

3. Calcul des Grecques des Options Exotiques par Morté-Carlo
et par Malliavin.

4. Estimation de la volatilité historique.

5. Interface graphique et comparaison des résultats.



1 PROJET 1

Résolution numérique de I’équation de Black et Scholes pour une
option binaire "Cash-or-nothing" (Call).

Le but du Projet 1 est I’évaluation numérique du prix d’une option européenne
d’achat "Cash-or-nothing".
L’équation de Black et Scholes avec la condition finale qui s’appelle "cash-or-nothing" s’écrit:
ov av 1 0*V
— =V rS—— + 0?5 =
ar "T85 37 Bge
V(S,t=T)=A(S)=H(S-K)

0 (1)

Ici H est la fonction de Heaviside.

La fonction V(S,t) donne le prix d’une au moment de temps ¢ en fonction du prix S de l'actif
sousjacent S. On note o la volatilité de I'action et r le taux d’intérét.

On étudie également le probleme d’évaluation des grecques, définis par les expressions:

oV 0%V oV
A=g5 T=35 9= %

PARTIE I. SOLUTION ANALYTIQUE.

Montrer que la solution analytique de I’équation de Black et Scholes s’écrit:
V(S,t) = e " TIN(dy)

~ In(S/K) + (r—o?/2)(T —t)
B oVT —t

Elle sera utilisée pour vérifier la précision des calculs et déduire les conditions aux limites pour
le schéma aux différences finies.

da

PARTIE II. RESOLUTION NUMERIQUE DE L’EQUATION DE BS.
2.1 Discrétisation de I’équation de BS.

a) Discrétisons les variables: spatiale et temporelle:
Z: So = 0, SZ, ...SN+1 = L.
t: t0=0,..t7, M =T

Donc

1=0,1,2,..N +1
n=0,1,2,.M+1
L T (2)
A = —— A:
s N+1’ t M+1
V(thi)EVin

[\]



b) Pour discrétiser 1'équation (1) on utilise:

Vv
e pour — la dérivée retrograde,

ot

2
e pour —— la seconde dérivée, centrée,

052

14 la dérivé tré
e pour — la dérivée centrée
PO B
On définit I'opérateur M3 par I'expression:

-V o1 Vi, +Vr =2V
MBe =rV™ —rS; H—l i— 2 2 Vitl i—1 i
TV L (AS)2

¢) L’équation de Black et Scholes discrétisée par différentes méthodes s’écrit :

e par la méthode d’Euler explicite

|/ A

At = MBS(Vn 1> z+17 Vn)

e par la méthode d’Euler implicite :

-1
A Mbs

e par la méthode de Crank-Nicolson implicite:

V*in _ ‘/in—l
At

2.2 Travail a faire

1 _
= §(Mgsl + MEgg)-

1. montrer les conditions aux limites:

V(S =0,{)=0
{ VES — oo,)t) =T (3)

2. Discrétiser les conditions aux limites et les conditions initiales.

3. Appliquer la méthode implicite de Crank-Nicolson et montrer qu’on peut reécrire cette équa-
tion sous la forme :

-1 -1 -1
BV + DV + AV = K7 (4)
4. Préciser A;, D;, B;, K et écrire I’équation sous la forme matricielle.

5. Appliquer l'algorithme de Thomas et trouver la solution.

TT3TT

6. Visualiser les solutions pour t =0, 1, 5, -,



7. Imposer en S = 0 la conditions a limite de Neumann g—‘g(S, t) = 0, discrétiser cette condition
et résoudre I’équation de Black et Scholes avec nouvelles conditions aux limites:

{oon )

8. Utiliser les différences finies pour évaluer les grecques A = g—g et I' = ng‘Q/ dans un point S.

Utilisez les valeurs suivantes:
L=20, T=0.5
K=10, r=0.1, ¢=0.5
N =100, At=10"2

PARTIE III. SIMULATION MONTE CARLO.

On suppose que l'actif sous-jacent S est un processus stochastique S(t), t € [0,7] qui vérifie
I’équation différentielle stochastique suivante:

dS, = rSdt + oSAW (t), S(0) = S, (6)

ou (r,0) sont les mémes parameétres que dans 'EDP de Black-Scholes et ou W (t) est un mou-
vement brownien sur [0, 7.
La solution de cette équation est définie par:

2

S(t) = S(0) exp < (r - %) t+ JW(t)>

Alors le prix d’une option européenne au moment de temps ¢t = 0 de fonction de payoff A(S) est
donné par

V(S0,0) = e "TE[A(S(T))/S(t = 0) = So] (7)
La valeur finale de S(T") est définit par

2
S(T) = S(0) exp < <r - %) T + ov/TN(0, 1)) ,
ot N(0,1) est le nombre qui suit la loi normale centré réduite et Pexpression +7TN(0,1) remplace
W(T).
1) Finalement on peut estimer le prix de 'option par la moyenne empirique suivante (sauf Projet
12):

V(Sy.0) = < Nf [A <5(0) exp ( <r - ";) T + oVTN®) (0, 1)))] (8)

- N
MC =1



2) Delta d’une option européenne

AV V(SR - V(S)
~ 9 h

au moment de temps ¢t = 0 est donné par

ot évolution de I’actif S"(t) commence de Sy + h:
2

S™(t) = (S(0) + h) exp < (r — %) t+ 0W(t)>
et h est un petit nombre.

3) Gamma d’une option européenne

_ 0*V _V(S+h)—2V(S) + V(S —h)

t 052 h?

au moment ¢ = 0 est donné par

A(S™M(T)) — 2A(S(T)) + A(S"2(T))

F(5070) = e_TTE[ 2

] (10)

ot évolution de I’actif S"1 () commence de Sy + h:

SM (1) = (S(0) + h) exp ( <r — %2> t+ JW(t)> ;

I’évolution de 'actif $2(¢) commence de Sy — h:

Sh2(t) = (S(0) — h) exp ( <7’ — ";) t+ aW(t)) ,

4) Evaluation des grecques par le calcul de Malliavin.
La méthode développée la premiére fois par Fournié permet d’écrire les sensibilités sous la forme
d’une espérance.
A(Sp,0) = e_’"TE[A(S(T))wA]
['(So,0) = e "TE[A(S(T))wr]

ou les poids wa et wr ne dépendent pas du payoff de 'option.

WA = WT

A_S()UT

1 W2 1
wr=groror ~Wr=3)

Ici Wr est la derniére coordonné du mouvement Brownien.



Travail a faire

1. Calculer par simulation une estimation de V' (Sp,0). Pour cela on n’a besoin que la valeur
finale S(T'). Donc vous allez simuler un grand nombre  (Np;¢) de nombres N(0,1) qui
suivent la loi normale centré réduite. Ensuite il ne reste qu’a calculer la moyenne empirique

de A(S(T)) par la formule (211

2. Calculer par simulation une estimation de A(Sp,0) par DF. Pour cela vous simulez aussi un
grand nombre  (Np;¢) de nombres N(0, 1) qui suivent la loi normale centré réduite. Pour
chaque couple S(T') et S"(T) on utilise le méme nombre N(0,1) Ensuite on évalue
la moyenne empirique de

A(SM(T)) — A(S(T))
h

3. Calculer de fagon similaire par simulation une estimation I'(Sp,0) par DF.
4. Essayer de calculer de fagon similaire par simulation une estimation ©(Sy,0).

5. Effectuer ces calculs avec les mémes données que dans la partie 2, pour différentes
valeurs initiales de ’actif: Sy =0,0.2,0.4,...,20 et en prenant Ny;c = 100, 1000, 10000.
Réaliser les graphes de Sy — V(Sp,0), Sy — A(Sp,0), So — I'(Sp,0), Sy >
©(S0,0)

6. Calculer par simulation une estimation de A(Sp,0) par le calcul de Malliavin. Pour cela
vous simulez aussi un grand nombre  (Npr¢) de nombres N(0, 1) qui suivent la loi normale
centré réduite. Pour chaque couple S(T') et Wz on utilise le méme nombre  N(0,1)
Ensuite on évalue la moyenne empirique de

. Wr
TIMST) g
. 1 W? 1
TTINSD) g (o —Wr =]

PARTIE IV. ESTIMATION DE VOLATILITE o

L’actif sousjacent S est un processus stochastique S(t), t € [0,T] qui vérifie I’équation différen-
tielle stochastique suivante:

dSt :TStdt+UStth, S(t:O) :S() (11)
On note o la volatilité de l’action, r le drift (r = p dans le monde de risk - neutre). La solution
de cette équation est donnée par la formule:

S(t) = Soexp((r — %2)15 +oW(t))



On définit sur lintervalle [0, 7] une grille de points
ti=iAt, i=0,...,n

Alors pour tout ¢ on a, en notant S; = S(¢;)

2
Siv1 = S;exp((r — %) At + VAtoN(0,1))

Il s’ensuit que les variables aléatoires

. 02
U; =In <sf;t_)1)> =(r—5)At+ VAtoN(0,1)

suivent la loi normale de moyenne

o2
BlU) = (r - T)A¢ (12)
et de variance
Var[U;] = o%At. (13)

Donc on a une estimation pour la volatilité

Supposons que nous connaissons les valeurs de 'actif S entre les dates tg et t,

S(to), S(tl), ey S(tn)

S(t;)
S(ti—1)

en déduire une estimation de la moyenne et la variance des U;:

On peut alors calculer les valeurs U; = In < > aux instants de temps correspondants et

1 < 1
ElU)] =~ Ui, VarlU] = — > (Ui —a)’
i=1 =1

On peut maintenant estimer le parameétre inconnu o a partir de la relation pour Var[U;] ci-

dessus:
Var[Ui]
At

.
gestime

soit

n

estime __ L 1 2 1 g N2
7 N At(n—lei n(n—l)(;Ul) )

i=1

Travail a faire



1. Simuler I’évolution de 'action. Estimer sa volatilité et comparer avec la valeur exacte o.
2. Verifier que la valeur de la volatilité estimée tombe bien avec la probabilité 95% dans I'intervalle:

1.96 O.estime

VoM

o= O_emacte c [O_estzme

3. écrire en VBA une macro pour EXCEL qui permet d’estimer la volatilité & partir des données
historiques contenues dans une colonne de fichier EXCEL.

PARTIE V. INTERFACE GRAPHIQUE

L’objectif de cette partie est de réaliser en VB.Net une interface graphique qui permet de
paramétrer et réaliser les différents calculs prévus dans ce projet. L’interface doit répondre aux
spécifications suivantes:

1. L’interface doit disposer de trois zones distinctes: "Paramétres du modéle", "Paramétres de
calculs", "Parameétres pour les simulations MC".

2. La zone "Paramétres du modéle" doit contenir trois champs de saisie:

Echéance T

e Taux sans risque r
e Volatilité o
[ ] SO
3. Le champs o doit pouvoir étre renseigné soit par saisie d’une valeur soit a l’aide de bouton

"Estimer la volatilité". Ce dernier doit déclencher ’estimation de la volatilité & partir des
données historiques contenues dans un fichier excel.

4. La zone "Paramétres de calculs" doit contenir les champs de saisie:

e pas temporel dt

e pas spatial dS

e limite spatiale L

e Nombre de chemins pour les simulations Monte Carlo
Un bouton doit ensuite permettre de choisir la méthode de calcul entre "Différences finies"
et "Monte Carlo". Le bouton "Calculer la solution" doit lancer ’exécutable de calcul corre-

spondant avec les bons paramétres. L’exécutable doit stocker les données de la solution dans
un fichier texte.

5. Pour la consultation des résultats de ce calcul 'interface doit proposer de saisir un Sj et
afficher (un bouton a prévoir) dans un champs a coté la valeur V(Sp,0).



6. Un bouton doit également permettre d’appeler une interface d’affichage graphique (Scilab ou
gnuplot) pour visualiser les graphiques.

PARTIE VI. COMPARAISON DES RESULTATS

Travail a faire

1. Tracez la fonction V (S, 0), solution analytique, d’aprés la formule donnée dans 1’énoncé et la
comparez avec les solutions numériques obtenues dans les parties I et II.

Appliquez I’approximation suivante de la fonction N (x)

N(z) = 1 — N'(z)(a1k + agk?® + azk® + agk* + ask®) sio x>0
| 1-N(-2) st x<0
ou 1 , 1
N'(z) = e T,

KR =
14~z

Les coefficients sont: v = 0.2316419, a; = 0.319381530, as = —0.356563782, a3 = 1.781477937,a4 =
—1.821255978, a5 = 1.330274429

2. Sur toute la grille de calcul de la solution numérique de 'EDP (partie II) évaluer

max [V;" = V/(Si,t5)|

,n

3. Comparer les Grecques numériques aux valeurs exactes calculées & partir de la formule de
Black et Scholes.



2 PROJET 2

Résolution numérique de I’équation de Black et Scholes pour une
option binaire "Cash-or-nothing" (Put)

Le but du Projet 2 est ’évaluation numeérique et analytique du prix d’une option
européenne de vente "Cash-or-nothing".

L’équation de Black et Scholes avec la condition finale qui s’appelle "cash-or-nothing" s’écrit de

la forme: ,
{ %—‘{—rV—I—rSg—g—l—%azSng‘g:O (14)
V(S,t=T)=A(S)=H(K —-5)

Ici H est la fonction de Heaviside.

La fonction V(S,t) donne le prix d’une au moment de temps ¢ en fonction du prix S de l'actif
sousjacent S. On note o la volatilité de I'action et r le taux d’intérét.

On étudie également le probleme d’évaluation des grecques, définis par les expressions:

oV 0%V oV
A=g5 T'=35 9= %

PARTIE I. SOLUTION ANALYTIQUE.

Montrer que la solution analytique de I’équation de Black et Scholes s’écrit:
V(S,t) = e "TON(—dy)
& — In(S/K) + (r — o?/2)(T —t)
2T ovT —1
Elle sera utilisée pour vérifier la précision des calculs et déduire les conditions aux limites pour

le schéma aux différences finies.
Calculer les grecques.

PARTIE II. RESOLUTION NUMERIQUE DE L’EQUATION DE BS.

2.1 Discrétisation de I’équation de BS.

10



a) Discrétisons les variables: spatiale et temporelle:
X So = 0, Sz, ---SN—H = L.
t:t0=0,..t", M =T,

Donc

1=0,1,2,..N +1
n=0,1,2,.M+1
L T (15)
A = —— A =
s N+1’ t M +1
V(tn, Si) = V"

b) Pour discrétiser 'équation (1) on utilise:

v :
e pour — la dérivée retrograde,

ot
2
e pour 552 la seconde dérivée, centrée,
ov .
e pour 25 la dérivée centrée

On définit 'opérateur M4 par 'expression:

Vi, =V 1 5252 iy Vit = 2V]"

Mps =V =SSR ~ 37 % (AS)2

¢) L’équation de Black et Scholes discrétisée par différentes méthodes s’écrit :

e par la méthode d’Euler explicite

Ve =yt
A~ = Mps(Vi1, Vi1, Vi),
e par la méthode d’Euler implicite :
Vn _ Vn—l 1
A Mbs

e par la méthode de Crank-Nicolson implicite:

V*in _ ‘/in—l

1 n— n
At = §(Mle + Mgg).

2.2 Travail a faire

1. M.q. les conditions aux limites sont:



2. Discrétiser les conditions aux limites et les conditions initiales.

3. Appliquer la méthode implicite d’Euler et montrer qu’on peut reécrire cette équation sous la
forme :
BV T+ DV + AV = K (17)

4. Préciser A;, D;, B;, KT et écrire 'équation sous la forme matricielle.

5. Appliquer l'algorithme de Thomas et trouver la solution.

TT3TT

6. Visualiser les solutions pour t =0, 3, 5, -,

7. Imposer en S = L la conditions a limite de Neumann g—‘g(L, t) = 0, discrétiser cette condition
et résoudre I’équation de Black et Scholes avec nouvelles conditions aux limites:

(18)

8. Utiliser les différences finies pour évaluer les grecques A = g—‘s/ et I' = %‘g dans un point S.
Utilisez les valeurs suivantes:

L=20, T=05
K=10, r=0.1, 0=0.5
N =100, At=10"2

PARTIE III. SIMULATION MONTE CARLO.

On suppose que 'actif sousjacent S est un processus stochastique S(t), t € [0,7] qui vérifie
I’équation différentielle stochastique suivante:

dS, = rSdt + oSdW (t), S(0) = S, (19)

ou (r,0) sont les mémes parameétres que dans 'EDP de Black-Scholes et ou W (t) est un mou-
vement brownien sur [0, 7.
La solution de cette équation est définie par:

S(t) = S(0) exp < <r - C’;) t4 JW(t)>

Alors le prix d’une option européenne au moment de temps ¢t = 0 de fonction de payoff A(S) est

donné par
' V(S0,0) = e "TE[A(S(T))/S(t = 0) = So] (20)

12



La valeur finale de S(T") est définit par

o2

S(T) = S(0) exp < <r - 7) T + oV TN(0, 1)> ,

ot N(0,1) est le nombre qui suit la loi normale centré réduite et Pexpression 7TN(0,1) remplace
W(T).

1) Finalement on peut estimer le prix de I’option par la moyenne empirique suivante (sauf Projet
12):

V50 = 535 (3 (swesn ( (- 2 ) e ovmoon))] e

Nue =
2) Delta d’une option européenne

OV V(S+h) - V(S)

A=35 " 7

au moment de temps ¢t = 0 est donné par

A(S"(T)) = A(S(T))

A(S0,0) = e TE| - ] (22)

ot évolution de P’actif S"(t) commence de Sy + h:
o2
S™(t) = (S(0) + h) exp < (7‘ - 7) t+ aW(t)>
et h est un petit nombre. 3) Gamma d’une option européenne
r— 0’V V(S+h)—2V(S)+V(S—h)

GEE h?

au moment ¢ = 0 est donné par
A(SM(T)) — 2A(S(T)) + A(Sh>(T
F(S0.0) — e TE A" (1)~ 2M(S(T) + A(S™(T) -

h2

ot évolution de P'actif $" () commence de Sy + h:
o2
s(0) = (50 + e (7= 5 )t +aW0).

I’évolution de 'actif S2(¢) commence de Sy — h:

S2(t) = (S(0) — h) exp ( <r - ";) t+ aW(t)) ,

4) Evaluation des grecques par le calcul de Malliavin.

13



La méthode développée la premiére fois par Fournié permet d’écrire les sensibilités sous la forme
d’une espérance.

A(S0,0) = e "TE[A(S(T))wal
I'(Sp,0) = e_’"TE[A(S(T))wp]

ou les poids wa et wr ne dépendent pas du payoff de "option.

WA = WT

A_S()UT

1 W2 1
wr=groror ~Wr=3)

Ici W est la derniére coordonné du mouvement Brownien.

Travail a faire

1. Calculer par simulation une estimation de V' (Sp,0). Pour cela on n’a besoin que la valeur
finale S(T'). Donc vous allez simuler un grand nombre  (Np;¢) de nombres N(0,1) qui
suivent la loi normale centré réduite. Ensuite il ne reste qu’a calculer la moyenne empirique
de A(S(T)) par la formule (2I1))

2. Calculer par simulation une estimation de A(Sp,0). Pour cela vous simulez aussi un grand
nombre  (Np;¢) de nombres N(0,1) qui suivent la loi normale centré réduite. ~ Pour
chaque couple S(T) et S"(T) on utilise le méme nombre N(0,1) Ensuite on évalue
la moyenne empirique de

A(SM(T)) — A(S(T))
h

3. Calculer de fagon similaire par simulation une estimation I'(Sp,0).

4. Essayer de calculer de fagon similaire par simulation une estimation ©(Sy,0).

5. Effectuer ces calculs avec les mémes données que dans la partie 2, pour différentes
valeurs initiales de ’actif: Sy =0,0.2,0.4,...,20 et en prenant N;;c = 100, 1000, 10000.
Réaliser les graphes de Sy — V(S0,0), Sy — A(Sp,0), Sy — I'(Sy,0), Sp —
6(507 0)

6. Calculer par simulation une estimation de A(Sp,0) par le calcul de Malliavin. Pour cela
vous simulez aussi un grand nombre  (Npr¢) de nombres N(0, 1) qui suivent la loi normale
centré réduite. Pour chaque couple S(T') et Wr on utilise le méme nombre N(0,1)
Ensuite on évalue la moyenne empirique de

. 1%
TSI g 7]

1 W%_W 1

«TTIAS (D)) g T -]

oT o

14



PARTIE IV. ESTIMATION DE VOLATILITE o

L’actif sousjacent S est un processus stochastique S(t), ¢t € [0,T] qui vérifie ’équation différen-
tielle stochastique suivante:

dSt = T’Stdt + O'Stth, S(t = 0) = S() (24:)

On note o la volatilité de l’action, r le drift (r = u dans le monde de risk - neutre). La solution
de cette équation est donnée par la formule:
o2
S(t) = Spexp((r — 7)15 +oW(t))

On définit sur lintervalle [0, 7] une grille de points
t; =iAt, i=0,...,n

Alors pour tout ¢ on a, en notant S; = S(¢;)

2
Siv1 = S exp((r — %) At + VAtoN(0,1))

Il s’ensuit que les variables aléatoires

. o2
Ui=lIn (51(:5—2)1)) =(r— 7)At +VAtoN(0,1)

suivent la loi normale de moyenne

o2
BU] = (r — 5)At (25)
et de variance
Var[U;] = o At. (26)

Donc on a une estimation pour la volatilité

Supposons que nous connaissons les valeurs de 'actif S entre les dates tg et t,

S(to), S(tl), ey S(tn)

S(t;)
S(ti—1)

en déduire une estimation de la moyenne et la variance des U;:

On peut alors calculer les valeurs U; = In < > aux instants de temps correspondants et

E[Ui]:lZUi, VarlU;] = ! > (Ui —a)’
i=1

n <

15



On peut maintenant estimer le paramétre inconnu o & partir de la relation pour Var[U;] ci-

dessus:
estime Var [Ul]

o =\/—

At
soit

n

time 1 1 1
A\ Feires P B O BLER

i=1

Travail a faire

1. Simuler I’évolution de 'action. Estimer sa volatilité et comparer avec la valeur exacte o.
2. Verifier que la valeur de la volatilité estimée tombe bien avec la probabilité 95% dans I'intervalle:

1.96 O.estime

VoM

— O_emacte c [O_estzme

3. écrire en VBA une macro pour EXCEL qui permet d’estimer la volatilité & partir des données
historiques contenues dans une colonne de fichier EXCEL.

PARTIE V. INTERFACE GRAPHIQUE

L’objectif de cette partie est de réaliser en VB.Net une interface graphique qui permet de
paramétrer et réaliser les différents calculs prévus dans ce projet. L’interface doit répondre aux
spécifications suivantes:

1. L’interface doit disposer de trois zones distinctes: "Paramétres du modeéle", "Paramétres de
calculs", "Parameétres pour les simulations MC".

2. La zone "Paramétres du modéle" doit contenir trois champs de saisie:

o Echéance T

e Taux sans risque r
Volatilité o

e 5

3. Le champs o doit pouvoir étre renseigné soit par saisie d’une valeur soit & 1’aide de bouton
"Estimer la volatilité". Ce dernier doit déclencher l'estimation de la volatilité & partir des
données historiques contenues dans un fichier excel.

4. La zone "Paramétres de calculs" doit contenir les champs de saisie:

16



pas temporel dt

pas spatial dS

limite spatiale L

e Nombre de chemins pour les simulations Monte Carlo
Un bouton doit ensuite permettre de choisir la méthode de calcul entre "Différences finies"
et "Monte Carlo". Le bouton "Calculer la solution" doit lancer ’exécutable de calcul corre-

spondant avec les bons paramétres. L’exécutable doit stocker les données de la solution dans
un fichier texte.

. Pour la consultation des résultats de ce calcul 'interface doit proposer de saisir un Sy et
afficher (un bouton a prévoir) dans un champs a coté la valeur V(.Sp,0).

. Un bouton doit également permettre d’appeler une interface d’affichage graphique (Scilab ou
gnuplot) pour visualiser les graphiques.

PARTIE VI. COMPARAISON DES RESULTATS

. Tracez la fonction V(S,0), solution analytique, d’aprés la formule donnée dans 1’énonceé et la
comparez avec les solutions numériques obtenues dans les parties I et II.

Appliquez I’approximation suivante de la fonction N (x)

1 — N'(z)(a1k + agk?® + azk® + agk* + ask®) si x>0
N(x) = .
1—N(—zx) sioz<0
ou 1w 1
N'(z) = e_%, K=
(@) V2T 14~z

Les coefficients sont: v = 0.2316419, a; = 0.319381530, as = —0.356563782, a3 = 1.781477937,a4 =
—1.821255978, a5 = 1.330274429

. Sur toute la grille de calcul de la solution numeérique de 'EDP (partie II) évaluer

max [V;" = V/(Si,t5)|

)

. Comparer les Grecques numériques aux valeurs exactes calculées & partir de la formule de
Black et Scholes.
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3 PROJET 3

Résolution numérique de I’équation de Black et Scholes pour une
option européenne avec dividende.

Le but du Projet 3 est ’évaluation numeérique et analytique du prix d’une option
européenne d’achat avec dividende.

On considére un actif S qui au cours de son évolution paye des dividendes a taux constant D.
L’équation de Black et Scholes qui décrit le prix d’une option européenne d’achat sur un tel actif
est de la forme: s’écrit de la forme:

ov av 1 0*V

— —rV —D)S—= +=0°5*— =0

T S M T (27)
V(S,t=T)=A(S) = maz(S — K,0)

Cette équation permet de trouver le prix V(S,t) de Poption d’achat (ou call) d’une action qui
vaut initialement S et qu’on pourra acheter au prix K dans un temps ultérieur 7. V(0,5) est le
prix au temps t = 0 de 'option d’achat de prix d’exercice K & I’échéance T > 0, et d’actif S en
t = 0. On note o la volatilité de ’action, r le taux d’intérét et D le dividende.

On étudie également le probleme d’évaluation des grecques, définis par les expressions:

oV 0%V oV
A=g5 T=35 9= %

PARTIE I. SOLUTION ANALYTIQUE.

Montrer que la solution analytique de ’équation de Black et Scholes ci-dessus est:
V(S,t) = Se PTON(d)) — Ke "D N (dy)

g — In(S/K)+ ((r — D)+ (=1Y70%/2)(T —t) . 19
7 VT -1 T
Elle sera utilisée pour vérifier la précision des calculs et déduire les conditions aux limites pour
le schéma aux différences finies.

PARTIE II. RESOLUTION NUMERIQUE DE L’EQUATION DE BS.

2.1 Discrétisation de I’équation de BS.
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a) Discrétisons les variables: spatiale et temporelle:
X So = 0, Sz, ---SN—H = L.
t:t0=0,..t", M =T,

Donc

1=0,1,2,..N +1
n=0,1,2,.M+1
L T
A = —— A =
s N+1’ t M +1
V(tn, Si) = V"

b) Pour discrétiser 'équation (1) on utilise:

v :
e pour — la dérivée retrograde,

ot
2
e pour 552 la seconde dérivée, centrée,
ov .
e pour 25 la dérivée centrée

On définit 'opérateur M4 par 'expression:

Mgg =1V — (r — D)5, IAS ) i (AS)?

¢) L’équation de Black et Scholes discrétisée par différentes méthodes s’écrit :

e par la méthode d’Euler explicite

Ve =yt
A~ = Mps(Vi1, Vi1, Vi),
e par la méthode d’Euler implicite :
Vn _ Vn—l 1
A Mbs

e par la méthode de Crank-Nicolson implicite:

V*in _ ‘/in—l

1 _
At = §(Mgsl + Mgg).
2.2 Travail a faire

1. M.q. es conditions aux limites sont:

V(0,t) =0
V(S,t) ~ SePT=D) _ Ke=m(T=D) G 5 100

19
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2. Montrer les condition aux limites:

V(0,t) =0
{ V(L,t) = Le PT=1) _ Ke=r(T—1) (30)

3. Discrétiser les conditions aux limites et les conditions initiales.

4. Appliquer la méthode implicite de Crank-Nicolson et montrer qu’on peut reécrire cette équa-
tion sous la forme :

BVIT 4 DV 4 AV = KT (31)

5. Préciser A;, D;, B;, K[ et écrire I’équation sous la forme matricielle.

6. Appliquer I'algorithme de Thomas et trouver la solution.

TT3TT

7. Visualiser les solutions pour t =0, 7, 5, 7,

8. Imposer en S = 0 la conditions & limite de Neumann

oV
S50 =0,

discrétiser cette condition et résoudre I’équation de Black et Scholes avec nouvelles conditions
aux limites:

9v.(0,t) =0

{ V(L,t) = Le PT=t) _ ge—r(T-1) (32)

9. Utiliser les différences finies pour évaluer les grecques A = g—‘g et I' = ?:T‘g dans un point S.

Utilisez les valeurs suivantes:

L=20, T=05
K=10, r=0.1, 0 =05
D=002et D=04

N =100, At=10"2

PARTIE III. SIMULATION MONTE CARLO.
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On suppose que Dactif sousjacent S est un processus stochastique S(t), t € [0,T] qui vérifie
I’équation différentielle stochastique suivante:

dS; = (r — D)Sdt + o SdW (t), S(0) = Sy (33)

ou (r,0) sont les mémes parameétres que dans 'EDP de Black-Scholes et ou W (t) est un mou-
vement brownien sur [0, 7.
La solution de cette équation est définie par:

2

S(t) = S(0) exp ( (7‘ - D- %) t+ JW(t)>

Alors le prix d’une option européenne au moment de temps ¢t = 0 de fonction de payoff A(S) est

donné par
' V(S0,0) = e "TE[A(S(T))/S(t = 0) = So (34)

La valeur finale de S(T') est définit par
2
S(T) = S(0)exp < (7‘ —D— %) T 4 oVTN(0, 1)> ,

ot N(0,1) est le nombre qui suit la loi normale centré réduite et 'expression +/7TN(0,1) remplace
W(T).

Finalement on peut estimer le prix de 'option par la moyenne empirique suivante (sauf Projet
12):

V (S, 0) e NEM:C [A (S(O) exp < <r - D- %2> T + oVTN® (0, 1)>>] (35)

Nue —
Delta d’une option européenne

OV V(S+h)—V(S)

A=~ h

au moment de temps ¢t = 0 est donné par

A(SMT)) — A(S(T))]
h

A(Sp,0) = e TR (36)

ot évolution de P’actif S"(t) commence de Sy + h:
2

S™(t) = (S(0) + h) exp ( <r —D- %) t+ aW(t))

et h est un petit nombre. Gamma d’une option européenne

_ OV V(S+h)—2V(S)+ V(S —h)

t 052 h?
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au moment ¢ = 0 est donné par

A(S™M(T)) — 2A(S(T)) + A(S"2(T))

F(5070) = e_TTE[ 2

] (37)

ot évolution de I'actif $" () commence de Sy + h:

SM(t) = (S(0) 4 h) exp < <r - D~ ";) t+ aW(t)> :

I'évolution de lactif S"2(t) commence de Sy — h:

SP2(t) = (S(0) — h) exp < <7‘ ~D- ";) t4 0W(t)> :

4) Evaluation des grecques par le calcul de Malliavin.
La méthode développée la premiére fois par Fournié permet d’écrire les sensibilités sous la forme
d’une espérance.

A(S0,0) = e "TE[A(S(T))wa]
['(Sp,0) = G_TTE[A(S(T))WI‘]

ou les poids wa et wr ne dépendent pas du payoff de 'option.

WA = Wr

A_SOUT

1 W2 1
wr=goror ~Wr=5)

Ici Wy est la derniére coordonné du mouvement Brownien.

Travail a faire

1. Calculer par simulation une estimation de V' (Sp,0). Pour cela on n’a besoin que la valeur
finale S(7'). Donc vous allez simuler un grand nombre (Npc) de nombres N(0,1) qui
suivent la loi normale centré réduite. Ensuite il ne reste qu’a calculer la moyenne empirique

de A(S(T)) par la formule (211

2. Calculer par simulation une estimation de A(Sp,0). Pour cela vous simulez aussi un grand
nombre  (Npr¢) de nombres N(0,1) qui suivent la loi normale centré réduite.  Pour
chaque couple S(T) et S"(T) on utilise le méme nombre N(0,1) Ensuite on évalue
la moyenne empirique de

A(S™(T)) — A(S(T))
h
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3. Calculer de fagon similaire par simulation une estimation I'(Sp,0).
4. Essayer de calculer de fagon similaire par simulation une estimation ©(Sy,0).

5. Effectuer ces calculs avec les mémes données que dans la partie 2, pour différentes
valeurs initiales de ’actif: Sy =0,0.2,0.4,...,20 et en prenant N;c = 100, 1000, 10000.
Reéaliser les graphes de Sy — V(S0,0), Sy — A(Sp,0), Sy — I'(Sy,0), Sp —
6(507 0)

6. Calculer par simulation une estimation de A(Sp,0) par le calcul de Malliavin. Pour cela
vous simulez aussi un grand nombre  (Npr¢) de nombres N(0, 1) qui suivent la loi normale
centré réduite. Pour chaque couple S(T') et Wr on utilise le méme nombre N(0,1)
Ensuite on évalue la moyenne empirique de

Wr
S(]UT

e TIA(S(T))

1 W%_W 1

IS g T -]

oT o

PARTIE IV. ESTIMATION DE VOLATILITE o

L’actif sousjacent S est un processus stochastique S(t), t € [0,T] qui vérifie I’équation différen-
tielle stochastique suivante:

dS; = (r — D)S;dt + oS, dW;, S(t =0) = Sy (38)

On note o la volatilité de l’action, r le drift (r = u dans le monde de risk - neutre). La solution
de cette équation est donnée par la formule:

S(t) = Spexp((r — D — %2)t +oW(t))

On définit sur lintervalle [0, 7] une grille de points
t; =iAt, i =0,...,n

Alors pour tout 7 on a, en notant S; = S(t;)

2
Sit1 = S;exp((r — D — %) At + VAtoN(0,1))

Il s’ensuit que les variables aléatoires

, o2
Ui=In (Sft(zti)l)> =(r—D-— 7)At+ VAtoN(0,1)
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suivent la loi normale de moyenne

o2
ElUj)=(r—D— 7)At (39)
et de variance
Var[U;] = o?At. (40)

Donc on a une estimation pour la volatilité

Var|Uj]
At

o =

Supposons que nous connaissons les valeurs de 'actif S entre les dates tg et t,
S(tO)a S(t1)7 ooy S(tn)

S(ti)
S(ti—1)

en déduire une estimation de la moyenne et la variance des U;:

On peut alors calculer les valeurs U; = In < ) aux instants de temps correspondants et

1 1
ElU)] =~ Z Ui, VarlUi] = — Z(Ui —a)?
=1 =1
On peut maintenant estimer le paramétre inconnu o & partir de la relation pour Var[U;] ci-
dessus:
Var|U;]

At

.
gestime _

soit

n

time 1 1 1
o = R T 2 n(n — 1)(.Z Ui)

=

Travail a faire

1. Simuler I’évolution de ’action. Estimer sa volatilité et comparer avec la valeur exacte o.
2. Verifier que la valeur de la volatilité estimée tombe bien avec la probabilité 95% dans I'intervalle:

1.96 O.estime

V2M

3. écrire en VBA une macro pour EXCEL qui permet d’estimer la volatilité & partir des données
historiques contenues dans une colonne de fichier EXCEL.

o= O_e:cacte c [O_estzme

PARTIE V. INTERFACE GRAPHIQUE
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L’objectif de cette partie est de réaliser en VB.Net une interface graphique qui permet de
paramétrer et réaliser les différents calculs prévus dans ce projet. L’interface doit répondre aux
spécifications suivantes:

1.

L’interface doit disposer de trois zones distinctes: "Paramétres du modeéle", "Paramétres de
calculs", "Parameétres pour les simulations MC".

La zone "Paramétres du modéle" doit contenir trois champs de saisie:

Echéance T

e Taux sans risque r
Volatilité o

e 5

Le champs o doit pouvoir étre renseigné soit par saisie d’une valeur soit & 1’aide de bouton
"Estimer la volatilité". Ce dernier doit déclencher l'estimation de la volatilité & partir des
données historiques contenues dans un fichier excel.

. La zone "Parameétres de calculs" doit contenir les champs de saisie:

e pas temporel dt

pas spatial dS

limite spatiale L

e Nombre de chemins pour les simulations Monte Carlo
Un bouton doit ensuite permettre de choisir la méthode de calcul entre "Différences finies"
et "Monte Carlo". Le bouton "Calculer la solution" doit lancer ’exécutable de calcul corre-

spondant avec les bons parameétres. L’exécutable doit stocker les données de la solution dans
un fichier texte.

Pour la consultation des résultats de ce calcul l'interface doit proposer de saisir un Sy et
afficher (un bouton a prévoir) dans un champs & coté la valeur V(.Sp,0).

Un bouton doit également permettre d’appeler une interface d’affichage graphique (Scilab ou
gnuplot) pour visualiser les graphiques.

PARTIE VI. COMPARAISON DES RESULTATS

. Tracez la fonction V(S,0), solution analytique, d’apres la formule donnée dans I’énoncé et la

comparez avec les solutions numériques obtenues dans les parties I et II.

Appliquez I"approximation suivante de la fonction N (z)

N(z) = 1 — N'(z)(ai1k + agk?® + azk® + agk* + ask®) sio x>0
| 1= N(-2) si <0
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ou
1 _22 1
e 2

M K: =
V2T 14~z

Les coefficients sont: v = 0.2316419, a; = 0.319381530, ae = —0.356563782, a3 = 1.781477937,a4 =
—1.821255978, a5 = 1.330274429

N'(z) =

. Sur toute la grille de calcul de la solution numérique de ’'EDP (partie II) évaluer

max [V;" = V/(Si,t,)|

,n

. Calculer les grecques. Comparer les Grecques numériques aux valeurs exactes calculées a
partir de la formule de Black et Scholes.
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4 PROJET 4

Résolution numérique de I’équation de Black et Scholes pour une
option de type put européen avec dividende.

Le but du Projet 4 est ’évaluation numeérique et analytique du prix d’une option
européenne de vente avec dividende.

L’équation de Black et Scholes avec la condition finale s’écrit de la forme:

ov OV 1 5,0V
V(S,t =T)=A(S) = maz(K — S,0)

La fonction V(S,t) donne le prix d’une au moment de temps ¢ en fonction du prix S de actif
sousjacent S. On note o la volatilité de I'action, r le taux d’intérét et D le dividende.
On étudie également le probleme d’évaluation des grecques, définis par les expressions:

oV 0’V oV
A=95 '=ae =%

SOLUTION ANALYTIQUE.

Montrer que la solution analytique de I’équation de Black et Scholes ci-dessus est:
V(S,t) = —Se PTON(—dy) + Ke " TN (—dy)

In(S/K) + ((r — D)+ 02/2)(T —t)
ovT —1
Elle sera utilisée pour vérifier la précision des calculs et déduire les conditions aux limites pour

le schéma aux différences finies.
Calculer les grecques.

dio =

PARTIE I. SOLUTION ANALYTIQUE.
2.1 Discrétisation de I’équation de BS.

a) Discrétisons les variables: spatiale et temporelle:
X S() = O, Sw ...SN+1 = L.
t: t0=0,..t", M =T,

Donc
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L T (42)
AS=—— At =
N +1’ M+1
Vtn, 5i) = V"
b) Pour discrétiser 'équation (1) on utilise:
v e
e pour B la dérivée retrograde,
2
e pour 552 la seconde dérivée, centrée,
4 la dérivé tré
e pour — la dérivée centrée
POt Bs ¥
On définit 'opérateur Mpq par I'expression:
_ Vil =1 - 2g2 " i+l i—1 i
MgS—TVi"—(r—D)S,72AS 50 S; As)
¢) L’équation de Black et Scholes discrétisée par différentes méthodes s’écrit :
e par la méthode d’Euler explicite
v — Vn—l
= MV VLV,
e par la méthode d’Euler implicite :
v — Vn—l .
A Meso
e par la méthode de Crank-Nicolson implicite:
vr—yrtoop
b = (M M)
2.2 Travail a faire
1. Montrer les condition aux limites:
t) =
{ V(0,t) =0 (43)

V(L,t) = Le P8 — ge~r(T=D)

2. Discrétiser les conditions aux limites et les conditions initiales.
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3. Appliquer la méthode implicite d’Euler et montrer qu’on peut reécrire cette équation sous la
forme :
-1 -1 -1
BV "+ DV + AV = KT, (44)
4. Préciser A;, D;, B;, K[ et écrire 'équation sous la forme matricielle.
5. Appliquer I'algorithme de Thomas et trouver la solution.

6. Visualiser les solutions pour ¢t = 0, %, %, %, T.
7. Comparer & t = 0 les solutions pour D = 0.4 et D = 0.02.

8. Imposer en S = 0 la conditions a limite de Neumann g—g(o, t) = 0, discrétiser cette condition

9. Utiliser les différences finies pour évaluer les grecques A = g—‘g et I' = ?;T‘Q/ dans un point S.

Utilisez les valeurs suivantes:

L=20, T=05

K =10, r=0.1, ¢=0.5
D=002¢e D=04

N =100, At=10"2

PARTIE III. SIMULATION MONTE CARLO.

On suppose que Dactif sousjacent S est un processus stochastique S(t), t € [0,T] qui vérifie
I’équation différentielle stochastique suivante:

dS, = rSdt + oSdW (t), S(0) = S, (45)

ou (r,0) sont les mémes parameétres que dans 'EDP de Black-Scholes et ou W (t) est un mou-
vement brownien sur [0, 7.
La solution de cette équation est définie par:

st =0y  (r ) e owi0)

Alors le prix d’une option européenne au moment de temps ¢t = 0 de fonction de payoff A(S) est
donné par

V(S0,0) = e "TE[A(S(T))/S(t = 0) = Sp) (46)
La valeur finale de S(T') est définit par

S(T) = S(0) exp < <r — %2> T + oVTN(0, 1)) :
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ot N(0,1) est le nombre qui suit la loi normale centré réduite et Pexpression 7TN(0,1) remplace
W(T).

1) Finalement on peut estimer le prix de Ioption par la moyenne empirique suivante (sauf Projet
12):

V(So,0) = ;MZ ]:ij [A <5(0) exp < <r - ";) T+ oV TN®(0, 1)))] (47)

2) Delta d’une option européenne

OV V(S+h) —V(S)
98 h

A

au moment de temps £ = 0 est donné par

A(S™(T)) — A(S(T))

A(S0,0) = e "E| - ] (48)
ot I’évolution de l'actif S(t) commence de Sy + h:
o2
S™(t) = (S(0) + h) exp < <7‘ - 7) t+ 0W(t)>
et h est un petit nombre. 3) Gamma d’une option européenne
r_ 0?’V  V(S+h)—2V(S)+V(S—h)
- 082 h?
au moment ¢t = 0 est donné par
hl _ h2

h2

ot évolution de P'actif $" () commence de Sy + h:

SM(t) = (S(0) + h) exp ( <r - %2> t+ aW(t)> ,

I'évolution de lactif S"2(t) commence de Sy — h:

§h2(1) = (S(0) — h) exp < <r — %2> t+ JW(L‘)) ;

4) Evaluation des grecques par le calcul de Malliavin.
La méthode développée la premiére fois par Fournié permet d’écrire les sensibilités sous la forme
d’une espérance.

A(Sp,0) = e "TE[A(S(T))wal
T(S0,0) = e " TE[A(S(T))wr]
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ou les poids wa et wr ne dépendent pas du payoff de 'option.

WA = WT

A_SodT

1 W2 1
wr=groror ~Wr=5)

Ici Wr est la derniére coordonné du mouvement Brownien.

Travail a faire

1. Calculer par simulation une estimation de V' (Sp,0). Pour cela on n’a besoin que la valeur
finale S(7'). Donc vous allez simuler un grand nombre (Npc) de nombres N(0,1) qui
suivent la loi normale centré réduite. Ensuite il ne reste qu’a calculer la moyenne empirique
de A(S(T)) par la formule (211))

2. Calculer par simulation une estimation de A(Sp,0). Pour cela vous simulez aussi un grand
nombre  (Npr¢) de nombres N(0,1) qui suivent la loi normale centré réduite.  Pour
chaque couple S(T) et S"(T) on utilise le méme nombre N(0,1) Ensuite on évalue
la moyenne empirique de

A(S™(T)) — A(S(T))
h

3. Calculer de fagon similaire par simulation une estimation I'(Sp,0).
4. Essayer de calculer de fagon similaire par simulation une estimation ©(Sp, 0).

5. Effectuer ces calculs avec les mémes données que dans la partie 2, pour différentes
valeurs initiales de ’actif: Sy =0,0.2,0.4,...,20 et en prenant N;c = 100, 1000, 10000.
Réaliser les graphes de Sy — V(S0,0), Sy — A(Sp,0), Sy — I'(Sy,0), Sp —
6(507 0)

6. Calculer par simulation une estimation de A(Sp,0) par le calcul de Malliavin. Pour cela
vous simulez aussi un grand nombre (Np;¢) de nombres N(0, 1) qui suivent la loi normale
centré réduite. Pour chaque couple S(T') et W7 on utilise le méme nombre  N(0,1)
Ensuite on évalue la moyenne empirique de

AT g 5

1 W%_W 1

e_TT[A(S(T))SgUT(ﬁ T — ;]
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PARTIE IV. ESTIMATION DE VOLATILITE o

L’actif sousjacent S est un processus stochastique S(t), ¢t € [0,T] qui vérifie ’équation différen-
tielle stochastique suivante:

dSt = T’Stdt + O'Stth, S(t = 0) = S() (50)

On note o la volatilité de l’action, r le drift (r = u dans le monde de risk - neutre). La solution
de cette équation est donnée par la formule:
o2
S(t) = Spexp((r — 7)15 +oW(t))

On définit sur lintervalle [0, 7] une grille de points
t; =iAt, i=0,...,n

Alors pour tout ¢ on a, en notant S; = S(¢;)

2
Siv1 = S exp((r — %) At + VAtoN(0,1))

Il s’ensuit que les variables aléatoires

. o2
Ui=lIn (51(:5—2)1)) =(r— 7)At +VAtoN(0,1)

suivent la loi normale de moyenne

o2
E[U;] = (r — 7)At (51)
et de variance
Var[U;] = o At. (52)

Donc on a une estimation pour la volatilité

Supposons que nous connaissons les valeurs de 'actif S entre les dates tg et t,

S(to), S(tl), ey S(tn)

S(t;)
S(ti—1)

en déduire une estimation de la moyenne et la variance des U;:

On peut alors calculer les valeurs U; = In < > aux instants de temps correspondants et

E[Ui]:%ZUi, VarlU;] = ! > (Ui —a)’
=1
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On peut maintenant estimer le paramétre inconnu o & partir de la relation pour Var[U;] ci-

dessus:
estime Var [Ul]

o =\/—

At
soit

n

time 1 1 1
A\ Feires P B O BLER

i=1

Travail a faire

1. Simuler I’évolution de 'action. Estimer sa volatilité et comparer avec la valeur exacte o.
2. Verifier que la valeur de la volatilité estimée tombe bien avec la probabilité 95% dans I'intervalle:

1.96 O.estime

VoM

— O_emacte c [O_estzme

3. écrire en VBA une macro pour EXCEL qui permet d’estimer la volatilité & partir des données
historiques contenues dans une colonne de fichier EXCEL.

PARTIE V. INTERFACE GRAPHIQUE

L’objectif de cette partie est de réaliser en VB.Net une interface graphique qui permet de
paramétrer et réaliser les différents calculs prévus dans ce projet. L’interface doit répondre aux
spécifications suivantes:

1. L’interface doit disposer de trois zones distinctes: "Paramétres du modeéle", "Paramétres de
calculs", "Parameétres pour les simulations MC".

2. La zone "Paramétres du modéle" doit contenir trois champs de saisie:

o Echéance T

e Taux sans risque r
Volatilité o

e 5

3. Le champs o doit pouvoir étre renseigné soit par saisie d’une valeur soit & 1’aide de bouton
"Estimer la volatilité". Ce dernier doit déclencher l'estimation de la volatilité & partir des
données historiques contenues dans un fichier excel.

4. La zone "Paramétres de calculs" doit contenir les champs de saisie:

33



pas temporel dt

pas spatial dS

limite spatiale L

e Nombre de chemins pour les simulations Monte Carlo
Un bouton doit ensuite permettre de choisir la méthode de calcul entre "Différences finies"
et "Monte Carlo". Le bouton "Calculer la solution" doit lancer ’exécutable de calcul corre-

spondant avec les bons paramétres. L’exécutable doit stocker les données de la solution dans
un fichier texte.

. Pour la consultation des résultats de ce calcul 'interface doit proposer de saisir un Sy et
afficher (un bouton a prévoir) dans un champs a coté la valeur V(.Sp,0).

. Un bouton doit également permettre d’appeler une interface d’affichage graphique (Scilab ou
gnuplot) pour visualiser les graphiques.

PARTIE VI. COMPARAISON DES RESULTATS

. Tracez la fonction V(S,0), solution analytique, d’aprés la formule donnée dans 1’énonceé et la
comparez avec les solutions numériques obtenues dans les parties I et II.

Appliquez I’approximation suivante de la fonction N (x)

1 — N'(z)(a1k + agk?® + azk® + agk* + ask®) si x>0
N(x) = .
1—N(—zx) sioz<0
ou 1w 1
N'(z) = e_%, K=
(@) V2T 14~z

Les coefficients sont: v = 0.2316419, a; = 0.319381530, as = —0.356563782, a3 = 1.781477937,a4 =
—1.821255978, a5 = 1.330274429

. Sur toute la grille de calcul de la solution numeérique de 'EDP (partie II) évaluer

max [V;" = V/(Si,t5)|

)

. Calculer les grecques. Comparer les Grecques numériques aux valeurs exactes calculées a
partir de la formule de Black et Scholes.
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5 PROJET 5

Résolution numérique de I’équation de Black et Scholes pour une
option binaire de type Supershare (Call).

Le but du Projet 5 est ’évaluation numeérique et analytique du prix d’une option
binaire "Supershare".

L’équation de Black et Scholes avec la condition finale qui s’appelle "supershare" s’écrit sous la
forme: )
ov ov 1 5, ,0°V
a——TV—FTS%—FiO'S—z:O

t (53)
V(S,t=T)=A(S)=LH(S - K)-H(S— K —d))

Ici H est la fonction de Heavyside, d est un prix fixe. La composition de deux fonctions de Heavyside
modelise la fonction Delta de Dirac.

La fonction V(S,t) donne le prix d’une au moment de temps ¢ en fonction du prix S de l'actif
sousjacent S. On note o la volatilité de I'action et r le taux d’intérét.

On étudie également le probleme d’évaluation des grecques, définis par les expressions:

oV 0V oV
A=95 '=ag =&

SOLUTION ANALYTIQUE.

Montrer que la solution analytique de ’équation de Black et Scholes ci-dessus est:

In(1+ %)
oV —t

& — In(S/K) + (r —o?/2)(T —t)
2 oVl —t
Elle sera utilisée pour vérifier la précision des calculs et déduire les conditions aux limites pour
le schéma aux différences finies.
Calculer les grecques.

V(S,1) = %e_T(T_t) [N(dy) — N(dy )

PARTIE I. SOLUTION ANALYTIQUE.

2.1 Discrétisation de I’équation de BS.
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a) Discrétisons les variables: spatiale et temporelle:
X S() = O, Sw -'-SN-i-l = L.
t:t0=0,..t", ML =T,

Donc

1=0,1,2,..N +1
n=0,1,2,.M+1
L T (54)
A = —— A:
s N+1’ t M+1
V(tTL?Si)EVin

b) Pour discrétiser 'équation (1) on utilise:

v
e pour — la dérivée retrograde,

ot
2

e pour 252 la seconde dérivée, centrée,

oV e .
e pour — la dérivée centrée

0S8

On définit 'opérateur M4 par 'expression:

vy, =V 1
MgS — ,r,v;;n _ T‘Si 141 i—1 252

Vi E V2w
9AS 97 Vi (AS)?

3

¢) L’équation de Black et Scholes discrétisée par différentes méthodes s’écrit :

e par la méthode d’Euler explicite

v — Vn—l
ZTtZ :MgS(ViED ir—:-lv in)7

e par la méthode d’Euler implicite :

—1
At = MgS ?

e par la méthode de Crank-Nicolson implicite:

V;n _ ‘/in—l
At

2.2 Travail a faire

1 _
= §(Mgsl + MEgg)-

1. Montrer les condition aux limites:
(55)



2. Discrétiser les conditions aux limites et les conditions initiales.

3. Appliquer la méthode implicite de Crank-Nicolson et montrer qu’on peut reécrire cette équa-
tion sous la forme :

-1 -1 -1
BV " + DV + AV = KT (56)
4. Préciser A;, D;, B;, K et écrire I’équation sous la forme matricielle.

5. Appliquer l'algorithme de Thomas et trouver la solution.

6. Visualiser les solutions pour ¢t = 0, %, %, %, T.

7. Imposer en S = 0 la conditions a limite de Neumann g—g(o, t) = 0, discrétiser cette condition
et résoudre I’équation de Black et Scholes avec nouvelles conditions aux limites:

{ 35(0.1 Y (57)

8. Utiliser les différences finies pour évaluer les grecques A = g—g et I' = %‘; dans un point S.

Utilisez les valeurs suivantes:

L=40, T=05
K=10, r=0.1, 0 =05
N =100, At=102
d=4

PARTIE III. SIMULATION MONTE CARLO.

On suppose que Dactif sousjacent S est un processus stochastique S(t), t € [0,T] qui vérifie
I’équation différentielle stochastique suivante:
dS; = rSdt + oSdW (t), S(0) =Sy (58)

ou (r,0) sont les mémes parameétres que dans 'EDP de Black-Scholes et ou W (t) est un mou-
vement brownien sur [0, 7.
La solution de cette équation est définie par:

st =0y  (r2) e owi0)

Alors le prix d’une option européenne au moment de temps ¢t = 0 de fonction de payoff A(S) est

donné par
' V(S0,0) = e "TE[A(S(T))/S(t = 0) = So] (59)
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La valeur finale de S(T") est définit par
2
S(T) = S(0) exp < <r - %) T + oV TN(0, 1)> ,

ot N(0,1) est le nombre qui suit la loi normale centré réduite et Pexpression 7TN(0,1) remplace
W(T).

1) Finalement on peut estimer le prix de I’option par la moyenne empirique suivante (sauf Projet
12):

V(S0.0) = Nf [A <5(0) exp ( <r _ ";) T+ oV TN®(0, 1)))] (60)

" Nue k=1
2) Delta d’une option européenne
_ OV V(S+h)-V(S)
- 08 h

au moment de temps £ = 0 est donné par

A

A(S™(T)) — A(S(T))

A(S0,0) = e " E| - ] (61)

ot I'évolution de lactif S"(¢) commence de So + h:
o2
S™(t) = (S(0) + h) exp < (r — 7) t+ 0W(t)>
et h est un petit nombre.
3) Gamma d’une option européenne
r_ 0’V V(S+h)—2V(S)+V(S—h)

- 082 h?

au moment ¢t = 0 est donné par
A(SM(T)) — 2A(S(T)) + A(S™2(T

h2

ot évolution de P’actif S () commence de Sy + h:

SM (1) = (S(0) + h) exp ( <r — %2> t+ JW(t)> ;

I’évolution de 'actif $2(¢) commence de Sy — h:

Sh2(1) = (S(0) — h) exp ( <r — %2> t+ aW(t)> :

4) Evaluation des grecques par le calcul de Malliavin.
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La méthode développée la premiére fois par Fournié permet d’écrire les sensibilités sous la forme
d’une espérance.

A(S0,0) = e "TE[A(S(T))wal
I'(Sp,0) = e_’"TE[A(S(T))wp]

ou les poids wa et wr ne dépendent pas du payoff de "option.

WA = WT

A_S()UT

1 W2 1
wr=groror ~Wr=3)

Ici W est la derniére coordonné du mouvement Brownien.

Travail a faire

1. Calculer par simulation une estimation de V' (Sp,0). Pour cela on n’a besoin que la valeur
finale S(T'). Donc vous allez simuler un grand nombre  (Np;¢) de nombres N(0,1) qui
suivent la loi normale centré réduite. Ensuite il ne reste qu’a calculer la moyenne empirique
de A(S(T)) par la formule (2I1))

2. Calculer par simulation une estimation de A(Sp,0). Pour cela vous simulez aussi un grand
nombre  (Np;¢) de nombres N(0,1) qui suivent la loi normale centré réduite. ~ Pour
chaque couple S(T) et S"(T) on utilise le méme nombre N(0,1) Ensuite on évalue
la moyenne empirique de

A(SM(T)) — A(S(T))
h

3. Calculer de fagon similaire par simulation une estimation I'(Sp,0).

4. Essayer de calculer de fagon similaire par simulation une estimation ©(Sy,0).

5. Effectuer ces calculs avec les mémes données que dans la partie 2, pour différentes
valeurs initiales de ’actif: Sy =0,0.2,0.4,...,20 et en prenant N;;c = 100, 1000, 10000.
Réaliser les graphes de Sy — V(S0,0), Sy — A(Sp,0), Sy — I'(Sy,0), Sp —
6(507 0)

6. Calculer par simulation une estimation de A(Sp,0) par le calcul de Malliavin. Pour cela
vous simulez aussi un grand nombre  (Npr¢) de nombres N(0, 1) qui suivent la loi normale
centré réduite. Pour chaque couple S(T') et Wr on utilise le méme nombre N(0,1)
Ensuite on évalue la moyenne empirique de

. 1%
TSI g 7]

1 W%_W 1

«TTIAS (D)) g T -]

oT o
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PARTIE IV. ESTIMATION DE VOLATILITE o

L’actif sousjacent S est un processus stochastique S(t), ¢t € [0,T] qui vérifie ’équation différen-
tielle stochastique suivante:

dSt = T’Stdt + O'Stth, S(t = 0) = S() (63)

On note o la volatilité de l’action, r le drift (r = u dans le monde de risk - neutre). La solution
de cette équation est donnée par la formule:
o2
S(t) = Spexp((r — 7)15 +oW(t))

On définit sur lintervalle [0, 7] une grille de points
t; =iAt, i=0,...,n

Alors pour tout ¢ on a, en notant S; = S(¢;)

2
Siv1 = S exp((r — %) At + VAtoN(0,1))

Il s’ensuit que les variables aléatoires

. o2
Ui=lIn (51(:5—2)1)) =(r— 7)At +VAtoN(0,1)

suivent la loi normale de moyenne

o2
E[U;] = (r — 7)At (64)
et de variance
Var[U;] = o At. (65)

Donc on a une estimation pour la volatilité

Supposons que nous connaissons les valeurs de 'actif S entre les dates tg et t,

S(to), S(tl), ey S(tn)

S(t;)
S(ti—1)

en déduire une estimation de la moyenne et la variance des U;:

On peut alors calculer les valeurs U; = In < > aux instants de temps correspondants et

E[Ui]:%ZUi, VarlU;] = ! > (Ui —a)’
=1

40



On peut maintenant estimer le paramétre inconnu o & partir de la relation pour Var[U;] ci-

dessus:
estime Var [Ul]

o =\/—

At
soit

n

time 1 1 1
A\ Feires P B O BLER

i=1

Travail a faire

1. Simuler I’évolution de 'action. Estimer sa volatilité et comparer avec la valeur exacte o.
2. Verifier que la valeur de la volatilité estimée tombe bien avec la probabilité 95% dans I'intervalle:

1.96 O.estime

VoM

— O_emacte c [O_estzme

3. écrire en VBA une macro pour EXCEL qui permet d’estimer la volatilité & partir des données
historiques contenues dans une colonne de fichier EXCEL.

PARTIE V. INTERFACE GRAPHIQUE

L’objectif de cette partie est de réaliser en VB.Net une interface graphique qui permet de
paramétrer et réaliser les différents calculs prévus dans ce projet. L’interface doit répondre aux
spécifications suivantes:

1. L’interface doit disposer de trois zones distinctes: "Paramétres du modeéle", "Paramétres de
calculs", "Parameétres pour les simulations MC".

2. La zone "Paramétres du modéle" doit contenir trois champs de saisie:

o Echéance T

e Taux sans risque r
Volatilité o

e 5

3. Le champs o doit pouvoir étre renseigné soit par saisie d’une valeur soit & 1’aide de bouton
"Estimer la volatilité". Ce dernier doit déclencher l'estimation de la volatilité & partir des
données historiques contenues dans un fichier excel.

4. La zone "Paramétres de calculs" doit contenir les champs de saisie:
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pas temporel dt

pas spatial dS

limite spatiale L

e Nombre de chemins pour les simulations Monte Carlo
Un bouton doit ensuite permettre de choisir la méthode de calcul entre "Différences finies"
et "Monte Carlo". Le bouton "Calculer la solution" doit lancer ’exécutable de calcul corre-

spondant avec les bons paramétres. L’exécutable doit stocker les données de la solution dans
un fichier texte.

. Pour la consultation des résultats de ce calcul 'interface doit proposer de saisir un Sy et
afficher (un bouton a prévoir) dans un champs a coté la valeur V(.Sp,0).

. Un bouton doit également permettre d’appeler une interface d’affichage graphique (Scilab ou
gnuplot) pour visualiser les graphiques.

PARTIE VI. COMPARAISON DES RESULTATS

. Tracez la fonction V(S,0), solution analytique, d’aprés la formule donnée dans 1’énonceé et la
comparez avec les solutions numériques obtenues dans les parties I et II.

Appliquez I’approximation suivante de la fonction N (x)

1 — N'(z)(a1k + agk?® + azk® + agk* + ask®) si x>0
N(x) = .
1—N(—zx) sioz<0
ou 1w 1
N'(z) = e_%, K=
(@) V2T 14~z

Les coefficients sont: v = 0.2316419, a; = 0.319381530, as = —0.356563782, a3 = 1.781477937,a4 =
—1.821255978, a5 = 1.330274429

. Sur toute la grille de calcul de la solution numeérique de 'EDP (partie II) évaluer

max [V;" = V/(Si,t5)|

)

. Calculer les grecques. Comparer les Grecques numériques aux valeurs exactes calculées a
partir de la formule de Black et Scholes.
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6 PROJET 6

Résolution numérique de I’équation de Black et Scholes pour une
option binaire "Asset-or-nothing" (Put)

Le but du Projet 6 est est I’évaluation numérique et analytique du prix de vente
d’une option binaire "Asset-or-nothing".

L’équation de Black et Scholes avec la condition finale qui s’appelle " asset-or-nothing" s’écrit
sous la forme: )
ov av 1 0°Vv
— =V 4 rS—— + 0?5 =
A R

V(S,t=T)=A(S) = SH(K — S)

0 (66)

Ici H est la fonction de Heaviside.

La fonction V(S,t) donne le prix d’une au moment de temps ¢ en fonction du prix S de actif
sousjacent S. On note o la volatilité de I'action et r le taux d’intérét.

On étudie également le probleme d’évaluation des grecques, définis par les expressions:

oV 0%V oV
A=g5 =550 O= %

PARTIE I. SOLUTION ANALYTIQUE.

Montrer que la solution analytique de I’équation de Black et Scholes ci-dessus est:
V(S,t) =S —SN(dy)

g — n(S/K) + (r+o2/2)(T —t)
b ovT —1
Elle sera utilisée pour vérifier la précision des calculs et déduire les conditions aux limites pour

le schéma aux différences finies.
Calculer les grecques.

PARTIE II. RESOLUTION NUMERIQUE DE L’EQUATION DE BS.

2.1 Discrétisation de I’équation de BS.
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a) Discrétisons les variables: spatiale et temporelle:
X S() = O, Sw -'-SN-i-l = L.
t:t0=0,..t", ML =T,

Donc

1=0,1,2,..N +1
n=0,1,2,.M+1
L T (67)
A = —— A:
s N+1’ t M+1
V(tTL?Si)EVin

b) Pour discrétiser 'équation (1) on utilise:

v
e pour — la dérivée retrograde,

ot
2

e pour 252 la seconde dérivée, centrée,

oV e .
e pour — la dérivée centrée

0S8

On définit 'opérateur M4 par 'expression:

vy, =V 1
MgS — ,r,v;;n _ T‘Si 141 i—1 252

Vi E V2w
9AS 97 Vi (AS)?

3

¢) L’équation de Black et Scholes discrétisée par différentes méthodes s’écrit :

e par la méthode d’Euler explicite

v — Vn—l
ZTtZ :MgS(ViED ir—:-lv in)7

e par la méthode d’Euler implicite :

—1
At = MgS ?

e par la méthode de Crank-Nicolson implicite:

V;n _ ‘/in—l
At

2.2 Travail a faire

1 _
= §(Mgsl + MEgg)-

1. Montrer les condition aux limites:
(68)



2. Discrétiser les conditions aux limites et les conditions initiales.

3. Appliquer la méthode implicite de Crank-Nicolson et montrer qu’on peut reécrire cette équa-
tion sous la forme :
BV 4 DV 4 AV = K (69)

4. Préciser A;, D;, B;, KT et écrire 'équation sous la forme matricielle.

5. Appliquer I'algorithme de Thomas et trouver la solution.

TT3TT

6. Visualiser les solutions pour ¢t =0, 1, 5, %,

7. Imposer en S = 0 la conditions a limite de Neumann g—‘g(o, t) = 0, discrétiser cette condition
et résoudre I'’équation de Black et Scholes avec nouvelles conditions aux limites:

92(0,t)=0
{ V(L) =0 (70)

8. Utiliser les différences finies pour évaluer les grecques A = g—‘g et I' = ng‘Q/ dans un point S.

Utilisez les valeurs suivantes:

L=40, T=05
K=10, r=0.1, 0=0.5
N =100, At=10"2

PARTIE III. SIMULATION MONTE CARLO.

On suppose que 'actif sousjacent S est un processus stochastique S(t), t € [0,7] qui vérifie
I’équation différentielle stochastique suivante:

dS, = rSdt + oSdW (t), S(0) = S, (71)

ou (r,0) sont les mémes parameétres que dans 'EDP de Black-Scholes et ou W (t) est un mou-
vement brownien sur [0, 7).
Nous admettons que la solution de cette équation est définie par:

st =50y (- £ ) o)

Alors le prix d’une option européenne au moment de temps ¢t = 0 de fonction de payoff A(S) est
donné par

V(S0,0) = e "TE[A(S(T))/S(t = 0) = So (72)
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oV V(Sth)-V(S)

Delta d’une option européenne A = Fg ~ —>————=> au moment de temps ¢ = 0 est donné par

A(S™(T)) — A(S(T))

A=e"TE| - ]

ot I'évolution de l'actif S"(¢) commence de Sy + h:

g

S™(t) = (S(0) + h) exp <<r - ;) t+ JW(t))

Gamma d’une option européenne

_ OV V(S+h)—2V(S)+ V(S —h)

r 052 h?

au moment de temps ¢t = 0 est donné par

A(S™(T)) — 2A(S(T)) + A(S"(T))

I =e"TE| 2 ]

ot évolution de P'actif $" () commence de Sy + h:

SM(t) = (S(0) + h) exp <<r - %2> t+ aW(t)> ,

I’évolution de 'actif $2(¢) commence de Sy — h:

Sh2(t) = (S(0) — h) exp <<r — ";) t+ aW(t)> ,

Les objectifs de cette partie sont:

(73)

1. calculer par simulation une estimation de V(Sp,0). Pour cela vous allez simuler un grand
nombre de chemins d’évolution de Dactif S(¢) sur lintervalle de temps [0,7], en partant
toujours de Sy. Pour chaque chemin on ne retient que la valeur finale a terme S(T'). Ensuite

il ne reste qu’a calculer la moyenne empirique de A(S(T)).

2. calculer par simulation une estimation de A. Pour cela vous simulez un grand nombre de
chemins - couples d’évolution des actifs S(t) et S™(t). Pour chaque couple de chemins on

utilise le méme mouvement brownien W (t). Ensuite on évalue la moyenne empirique de

A(S™M(T)) — A(S(T))
h

3. calculer de facon similaire par simulation une estimation I'.

4. calculer de fagon similaire par simulation une estimation ©.
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Travail a faire

. On choisit la méme discrétisation 0 = tg < t1 < ...tpr+1 = T de lintervalle [0,7] que dans
la partie 2. Simuler un grand nombre Nys¢ de chemins d’'un mouvement brownien W (t) sur
lintervalle [0,7]. Chaque chemin est insi une suite Wy(t;), i =0,...M +1, k=1... Nyc.

. Soit Sy le prix de actif S au moment de départ de 'option (& t = 0). Pour chaque chemin
simulé de mouvement brownien {Wj(t;)}X ! évaluer le chemin correspondant de I’actif sous-
jacent {Sk(t;)}M 1!, ayant pour condition initiale So. Utiliser pour cela la formule (2IT).

. Soient S(T), k = 1,..., Ny les valeurs finales de lactif obtenues sur tous les chemins
simulés. Calculer la moyenne empirique de A(Sk(T)), k = 1,...,Nyc et en déduire une
estimation du prix de 'option.

. Effectuer ces calculs avec les mémes données que dans la partie 2, pour différentes valeurs
initiales de l'actif: Sy = 0,0.2,0.4,...,20 et en prenant Ny;c = 100, 1000, 10000. Reéaliser le
graphe de Sy — V(Sp,0).

PARTIE IV. ESTIMATION DE VOLATILITE o

L’actif sousjacent S est un processus stochastique S(t), t € [0,T] qui vérifie I’équation différen-

tielle stochastique suivante:

dS, = rS,dt + oS, dW,, S(t=0) =S, (75)

On note o la volatilité de l’action, r le drift (r = u dans le monde de risk - neutre). La solution

de cette équation est donnée par la formule:

S(t) = Soexp((r — %2)15 +oW(t))

On définit sur lintervalle [0, 7] une grille de points
ti=iAt, i=0,....n

Alors pour tout 7 on a, en notant S; = S(t;)

2
Sit1 = S; exp((r — %) At +VALaN(0,1))

Il s’ensuit que les variables aléatoires

. o2
Ui=In (S?t(f_l)l)> =(r— E)At +VAtoN(0,1)

suivent la loi normale de moyenne



et de variance

V[U;] = o2 At. (77)
Supposons que nous connaissons les valeurs de lactif S entre les dates t,_,, et t,
S(tn—m)’ S(tn—m—i-l), ey S(tn)

S(ti)
S(ti—1)

en déduire une estimation de la moyenne et la variance des U;:

On peut alors calculer les valeurs U; = In < ) aux instants de temps correspondants et

1 — 1
a=— Z Un+1—i, b= —— Z(Un-i-l—i —a)?
mi3 m— 1 i=1

On peut maintenant estimer le paramétre inconnu o & partir de la relation pour V[U;] ci-dessus:

O_estime — b
VAL
soit
O,estime — L( 1 ivﬂ L 1 (i U 1 )2)
At'm —1 & = m(m — 1) — e

Travail a faire

1. Simuler ’evolution de ’action. Estimer sa variance et comparer avec la valeur exacte.
2. Verifier que la valeur de la variance estimée tombe bien avec la probabilité 95% dans l'intervalle:

1.96 Uestime

V2m

3. écrire en VBA une macro pour EXCEL qui permet d’estimer la volatilité & partir des données
historiques contenues dans une colonne de fichier EXCEL.

O_exacte c [O_estzme +

PARTIE V. INTERFACE GRAPHIQUE

L’objectif de cette partie est de réaliser en VB.Net une interface graphique qui permet de
paramétrer et réaliser les différents calculs prévus dans ce projet. L’interface doit répondre aux
spécifications suivantes:

1. L’interface doit disposer de trois zones distinctes: "Paramétres du modéle", "Paramétres de
calculs", "Parameétres pour les simulations MC".
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. La zone "Paramétres du modéle" doit contenir trois champs de saisie:

e Echéance T

e Taux sans risque r

e Volatilité o

[ ] SO

. Le champs o doit pouvoir étre renseigné soit par saisie d’une valeur soit & 1’aide de bouton

"Estimer la volatilité". Ce dernier doit déclencher l'estimation de la volatilité & partir des
données historiques contenues dans un fichier excel.

. La zone "Parameétres de calculs" doit contenir les champs de saisie:

e pas temporel dt

e pas spatial dS

e limite spatiale L

e Nombre de chemins pour les simulations Monte Carlo
Un bouton doit ensuite permettre de choisir la méthode de calcul entre "Différences finies"
et "Monte Carlo". Le bouton "Calculer la solution" doit lancer ’exécutable de calcul corre-

spondant avec les bons parameétres. L’exécutable doit stocker les données de la solution dans
un fichier texte.

. Pour la consultation des résultats de ce calcul 'interface doit proposer de saisir un Sy et
afficher (un bouton a prévoir) dans un champs a coté la valeur V(.Sp,0).

. Un bouton doit également permettre d’appeler une interface d’affichage graphique (Scilab ou
gnuplot) pour visualiser les graphiques.

PARTIE VI. COMPARAISON DES RESULTATS

. Tracez la fonction V(S,0), solution analytique, d’apres la formule donnée dans I’énoncé et la
comparez avec les solutions numériques obtenues dans les parties I et II.

Appliquez I"approximation suivante de la fonction N (z)

N(z) = 1 — N'(z)(ai1k + agk?® + azk® + agk* + ask®) si x>0
| 1= N(-2) sio <0
ou 1 5 1
N'(z) = e_%, K=
(z) Vor 14~z

Les coefficients sont: v = 0.2316419, a; = 0.319381530, ae = —0.356563782, a3 = 1.781477937,a4 =
—1.821255978, a5 = 1.330274429
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2. Sur toute la grille de calcul de la solution numérique de 'EDP (partie II) évaluer

max [V;" = V/(Si,t5)|

3. Calculer les grecques. Comparer les Grecques numériques aux valeurs exactes calculées a
partir de la formule de Black et Scholes.
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7 PROJET 7

Résolution numérique de I’équation de Black et Scholes pour une
option binaire "Asset-or-nothing" (Call)

Le but du Projet 7 est est 1’évaluation numérique et analytique du prix d’achat
d’une option binaire "Asset-or-nothing".

L’équation de Black et Scholes avec la condition finale qui s’appelle " asset-or-nothing" s’écrit
sous la forme: )
ov av 1 0°Vv
— —rV4rS— +-02582—— =0

ot 05 277 957 (78)

V(S,t=T)=A(S)=SH(S - K)
Ici H est la fonction de Heaviside.
La fonction V(S,t) donne le prix d’une au moment de temps ¢ en fonction du prix S de l'actif

sousjacent S. On note o la volatilité de I'action et r le taux d’intérét.
On étudie également le probleme d’évaluation des grecques, définis par les expressions:

oV v oV
A=%5 =99 =%

PARTIE I. SOLUTION ANALYTIQUE.

Montrer que la solution analytique de ’équation de Black et Scholes ci-dessus est:
V(S,t) = SN(dy)
5= In(S/K) + (r+02/2)(T —t)
! oVT —t
Elle sera utilisée pour vérifier la précision des calculs et déduire les conditions aux limites pour

le schéma aux différences finies.
Calculer les grecques.

PARTIE II. RESOLUTION NUMERIQUE DE L’EQUATION DE BS.

2.1 Discrétisation de I’équation de BS.
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a) Discrétisons les variables: spatiale et temporelle:
X S() = O, Sw -'-SN-i-l = L.
t:t0=0,..t", ML =T,

Donc

1=0,1,2,..N +1
n=0,1,2,.M+1
L T (79)
A = —— A:
s N+1’ t M+1
V(tTL?Si)EVin

b) Pour discrétiser 'équation (1) on utilise:

v
e pour — la dérivée retrograde,

ot
2

e pour 252 la seconde dérivée, centrée,

oV e .
e pour — la dérivée centrée

0S8

On définit 'opérateur M4 par 'expression:

vy, =V 1
MgS — ,r,v;;n _ T‘Si 141 i—1 252

Vi E V2w
9AS 97 Vi (AS)?

3

¢) L’équation de Black et Scholes discrétisée par différentes méthodes s’écrit :

e par la méthode d’Euler explicite

v — Vn—l
ZTtZ :MgS(ViED ir—:-lv in)7

e par la méthode d’Euler implicite :

—1
At = MgS ?

e par la méthode de Crank-Nicolson implicite:

V;n _ ‘/in—l
At

2.2 Travail a faire

1 _
= §(Mgsl + MEgg)-

1. Montrer les condition aux limites:
V(0,t) =0

V(L,1) = L (80)
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2. Discrétiser les conditions aux limites et les conditions initiales.

3. Appliquer la méthode implicite de Crank-Nicolson et montrer qu’on peut reécrire cette équa-
tion sous la forme :
-1 -1 -1
BV + DV + AV = K (81)
4. Préciser A;, D;, B;, K et écrire I’équation sous la forme matricielle.
5. Appliquer l'algorithme de Thomas et trouver la solution.

6. Visualiser les solutions pour ¢t = 0, %, %, %, T.

7. Imposer en S = L la conditions a limite de Neumann %(L’ t) = 1, discrétiser cette condition
et résoudre I’équation de Black et Scholes avec nouvelles conditions aux limites:

{ a2 (52)

2

8. Utiliser les différences finies pour évaluer les grecques A = 45 55z dans un point S.

Utilisez les valeurs suivantes:

L=20, T=05
K=10, r=0.1, 0=0.5
N =100, At=10"2

PARTIE III. SIMULATION MONTE CARLO.

On suppose que Dactif sousjacent S est un processus stochastique S(t), t € [0,T] qui vérifie
I’équation différentielle stochastique suivante:

dS, = rSdt + oSAW (t), S(0) = S (83)

ou (r,0) sont les mémes parameétres que dans 'EDP de Black-Scholes et on W (t) est un mou-
vement brownien sur [0, 7).
La solution de cette équation est définie par:

S(t) = S(0) exp < <r - %2> t4 JW(t)>

Alors le prix d’une option européenne au moment de temps ¢t = 0 de fonction de payoff A(S) est

donné par
' V(S0,0) = e "TE[A(S(T))/S(t = 0) = So] (84)
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La valeur finale de S(T") est définit par
2
S(T) = S(0) exp < <r - %) T + oVTN(0, 1)) ,

ot N(0,1) est le nombre qui suit la loi normale centré réduite et Pexpression 7TN(0,1) remplace
W(T).

1) Finalement on peut estimer le prix de I'option par la moyenne empirique suivante (sauf Projet
12):

V(Sy.0) = < Nf [A <5(0) exp ( <r - ";) T + oVTN®) (0, 1)))] (85)

~ Nuc Pt
2) Delta d’une option européenne
B 8_V V(S+h)—V(S)
- oS h

au moment de temps £ = 0 est donné par

A

ot 'évolution de Pactif S"(¢) commence de So + h:

2

Sh(t) = (S(0) + h) exp < <r - %) t+ aW(t)>

et h est un petit nombre.
3)Gamma d’une option européenne

_ 0*V _V(S+h)—2V(S) + V(S —h)

t 052 h?

au moment ¢ = 0 est donné par

A(S™M(T)) — 2A(S(T)) + A(S"2(T))

['(Sp,0) = e "TE| o

] (87)

ot évolution de P'actif $" () commence de Sy + h:

S™(t) = (S(0) + h) exp ( <r — %2> t+ 0W(t)> ,

I’évolution de 'actif S2(¢) commence de Sy — h:

§h2(1) = (S(0) — h) exp ( <r — %2> t+ JW(t)> ;

4) Evaluation des grecques par le calcul de Malliavin.
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La méthode développée la premiére fois par Fournié permet d’écrire les sensibilités sous la forme
d’une espérance.

A(S0,0) = e "TE[A(S(T))wal
I'(Sp,0) = e_’"TE[A(S(T))wp]

ou les poids wa et wr ne dépendent pas du payoff de 'option.

Wr
w =
A S()UT
1 W2 1
wr = groror ~Wr=35)

Ici W est la derniére coordonné du mouvement Brownien.

Travail a faire

1. Calculer par simulation une estimation de V' (Sp,0). Pour cela on n’a besoin que la valeur
finale S(T'). Donc vous allez simuler un grand nombre  (Np;¢) de nombres N(0,1) qui
suivent la loi normale centré réduite. Ensuite il ne reste qu’a calculer la moyenne empirique

de A(S(T)) par la formule (2I1))

2. Calculer par simulation une estimation de A(Sp,0). Pour cela vous simulez aussi un grand
nombre  (Nj;¢) de nombres N(0,1) qui suivent la loi normale centré réduite.  Pour
chaque couple S(T) et S"(T) on utilise le méme nombre N(0,1) Ensuite on évalue
la moyenne empirique de

A(SM(T)) — A(S(T))
h

3. Calculer de fagon similaire par simulation une estimation I'(Sp,0).
4. Essayer de calculer de fagon similaire par simulation une estimation ©(Sy,0).

5. Effectuer ces calculs avec les mémes données que dans la partie 2, pour différentes
valeurs initiales de ’actif: Sy = 0,0.2,0.4,...,20 et en prenant Ny;c = 100, 1000, 10000.
Réaliser les graphes de Sy — V(Sp,0), Sy — A(Sp,0), So — I'(Sp,0), Sy —
©(S0,0)

6. Calculer par simulation une estimation de A(Sp,0) par le calcul de Malliavin. Pour cela
vous simulez aussi un grand nombre (Np;¢) de nombres N(0, 1) qui suivent la loi normale
centré réduite. Pour chaque couple S(T') et Wz on utilise le méme nombre N(0,1)
Ensuite on évalue la moyenne empirique de

Wr
S()UT
1 W2 1
—We— =
SSUT( r )

e TIA(S(T))

e TIA(S(T)

oT o
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PARTIE IV. ESTIMATION DE VOLATILITE o

L’actif sousjacent S est un processus stochastique S(t), ¢t € [0,T] qui vérifie ’équation différen-
tielle stochastique suivante:

dSt = T’Stdt + O'Stth, S(t = 0) = S() (88)

On note o la volatilité de l’action, r le drift (r = u dans le monde de risk - neutre). La solution
de cette équation est donnée par la formule:
o2
S(t) = Spexp((r — 7)15 +oW(t))

On définit sur lintervalle [0, 7] une grille de points
t; =iAt, i=0,...,n

Alors pour tout ¢ on a, en notant S; = S(¢;)

2
Siv1 = S exp((r — %) At + VAtoN(0,1))

Il s’ensuit que les variables aléatoires

. o2
Ui=lIn (51(:5—2)1)) =(r— 7)At +VAtoN(0,1)

suivent la loi normale de moyenne

o2
EU] = (r — Z)At (89)
et de variance
Var[U;] = o At. (90)

Donc on a une estimation pour la volatilité

Supposons que nous connaissons les valeurs de 'actif S entre les dates tg et t,

S(to), S(tl), ey S(tn)

S(t;)
S(ti—1)

en déduire une estimation de la moyenne et la variance des U;:

On peut alors calculer les valeurs U; = In < > aux instants de temps correspondants et

E[Ui]:%ZUi, VarlU;] = ! > (Ui —a)’
=1
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On peut maintenant estimer le paramétre inconnu o & partir de la relation pour Var[U;] ci-

dessus:
estime Var [Ul]

o =\/—

At
soit

n

time 1 1 1
A\ Feires P B O BLER

i=1

Travail a faire

1. Simuler I’évolution de 'action. Estimer sa volatilité et comparer avec la valeur exacte o.
2. Verifier que la valeur de la volatilité estimée tombe bien avec la probabilité 95% dans I'intervalle:

1.96 O.estime

VoM

— O_emacte c [O_estzme

3. écrire en VBA une macro pour EXCEL qui permet d’estimer la volatilité & partir des données
historiques contenues dans une colonne de fichier EXCEL.

PARTIE V. INTERFACE GRAPHIQUE

L’objectif de cette partie est de réaliser en VB.Net une interface graphique qui permet de
paramétrer et réaliser les différents calculs prévus dans ce projet. L’interface doit répondre aux
spécifications suivantes:

1. L’interface doit disposer de trois zones distinctes: "Paramétres du modeéle", "Paramétres de
calculs", "Parameétres pour les simulations MC".

2. La zone "Paramétres du modéle" doit contenir trois champs de saisie:

o Echéance T

e Taux sans risque r
Volatilité o

e 5

3. Le champs o doit pouvoir étre renseigné soit par saisie d’une valeur soit & 1’aide de bouton
"Estimer la volatilité". Ce dernier doit déclencher l'estimation de la volatilité & partir des
données historiques contenues dans un fichier excel.

4. La zone "Paramétres de calculs" doit contenir les champs de saisie:

o7



pas temporel dt

pas spatial dS

limite spatiale L

e Nombre de chemins pour les simulations Monte Carlo
Un bouton doit ensuite permettre de choisir la méthode de calcul entre "Différences finies"
et "Monte Carlo". Le bouton "Calculer la solution" doit lancer ’exécutable de calcul corre-

spondant avec les bons paramétres. L’exécutable doit stocker les données de la solution dans
un fichier texte.

. Pour la consultation des résultats de ce calcul 'interface doit proposer de saisir un Sy et
afficher (un bouton a prévoir) dans un champs a coté la valeur V(.Sp,0).

. Un bouton doit également permettre d’appeler une interface d’affichage graphique (Scilab ou
gnuplot) pour visualiser les graphiques.

PARTIE VI. COMPARAISON DES RESULTATS

. Tracez la fonction V(S,0), solution analytique, d’aprés la formule donnée dans 1’énonceé et la
comparez avec les solutions numériques obtenues dans les parties I et II.

Appliquez I’approximation suivante de la fonction N (x)

1 — N'(z)(a1k + agk?® + azk® + agk* + ask®) si x>0
N(x) = .
1—N(—zx) sioz<0
ou 1w 1
N'(z) = e_%, K=
(@) V2T 14~z

Les coefficients sont: v = 0.2316419, a; = 0.319381530, as = —0.356563782, a3 = 1.781477937,a4 =
—1.821255978, a5 = 1.330274429

. Sur toute la grille de calcul de la solution numeérique de 'EDP (partie II) évaluer

max [V;" = V/(Si,t5)|

)

. Calculer les grecques. Comparer les Grecques numériques aux valeurs exactes calculées a
partir de la formule de Black et Scholes.
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8 PROJET 8

Résolution numérique de I’équation de Black et Scholes pour une
option binaire "Gap" (Call)

Le but du Projet 8 est I’évaluation numérique et analytique du prix d’achat d’une
option binaire "Gap".

L’équation de Black et Scholes avec la condition finale s’ecrit de la forme:

av OV 1, 0%V

V(S,t=T)=A(S) = (S - Y)H(S — K)

Ici H est la fonction de Heaviside, Y est un prix fixe.

La fonction V(S,t) donne le prix d’une au moment de temps ¢ en fonction du prix S de l'actif
sousjacent S. On note o la volatilité de I'action et r le taux d’intérét.

On étudie également le probléme d’évaluation des grecques, définis par les expressions:

oV 0’V oV
A=%5 =35 =%

PARTIE I. SOLUTION ANALYTIQUE.

Montrer que la solution analytique de I’équation de Black et Scholes ci-dessus est:
V(S,t) = SN(dy) — Ye " TN (dy)

g — In(S/K) + (r+o2/2)(T —t)
b ovT —1
Elle sera utilisée pour vérifier la précision des calculs et déduire les conditions aux limites pour

le schéma aux différences finies.
Calculer les grecques.

PARTIE II. RESOLUTION NUMERIQUE DE L’EQUATION DE BS.

2.1 Discrétisation de I’équation de BS.
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a) Discrétisons les variables: spatiale et temporelle:
X So = 0, Sz, ---SN—H = L.
t: t0=0,..t7, M =T

Donc

L T (92)
AS = —— At =
N+1’ M+1
V(tn7 SZ) = ‘/zn
b) Pour discrétiser 'équation (1) on utilise:
e pour e la dérivée retrograde,
2
e pour 552 la seconde dérivée, centrée,

Vv
e pour — la dérivée centrée

0S8

On définit 'opérateur M54 par 'expression:

Vi, -=Vvh, 1 | e VA A VA
M2 — n o __ i+1 2 2 Vi+1 i—1 i
bs =V =TSRG T o (AS)?

¢) L’équation de Black et Scholes discrétisée par différentes méthodes s’écrit :

e par la méthode d’Euler explicite

Ve =yt
A~ Mps(Vi1, Vi, Vi),
e par la méthode d’Euler implicite :
Vn _ Vn—l 1
A Mbs

e par la méthode de Crank-Nicolson implicite:

V-V
At

2.2 Travail a faire

(Mgs + Mgg).

1. Montrer les condition aux limites:

V(0,t) =
{ VEL, t)) =L-Ye D (93)
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2. Discrétiser les conditions aux limites et les conditions initiales.

3. Appliquer la méthode implicite de Crank-Nicolson et montrer qu’on peut reécrire cette équa-
tion sous la forme :
-1 -1 -1
BV + DV + AV = K (94)
4. Préciser A;, D;, B;, K et écrire I’équation sous la forme matricielle.
5. Appliquer I'algorithme de Thomas et trouver la solution.

6. Visualiser les solutions pour ¢t = 0, %, %, %, T.

7. Imposer en S = 0 la conditions a limite de Neumann g—‘s’(o, t) = 0, discrétiser cette condition
et résoudre I’équation de Black et Scholes avec nouvelles conditions aux limites:

(95)

8. Utiliser les différences finies pour évaluer les grecques A = g—g et I' = ng‘Q/ dans un point S.

Utilisez les valeurs suivantes:

L=20, T=05 Y =6
K=10, r=0.1, 0=0.5
N =100, At=10"2

PARTIE III. SIMULATION MONTE CARLO.

On suppose que 'actif sousjacent S est un processus stochastique S(t), t € [0,7] qui vérifie
I’équation différentielle stochastique suivante:

dS, = rSdt + oSdW (t), S(0) = S, (96)

ou (r,0) sont les mémes parameétres que dans 'EDP de Black-Scholes et on W(t) est un mou-
vement brownien sur [0, 7).
La solution de cette équation est définie par:

st =0 (- 2wt

Alors le prix d’une option européenne au moment de temps ¢t = 0 de fonction de payoff A(S) est

donné par
' V(S0,0) = e "TE[A(S(T))/S(t = 0) = So] (97)
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La valeur finale de S(T") est définit par
2
S(T) = S(0) exp < <r - %) T + oV TN(0, 1)) ,

ot N(0,1) est le nombre qui suit la loi normale centré réduite et Pexpression 7TN(0,1) remplace
W(T).

1) Finalement on peut estimer le prix de I’option par la moyenne empirique suivante (sauf Projet
12):

V(S0,0) = ]eV_TT NEN:IC [A (5(0) exp ( <7’ - ";) T + ovVTN®) (0, 1)))] (98)

MC =1

2) Delta d’une option européenne

OV V(S+h) - V(S)
~ 9 h

au moment de temps ¢t = 0 est donné par

A

A(S™(T)) — A(S(T))

A(S0,0) = e " E| - ] (99)
ot évolution de P’actif S"(t) commence de Sy + h:
o2
S™(t) = (S(0) + h) exp < (r — 7) t+ 0W(t)>
et h est un petit nombre. 3) Gamma d’une option européenne
r— 0’V V(S+h)—-2V(S)+V(S—h)
082 h?
au moment ¢t = 0 est donné par
hl _ h2

h2

ot évolution de P’actif S"1 () commence de Sy + h:

SM(t) = (S(0) 4 h) exp ( <r - ";) t+ aW(t)> ,

I’évolution de 'actif S2(¢) commence de Sy — h:

§2(t) = (S(0) — h) exp ( <r - ";) t+ aW(t)) ,

4) Evaluation des grecques par le calcul de Malliavin.
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La méthode développée la premiére fois par Fournié permet d’écrire les sensibilités sous la forme
d’une espérance.

A(S0,0) = e "TE[A(S(T))wal
I'(Sp,0) = e_’"TE[A(S(T))wp]

ou les poids wa et wr ne dépendent pas du payoff de 'option.

Wr
w =
A S()UT
1 W2 1
wr = groror ~Wr=35)

Ici W est la derniére coordonné du mouvement Brownien.

Travail a faire

1. Calculer par simulation une estimation de V' (Sp,0). Pour cela on n’a besoin que la valeur
finale S(T'). Donc vous allez simuler un grand nombre  (Np;¢) de nombres N(0,1) qui
suivent la loi normale centré réduite. Ensuite il ne reste qu’a calculer la moyenne empirique

de A(S(T)) par la formule (2I1))

2. Calculer par simulation une estimation de A(Sp,0). Pour cela vous simulez aussi un grand
nombre  (Nj;¢) de nombres N(0,1) qui suivent la loi normale centré réduite.  Pour
chaque couple S(T) et S"(T) on utilise le méme nombre N(0,1) Ensuite on évalue
la moyenne empirique de

A(SM(T)) — A(S(T))
h

3. Calculer de fagon similaire par simulation une estimation I'(Sp,0).
4. Essayer de calculer de fagon similaire par simulation une estimation ©(Sy,0).

5. Effectuer ces calculs avec les mémes données que dans la partie 2, pour différentes
valeurs initiales de ’actif: Sy = 0,0.2,0.4,...,20 et en prenant Ny;c = 100, 1000, 10000.
Réaliser les graphes de Sy — V(Sp,0), Sy — A(Sp,0), So — I'(Sp,0), Sy —
©(S0,0)

6. Calculer par simulation une estimation de A(Sp,0) par le calcul de Malliavin. Pour cela
vous simulez aussi un grand nombre (Np;¢) de nombres N(0, 1) qui suivent la loi normale
centré réduite. Pour chaque couple S(T') et Wz on utilise le méme nombre N(0,1)
Ensuite on évalue la moyenne empirique de

Wr
S()UT
1 W2 1
—We— =
SSUT( r )

e TIA(S(T))

e TIA(S(T)

oT o
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PARTIE IV. ESTIMATION DE VOLATILITE o

L’actif sousjacent S est un processus stochastique S(t), ¢t € [0,T] qui vérifie ’équation différen-
tielle stochastique suivante:

dSt = T’Stdt + O'Stth, S(t = 0) = S() (101)

On note o la volatilité de l’action, r le drift (r = pu dans le monde de risk - neutre). La solution
de cette équation est donnée par la formule:
o2
S(t) = Spexp((r — 7)15 +oW(t))

On définit sur lintervalle [0, 7] une grille de points
t; =iAt, i=0,...,n

Alors pour tout ¢ on a, en notant S; = S(¢;)

2
Siv1 = S exp((r — %) At + VAtoN(0,1))

Il s’ensuit que les variables aléatoires

. o2
Ui=lIn (51(:5—2)1)) =(r— 7)At +VAtoN(0,1)

suivent la loi normale de moyenne

o2
E[U;] = (r — 7)At (102)
et de variance
Var[U;] = o At. (103)

Donc on a une estimation pour la volatilité

Supposons que nous connaissons les valeurs de 'actif S entre les dates tg et t,

S(to), S(tl), ey S(tn)

S(t;)
S(ti—1)

en déduire une estimation de la moyenne et la variance des U;:

On peut alors calculer les valeurs U; = In < > aux instants de temps correspondants et

E[Ui]:%ZUi, VarlU;] = ! > (Ui —a)’
=1
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On peut maintenant estimer le paramétre inconnu o & partir de la relation pour Var[U;] ci-

dessus:
estime Var [Ul]

o =\/—

At
soit

n

time 1 1 1
A\ Feires P B O BLER

i=1

Travail a faire

1. Simuler I’évolution de 'action. Estimer sa volatilité et comparer avec la valeur exacte o.
2. Verifier que la valeur de la volatilité estimée tombe bien avec la probabilité 95% dans I'intervalle:

1.96 O.estime

VoM

— O_emacte c [O_estzme

3. écrire en VBA une macro pour EXCEL qui permet d’estimer la volatilité & partir des données
historiques contenues dans une colonne de fichier EXCEL.

PARTIE V. INTERFACE GRAPHIQUE

L’objectif de cette partie est de réaliser en VB.Net une interface graphique qui permet de
paramétrer et réaliser les différents calculs prévus dans ce projet. L’interface doit répondre aux
spécifications suivantes:

1. L’interface doit disposer de trois zones distinctes: "Paramétres du modeéle", "Paramétres de
calculs", "Parameétres pour les simulations MC".

2. La zone "Paramétres du modéle" doit contenir trois champs de saisie:

o Echéance T

e Taux sans risque r
Volatilité o

e 5

3. Le champs o doit pouvoir étre renseigné soit par saisie d’une valeur soit & 1’aide de bouton
"Estimer la volatilité". Ce dernier doit déclencher l'estimation de la volatilité & partir des
données historiques contenues dans un fichier excel.

4. La zone "Paramétres de calculs" doit contenir les champs de saisie:
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pas temporel dt

pas spatial dS

limite spatiale L

e Nombre de chemins pour les simulations Monte Carlo
Un bouton doit ensuite permettre de choisir la méthode de calcul entre "Différences finies"
et "Monte Carlo". Le bouton "Calculer la solution" doit lancer ’exécutable de calcul corre-

spondant avec les bons paramétres. L’exécutable doit stocker les données de la solution dans
un fichier texte.

. Pour la consultation des résultats de ce calcul 'interface doit proposer de saisir un Sy et
afficher (un bouton a prévoir) dans un champs a coté la valeur V(.Sp,0).

. Un bouton doit également permettre d’appeler une interface d’affichage graphique (Scilab ou
gnuplot) pour visualiser les graphiques.

PARTIE VI. COMPARAISON DES RESULTATS

. Tracez la fonction V(S,0), solution analytique, d’aprés la formule donnée dans 1’énonceé et la
comparez avec les solutions numériques obtenues dans les parties I et II.

Appliquez I’approximation suivante de la fonction N (x)

1 — N'(z)(a1k + agk?® + azk® + agk* + ask®) si x>0
N(x) = .
1—N(—zx) sioz<0
ou 1w 1
N'(z) = e_%, K=
(@) V2T 14~z

Les coefficients sont: v = 0.2316419, a; = 0.319381530, as = —0.356563782, a3 = 1.781477937,a4 =
—1.821255978, a5 = 1.330274429

. Sur toute la grille de calcul de la solution numeérique de 'EDP (partie II) évaluer

max [V;" = V/(Si,t5)|

)

. Calculer les grecques. Comparer les Grecques numériques aux valeurs exactes calculées a
partir de la formule de Black et Scholes.
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9 PROJET 9

Résolution numérique de I’équation de Black et Scholes pour une
option binaire "Gap" (Put)

Le but du Projet 9 est ’évaluation numérique et analytique du prix de vente d’une
option binaire "Gap".

L’équation de Black et Scholes avec la condition finale s’ecrit de la forme:

ov v 1 0?V
— =V 4rS—+-0°S’—— =0
ot a5 2 052 (104)

V(S,t=T)=A(S) = (Y — S)H(K — S)

Ici H est la fonction de Heaviside.
On choisit Y de sorte que le prix de 'option est nul & ¢t = 0 pour une valeur particuliére, fixe de
Paction Sy = Sj
N(—d
V(0,55 =0 = v=eTsg N
N(—d>)

Les valeurs de d; et dy sont définies par les expressions :

In(S;/K) + (r+£02/2)T
oV'T

La fonction V(S,t) donne le prix d’une au moment de temps ¢ en fonction du prix S de actif
sousjacent S. On note o la volatilité de I'action et r le taux d’intérét.
On étudie également le probleme d’évaluation des grecques, définis par les expressions:

dio =

oV 0’V oV
A=95 =99 =%

PARTIE I. SOLUTION ANALYTIQUE.

Montrer que la solution analytique de ’équation de Black et Scholes ci-dessus est:
V(S,t) =Ye "TON(—dy) — SN(—d;)

In(S/K) + (r £ 0%/2)(T —t)
oVT —t
Elle sera utilisée pour vérifier la précision des calculs et déduire les conditions aux limites pour
le schéma aux différences finies.
Calculer les grecques.

dip =
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PARTIE II. RESOLUTION NUMERIQUE DE L’EQUATION DE BS.

a) Discrétisons les variables: spatiale et temporelle:
X S() = O, Sw -'-SN-i-l = L.
t: t0=0,..t7, M =T

Donc

i=0,1,2,..N +1
n=0,1,2,..M+1
L T
AS = — At =
N+1’ M+1
V(tn, Si) =V

b) Pour discrétiser 1'équation (1) on utilise:

ov
e pour — la dérivée retrograde,

ot

2

e pour 5 la seconde dérivée, centrée,

052

14 e .
e pour — la dérivée centrée

oS

On définit I'opérateur Mp3g par I'expression:

vi, =V 1
Mpg =1V —rS—tL =1 5262

Vit, +ViZy —2V"

2A8 2°

¢) L’équation de Black et Scholes discrétisée par différentes méthodes s’écrit :

e par la méthode d’Euler explicite

v _ Vn—l
ZT; = MgS(ViEh ir—:-lv

e par la méthode d’Euler implicite :

-1
At Mbs
e par la méthode de Crank-Nicolson implicite:

V;n _ ‘/in—l
At

2.2 Travail a faire
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1. Montrer les condition aux limites:

{ V(0,t) =Ye " (T=1) (106)

V(L,t) =0

2. Discrétiser les conditions aux limites et les conditions initiales.

3. Appliquer la méthode implicite d’Euler et montrer qu’on peut reécrire cette équation sous la
forme :

BV + DV ¢ AV = KT (107)
4. Préciser A;, D;, B;, K et écrire I’équation sous la forme matricielle.

5. Appliquer I'algorithme de Thomas et trouver la solution.

TT3TT

6. Visualiser les solutions pour ¢t =0, 7, 5, -,

7. Imposer en S = L la conditions & limite de Neumann

oV
%(Lvt) =0,

discrétiser cette condition et résoudre I’équation de Black et Scholes avec nouvelles conditions
aux limites:

{ V(0,t) = Ye "(T-1) (108)

3_V(L,t):

8. Utiliser les différences finies pour évaluer les grecques A = g—‘g et I' = ?;T‘Q/ dans un point S.

Utilisez les valeurs suivantes:

L =20, T=0.5,
K=10, r=01, S;=7 o0c=0.5
N =100, At=10"2

PARTIE III. SIMULATION MONTE CARLO.

On suppose que 'actif sousjacent S est un processus stochastique S(t), t € [0,7] qui vérifie
I’équation différentielle stochastique suivante:

dS, = rSdt + oSdW (t), S(0) = S, (109)
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ou (r,0) sont les mémes parameétres que dans 'EDP de Black-Scholes et ou W (t) est un mou-
vement brownien sur [0, 7.
La solution de cette équation est définie par:

S(t) = S(0) exp (t + oW (1))

Alors le prix d’une option européenne au moment de temps ¢t = 0 de fonction de payoff A(S) est

donné par
' V(S0,0) = e "TE[A(S(T))/S(t = 0) = So (110)

La valeur finale de S(T') est définit par

S(T) = 5(0) exp < <7~ — ";) <7~ — %2> T + oVTN(0, 1)) :

ot N(0,1) est le nombre qui suit la loi normale centré réduite et 'expression +/TN(0,1) remplace
W(T).

1) Finalement on peut estimer le prix de ’option par la moyenne empirique suivante (sauf Projet
12):

V(So.0) = £ NEM:C [A <5(0) exp ( <r - ";) T+ ov/TN®(0, 1)>>] (111)

Nue —
2) Delta d’une option européenne

AV V(S+R)—V(S)

A=35" h

au moment de temps £ = 0 est donné par

A(S™(T)) — A(S(T))

A(Sp,0) = e "TR| - ] (112)
ot évolution de Pactif S"(¢) commence de So + h:
o2
S™(t) = (S(0) + h) exp < (r - 7) t+ 0W(t)>
et h est un petit nombre.
3) Gamma d’une option européenne
r— 0’V V(S+h)-2V(S)+V(S—h)
082 h?
au moment ¢ = 0 est donné par
hy _ ha

h2
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ot 'évolution de P’actif S () commence de Sy + h:

SM(t) = (S(0) + h) exp ( <r - %2> t+ aW(t)> ,

I’évolution de 'actif $2(t) commence de S — h:

S2(t) = (S(0) — h) exp < <r - ";) t+ aW(t)) ,

4) Evaluation des grecques par le calcul de Malliavin.
La méthode développée la premiére fois par Fournié permet d’écrire les sensibilités sous la forme

d’une espérance.
A(Sp,0) = e_rTE[A(S(T))wA]

['(Sp,0) = e "TE[A(S(T))wr]

ou les poids wa et wr ne dépendent pas du payoff de 'option.

Wr
w =
A S()UT
1 W2 1
“r=ggorior ~ W5

Ici W est la derniére coordonné du mouvement Brownien.

Travail a faire

1. Calculer par simulation une estimation de V' (Sp,0). Pour cela on n’a besoin que la valeur
finale S(T'). Donc vous allez simuler un grand nombre  (Np/¢) de nombres N(0,1) qui
suivent la loi normale centré réduite. Ensuite il ne reste qu’a calculer la moyenne empirique

de A(S(T)) par la formule (211

2. Calculer par simulation une estimation de A(Sp,0). Pour cela vous simulez aussi un grand
nombre  (Np;¢) de nombres N(0,1) qui suivent la loi normale centré réduite. ~ Pour
chaque couple S(T) et S"(T) on utilise le méme nombre N(0,1) Ensuite on évalue
la moyenne empirique de

A(SM(T)) — A(S(T))
h

3. Calculer de fagon similaire par simulation une estimation I'(Sp,0).

4. Essayer de calculer de fagon similaire par simulation une estimation ©(Sp,0).
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5. Effectuer ces calculs avec les mémes données que dans la partie 2, pour différentes
valeurs initiales de ’actif: Sy =0,0.2,0.4,...,20 et en prenant Ny;c = 100, 1000, 10000.
Réaliser les graphes de Sy — V(Sp,0), Sy — A(Sp,0), So — I'(Sp,0), Sy —
©(S0,0)

6. Calculer par simulation une estimation de A(Sp,0) par le calcul de Malliavin. Pour cela
vous simulez aussi un grand nombre (Np;¢) de nombres N(0, 1) qui suivent la loi normale
centré réduite. Pour chaque couple S(T') et Wr on utilise le méme nombre N(0,1)
Ensuite on évalue la moyenne empirique de

r Wr
ITIAS(T) g 2]
2
NS g (o~ Wr =]

PARTIE IV. ESTIMATION DE VOLATILITE o

L’actif sousjacent S est un processus stochastique S(t), t € [0,T] qui vérifie I’équation différen-
tielle stochastique suivante:

dS; = rSydt + 0 SydWy, S(t = 0) =5y (114)

On note o la volatilité de l’action, r le drift (r = p dans le monde de risk - neutre). La solution
de cette équation est donnée par la formule:

2
S(t) = S exp((r — %)t + oW (b))

On définit sur lintervalle [0, 7] une grille de points
ti=iAt, i=0,...,n

Alors pour tout ¢ on a, en notant S; = S(¢;)

2
Siv1 = Sy exp((r — %) At + VAtoN(0,1))

Il s’ensuit que les variables aléatoires

. o2
Ui=lIn (51(:5—2)1)) =(r— 7)At +VAtoN(0,1)

suivent la loi normale de moyenne

)At (115)



et de variance
Var[U;] = o At. (116)

Donc on a une estimation pour la volatilité

Supposons que nous connaissons les valeurs de actif S entre les dates g et ¢,
S(t0)7 S(t1)7 E) S(tn)

S(ti)
S(ti—1)

en déduire une estimation de la moyenne et la variance des U;:

On peut alors calculer les valeurs U; = In < > aux instants de temps correspondants et

n—1

E[U;] = %ZU Var[U;] = ! > (Ui —a)?
i=1 =1

On peut maintenant estimer le paramétre inconnu o & partir de la relation pour Var[U;] ci-

dessus:
Var[Ui]

At

O_estime _

soit

n

. 11 1 S
estime __ el 2 _ )2
? N At(n—1§:UZ n(n—l)(;Ul) )

i=1

Travail a faire

1. Simuler I’évolution de 'action. Estimer sa volatilité et comparer avec la valeur exacte o.
2. Verifier que la valeur de la volatilité estimée tombe bien avec la probabilité 95% dans I'intervalle:

1.96 O.estime

VoM

exacte c [O_estime

]

g =0

3. écrire en VBA une macro pour EXCEL qui permet d’estimer la volatilité & partir des données
historiques contenues dans une colonne de fichier EXCEL.
PARTIE V. INTERFACE GRAPHIQUE
L’objectif de cette partie est de réaliser en VB.Net une interface graphique qui permet de

paramétrer et réaliser les différents calculs prévus dans ce projet. L’interface doit répondre aux
spécifications suivantes:
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. L’interface doit disposer de trois zones distinctes: "Paramétres du modéle", "Paramétres de
calculs", "Parameétres pour les simulations MC".

. La zone "Paramétres du modéle" doit contenir trois champs de saisie:

e Echéance T

e Taux sans risque r

e Volatilité o

[ ] SO

. Le champs o doit pouvoir étre renseigné soit par saisie d’une valeur soit a l’aide de bouton

"Estimer la volatilité". Ce dernier doit déclencher l'estimation de la volatilité & partir des
données historiques contenues dans un fichier excel.

. La zone "Parameétres de calculs" doit contenir les champs de saisie:

e pas temporel dt

e pas spatial dS

e limite spatiale L

e Nombre de chemins pour les simulations Monte Carlo
Un bouton doit ensuite permettre de choisir la méthode de calcul entre "Différences finies"
et "Monte Carlo". Le bouton "Calculer la solution" doit lancer I’exécutable de calcul corre-

spondant avec les bons parameétres. L’exécutable doit stocker les données de la solution dans
un fichier texte.

. Pour la consultation des résultats de ce calcul 'interface doit proposer de saisir un Sy et
afficher (un bouton a prévoir) dans un champs a coté la valeur V(.Sp,0).

. Un bouton doit également permettre d’appeler une interface d’affichage graphique (Scilab ou
gnuplot) pour visualiser les graphiques.

PARTIE VI. COMPARAISON DES RESULTATS

. Tracez la fonction V(S,0), solution analytique, d’apres la formule donnée dans I’énoncé et la
comparez avec les solutions numériques obtenues dans les parties I et II.

Appliquez I"approximation suivante de la fonction N (z)

N(z) = 1 — N'(x)(a1k + agk? + agk® + agk* + azkd) si x>0
T 1- N(-2) six<0
ou 1 ) 1
N'(z) = e_%, K=
(@) V2t 14~z

Les coefficients sont: v = 0.2316419, a; = 0.319381530, ae = —0.356563782, a3 = 1.781477937,a4 =
—1.821255978, a5 = 1.330274429
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2. Sur toute la grille de calcul de la solution numérique de 'EDP (partie II) évaluer

max [V;" = V/(Si,t5)|

3. Calculer les grecques. Comparer les Grecques numériques aux valeurs exactes calculées a
partir de la formule de Black et Scholes.
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10 PROJET 10

Résolution numérique de I’équation de Black et Scholes pour une
option de Package: Collars.

Le but du Projet 10 est I’évaluation numeérique et analytique du prix d’une option
Collars.

L’équation de Black et Scholes avec la condition finale s’écrit sous la forme:

{ %—‘t/—rV+rSg—‘§+%a2Szng‘g =0 (117)
V(S,t =T)=A(S) = min(maz(S, K1), K2)

L’équation permet de trouver le prix V(S,t) de 'option de deux achats (ou deux call) d’une
action qui vaut initialement S et qu’on pourra acheter au deux prix K7 et Ko dans un temps ultérieur
T. V(0,S) est le prix au temps ¢t = 0 de 'option d’achat et d’actif S en ¢ = 0. On note o la volatilité
de l’action, r le taux d’intérét.

On étudie également le probléme d’évaluation des grecques, définis par les expressions:

oV 0%V oV
A=g5 T'=3s 9= %

PARTIE I. SOLUTION ANALYTIQUE.

La fonction pay-off peut étre représentée sous la forme:
A(S) = K1 + max(S — K1,0) — maz(S — K2,0), 0<K; <Ky

On peut en déduire que cette option peut étre représentée a l'aide de deux options d’achat
standard.
Montrer que la solution analytique de ’équation de Black et Scholes ci-dessus est:

V(S,t) = Kie ") £ S(N(dy) — N(dy)) — e " T (K | N(dy) — KoN(dy))

_ In(S/K1) + (r £ 02/2)(T —t)

.2 oVl —1t
di = In(S/Ka) + (r + 02 /2)(T —t)
’ oVl —t

Elle sera utilisée pour vérifier la précision des calculs et déduire les conditions aux limites pour
le schéma aux différences finies.
Calculer les grecques.

PARTIE II. RESOLUTION NUMERIQUE DE L’EQUATION DE BS.
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2.1 Discrétisation de I’équation de BS.

a) Discrétisons les variables: spatiale et temporelle:
X S() = O, Sw -'-SN-i-l = L.
t:t0=0,..t", M =T,

Donc

T (118)

b) Pour discrétiser 'équation (1) on utilise:

ov
e pour — la dérivée retrograde,

ot

2
e pour 552 la seconde dérivée, centrée,

® po Vladéiéecetée
ur — rive ntr
PO B
On définit I'opérateur M3 par I'expression:

Vi - Vit 1 noE VR, -2
MPo =V —pS—L =1~ ;22 i+l i—1 i
ps =rV{" —rS NG 50 S; A5y

¢) L’équation de Black et Scholes discrétisée par différentes méthodes s’écrit :

e par la méthode d’Euler explicite

‘/in _‘/;n_l n n n n
A Mps(Vi2y, Vi, Vi),

e par la méthode d’Euler implicite :

V-V

-1
At = Mgs ’

e par la méthode de Crank-Nicolson implicite:

V;n _ ‘/in—l
At

2.2 Travail a faire

1 _
= §(Mgsl + MEgg)-
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1. Montrer les condition aux limites:

{ V(0,t) = Kje 7Tt

V(L,t) = Kpe ") (119)

2. Discrétiser les conditions aux limites et les conditions initiales.

3. Appliquer la méthode implicite de Crank-Nicolson et montrer qu’on peut reécrire cette équa-
tion sous la forme :
—1 -1 -1
4. Preéciser A;, D;, B;, K et écrire I’équation sous la forme matricielle.

5. Appliquer I'algorithme de Thomas et trouver la solution.

TT3TT

6. Visualiser les solutions pour t =0, 1, 5, -,

7. Imposer en S = 0 la conditions aux limites de Neumann dsg—‘g(o,t) = 0, discrétiser cette
condition et résoudre ’équation de Black et Scholes avec nouvelles conditions aux limites:

oV
3_(07 t) =0
{ V(L, ) = Ko=) (121)

8. Utiliser les différences finies pour évaluer les grecques A = g—‘g et I' = g% dans un point S.

Utilisez les valeurs suivantes:

L=20, T=05
K1:2, K2:7, 7‘:0.1, oc=0.5
N =100, At=10"2

PARTIE III. SIMULATION MONTE CARLO.

On suppose que 'actif sousjacent S est un processus stochastique S(t), t € [0,7] qui vérifie
I’équation différentielle stochastique suivante:

dS, = rSdt + oSdW (t), S(0) = S, (122)

ou (r,0) sont les mémes parameétres que dans 'EDP de Black-Scholes et ou W (t) est un mou-
vement brownien sur [0, 7).
La solution de cette équation est définie par:

st =0y (r ) e owio)
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Alors le prix d’une option européenne au moment de temps ¢t = 0 de fonction de payoff A(S) est
donné par
V(So,0) = e "TE[A(S(T))/S(t = 0) = So (123)

La valeur finale de S(T') est définit par
2
S(T) = S(0) exp < <r - %) T + ov/TN(0, 1)) ,

ot N(0,1) est le nombre qui suit la loi normale centré réduite et Pexpression 7TN(0,1) remplace
W(T).

1) Finalement on peut estimer le prix de I’option par la moyenne empirique suivante (sauf Projet
12):

V(So,0) e NEN:IC [A (5(0) exp ( <7’ - ";) T + ovVTN®)(0, 1)>>] (124)

~ Nuc pt
2) Delta d’une option européenne
B 8_V V(S+h)—V(S)
08 h

au moment de temps ¢t = 0 est donné par

A

A(S™(T)) — A(S(T))

A(S0,0) = e T E - ] (125)
ot évolution de Pactif S"(¢) commence de So + h:
o2
S™(t) = (S(0) + h) exp < (7‘ - 7) t+ aW(t)>
et h est un petit nombre.
3) Gamma d’une option européenne
r— 0’V V(S+h)—2V(S)+V(S—h)
GEE h?
au moment ¢ = 0 est donné par
hi _ ha

h2

ot évolution de P'actif S () commence de Sy + h:

S () = (S(0) + h) exp < <7’ - %2> t+ UWU)) )

I’évolution de 'actif $2(t) commence de Sy — h:
o2
52 (t) = (S(0) — h) exp < <7’ — 7) t+ 0W(t)> )
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4) Evaluation des grecques par le calcul de Malliavin.
La méthode développée la premiére fois par Fournié permet d’écrire les sensibilités sous la forme

d’une espérance.
A(Sp,0) = e_’"TE[A(S(T))wA]

I'(Sy,0) = e "TE[A(S(T))wr]

ou les poids wa et wr ne dépendent pas du payoff de 'option.

WA = Wr

A_S()UT

1 W2 1
wr = groror ~Wr=35)

Ici W est la derniére coordonné du mouvement Brownien.

Travail a faire

1. Calculer par simulation une estimation de V' (Sp,0). Pour cela on n’a besoin que la valeur
finale S(T'). Donc vous allez simuler un grand nombre  (Np;¢) de nombres N(0,1) qui
suivent la loi normale centré réduite. Ensuite il ne reste qu’a calculer la moyenne empirique

de A(S(T)) par la formule (21T

2. Calculer par simulation une estimation de A(Sp,0). Pour cela vous simulez aussi un grand
nombre  (Npr¢) de nombres N(0,1) qui suivent la loi normale centré réduite.  Pour
chaque couple S(T) et S"(T) on utilise le méme nombre N(0,1) Ensuite on évalue
la moyenne empirique de

A(S™(T)) — A(S(T))
h

3. Calculer de fagon similaire par simulation une estimation I'(Sp,0).

4. Essayer de calculer de fagon similaire par simulation une estimation ©(Sp,0).

5. Effectuer ces calculs avec les mémes données que dans la partie 2, pour différentes
valeurs initiales de ’actif: Sy = 0,0.2,0.4,...,20 et en prenant Ny;c = 100, 1000, 10000.
Réaliser les graphes de Sy — V(Sp,0), Sy — A(Sp,0), So — I'(Sp,0), Sy —
©(S0,0)

6. Calculer par simulation une estimation de A(Sp,0) par le calcul de Malliavin. Pour cela
vous simulez aussi un grand nombre  (Np;¢) de nombres N(0, 1) qui suivent la loi normale
centré réduite. Pour chaque couple S(T') et Wz on utilise le méme nombre N(0,1)
Ensuite on évalue la moyenne empirique de

ITIAS(T) g 2]

1 W%_W 1

«TTIAS (D)) g T -]

oT o

80



PARTIE IV. ESTIMATION DE VOLATILITE o

L’actif sousjacent S est un processus stochastique S(t), ¢t € [0,T] qui vérifie ’équation différen-
tielle stochastique suivante:

dS; = rSydt + o SydWry, S(t = 0) =5y (127)

On note o la volatilité de l’action, r le drift (r = pu dans le monde de risk - neutre). La solution
de cette équation est donnée par la formule:
o2
S(t) = Spexp((r — 7)15 +oW(t))

On définit sur lintervalle [0, 7] une grille de points
t; =iAt, i=0,...,n

Alors pour tout ¢ on a, en notant S; = S(¢;)

2
Siv1 = S exp((r — %) At + VAtoN(0,1))

Il s’ensuit que les variables aléatoires

. o2
Ui=lIn (51(:5—2)1)) =(r— 7)At +VAtoN(0,1)

suivent la loi normale de moyenne

o2
E[U;] = (r — 7)At (128)
et de variance
Var[U;] = o At. (129)

Donc on a une estimation pour la volatilité

Supposons que nous connaissons les valeurs de 'actif S entre les dates tg et t,

S(to), S(tl), ey S(tn)

S(t;)
S(ti—1)

en déduire une estimation de la moyenne et la variance des U;:

On peut alors calculer les valeurs U; = In < > aux instants de temps correspondants et

E[Ui]:%ZUi, VarlU;] = ! > (Ui —a)’
=1
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On peut maintenant estimer le paramétre inconnu o & partir de la relation pour Var[U;] ci-

dessus:
estime Var [Ul]

o =\/—

At
soit

n

time 1 1 1
A\ Feires P B O BLER

i=1

Travail a faire

1. Simuler I’évolution de 'action. Estimer sa volatilité et comparer avec la valeur exacte o.
2. Verifier que la valeur de la volatilité estimée tombe bien avec la probabilité 95% dans I'intervalle:

1.96 O.estime

VoM

— O_emacte c [O_estzme

3. écrire en VBA une macro pour EXCEL qui permet d’estimer la volatilité & partir des données
historiques contenues dans une colonne de fichier EXCEL.

PARTIE V. INTERFACE GRAPHIQUE

L’objectif de cette partie est de réaliser en VB.Net une interface graphique qui permet de
paramétrer et réaliser les différents calculs prévus dans ce projet. L’interface doit répondre aux
spécifications suivantes:

1. L’interface doit disposer de trois zones distinctes: "Paramétres du modeéle", "Paramétres de
calculs", "Parameétres pour les simulations MC".

2. La zone "Paramétres du modéle" doit contenir trois champs de saisie:

o Echéance T

e Taux sans risque r
Volatilité o

e 5

3. Le champs o doit pouvoir étre renseigné soit par saisie d’une valeur soit & 1’aide de bouton
"Estimer la volatilité". Ce dernier doit déclencher l'estimation de la volatilité & partir des
données historiques contenues dans un fichier excel.

4. La zone "Paramétres de calculs" doit contenir les champs de saisie:
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pas temporel dt

pas spatial dS

limite spatiale L

e Nombre de chemins pour les simulations Monte Carlo
Un bouton doit ensuite permettre de choisir la méthode de calcul entre "Différences finies"
et "Monte Carlo". Le bouton "Calculer la solution" doit lancer ’exécutable de calcul corre-

spondant avec les bons paramétres. L’exécutable doit stocker les données de la solution dans
un fichier texte.

. Pour la consultation des résultats de ce calcul 'interface doit proposer de saisir un Sy et
afficher (un bouton a prévoir) dans un champs a coté la valeur V(.Sp,0).

. Un bouton doit également permettre d’appeler une interface d’affichage graphique (Scilab ou
gnuplot) pour visualiser les graphiques.

PARTIE VI. COMPARAISON DES RESULTATS

. Tracez la fonction V(S,0), solution analytique, d’aprés la formule donnée dans 1’énonceé et la
comparez avec les solutions numériques obtenues dans les parties I et II.

Appliquez I’approximation suivante de la fonction N (x)

1 — N'(z)(a1k + agk?® + azk® + agk* + ask®) si x>0
N(x) = .
1—N(—zx) sioz<0
ou 1w 1
N'(z) = e_%, K=
(@) V2T 14~z

Les coefficients sont: v = 0.2316419, a; = 0.319381530, as = —0.356563782, a3 = 1.781477937,a4 =
—1.821255978, a5 = 1.330274429

. Sur toute la grille de calcul de la solution numeérique de 'EDP (partie II) évaluer

max [V;" = V/(Si,t5)|

)

. Calculer les grecques. Comparer les Grecques numériques aux valeurs exactes calculées a
partir de la formule de Black et Scholes.

83



11 PROJET 11

Résolution numérique de I’équation de Black et Scholes pour une
option de Package: Break forwards.

Le but du Projet 11 est 1’évaluation numérique et analytique du prix d’une option
Break forwards.

L’équation de Black et Scholes avec la condition finale s’écrit de la forme:

v AV | 1,2020%V _

V(S,t=T)=A(S) =max(S,F) - K

L’équation permet de trouver le prix V(S,t) de 'option d’achat (ou call) d’une action qui vaut
initialement Sy et qu’on pourra acheter au prix F' dans un temps ultérieur 7. V(0,5) est le prix
au temps ¢ = 0 de 'option d’achat de prix d’exercice F' & I’échéance 1" > 0, et d’actif S en £ = 0.
On note o la volatilité de 'action, 7 le taux d’intérét.

On étudie également le probleme d’évaluation des grecques, définis par les expressions:

oV v oV
A=%5 =99 =%

PARTIE I. SOLUTION ANALYTIQUE.
Soit
F =Sk,
Sp est une valeur particuliere, fixe. On choisit K de sorte que le prix de l'option soit nul & ¢ = 0.

On a:

V(0,5)=0 = K=¢e78(1+N(dy)— N(dy))
avec i 1
dio = :I:aa\/f
La fonction pay-off peut étre représentée de la forme:
A(S) =mazx(S-F,0)+ F—-K, K>F
Montrer que la solution analytique de ’équation de Black et Scholes ci-dessus est:
V(S,t) = (F — K)e "= + SN(dy) — Fe " TN (dy)

diy — In(S/F) + (r £ 0%/2)(T —t)
’ ovT —t

Elle sera utilisée pour vérifier la précision des calculs et déduire les conditions aux limites pour
le schéma aux différences finies.

Calculer les grecques.
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PARTIE II. RESOLUTION NUMERIQUE DE L’EQUATION DE BS.

2.1 Discrétisation de I’équation de BS.

a) Discrétisons les variables: spatiale et temporelle:
X S() = O, Sw ...SN+1 = L.
t: t0=0,..t7, M =T

Donc

b) Pour discrétiser I'équation (1) on utilise:

e pour la dérivée retrograde,

ot
2

e pour 5 la seconde dérivée, centrée,

952

Vv . .
e pour — la dérivée centrée

oS

On définit I'opérateur Mpg par I'expression:

Vi -Vl 1 5 Vi + Ve, 2V

Mpg =1V —rS; SAS 50 i (A5

¢) L’équation de Black et Scholes discrétisée par différentes méthodes s’écrit :

e par la méthode d’Euler explicite

v — Vn—l
ZT; = MgS(VYiEh ig—lv ‘/zn)a

e par la méthode d’Euler implicite :

‘/in _ V*in—l

-1
A Mbs

e par la méthode de Crank-Nicolson implicite:

At

2.2 Travail a faire

1 n— n
= g(Mssl + Mgg).
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1. Montrer les condition aux limites:

{ V(0,t) = (F — K)e (T

V(Lt)=L—Ke T (132)

2. Discrétiser les conditions aux limites et les conditions initiales.

3. Appliquer la méthode implicite de Crank-Nicolson et montrer qu’on peut réécrire cette équa-
tion sous la forme :
-1 -1 -1
BV 4 DR+ AV = KT (133)
4. Préciser A;, D;, B;, K et écrire I’équation sous la forme matricielle.
5. Appliquer I'algorithme de Thomas et trouver la solution.

6. Visualiser les solutions pour ¢t = 0, %, %, %, T.

7. Utiliser les différences finies pour évaluer les grecques A = g—‘s/ et I' = % dans un point S.
Utilisez les valeurs suivantes:

L=20, T=05, S;t=71
r=0.1, 0=0.5
N =100, At=10"2

PARTIE III. SIMULATION MONTE CARLO.

On suppose que Dactif sousjacent S est un processus stochastique S(t), t € [0,T] qui vérifie
I’équation différentielle stochastique suivante:

dS, = rSdt + oSdW (t), S(0) = S, (134)

ou (r,0) sont les mémes parameétres que dans 'EDP de Black-Scholes et ou W (t) est un mou-
vement brownien sur [0, 7).
La solution de cette équation est définie par:

S(t) = S(0) exp < <r - C’;) t4 JW(t))

Alors le prix d’une option européenne au moment de temps ¢t = 0 de fonction de payoff A(S) est

donné par
' V(S0,0) = e "TE[A(S(T))/S(t = 0) = So] (135)
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La valeur finale de S(T") est définit par
2
S(T) = S(0) exp < <r - %) T + oV TN(0, 1)> ,

ot N(0,1) est le nombre qui suit la loi normale centré réduite et Pexpression 7TN(0,1) remplace
W(T).

1) Finalement on peut estimer le prix de I’option par la moyenne empirique suivante (sauf Projet
12):

V(So,0) e NZN:IC [A (5(0) exp ( <7’ - J—2> T + oVTN®(0, 1)))] (136)

" Nuo & 2
2) Delta d’une option européenne
_ OV V(S+h)-V(S)
- 08 h

au moment de temps £ = 0 est donné par

A

A(S™(T)) — A(S(T))

A(S0,0) = e " E| - ] (137)

ot évolution de Pactif S"(¢) commence de Sy + h:
o2
S™(t) = (S(0) + h) exp < (r — 7) t+ 0W(t)>
et h est un petit nombre.
3) Gamma d’une option européenne
r_ 0’V V(S+h)—2V(S)+V(S—h)

- 082 h?

au moment ¢t = 0 est donné par
A(SM(T)) — 2A(S(T)) + A(S™2(T

h2

ot évolution de I’actif S () commence de Sy + h:

SM (1) = (S(0) + h) exp ( <r — %2> t+ JW(t)> ;

I’évolution de 'actif $2(¢) commence de Sy — h:

Sh2(1) = (S(0) — h) exp ( <r — %2> t+ aW(t)> :

4) Evaluation des grecques par le calcul de Malliavin.
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La méthode développée la premiére fois par Fournié permet d’écrire les sensibilités sous la forme
d’une espérance.

A(S0,0) = e "TE[A(S(T))wal
I'(Sp,0) = e_’"TE[A(S(T))wp]

ou les poids wa et wr ne dépendent pas du payoff de "option.

WA = WT

A_S()UT

1 W2 1
wr=groror ~Wr=3)

Ici W est la derniére coordonné du mouvement Brownien.

Travail a faire

1. Calculer par simulation une estimation de V' (Sp,0). Pour cela on n’a besoin que la valeur
finale S(T'). Donc vous allez simuler un grand nombre  (Np;¢) de nombres N(0,1) qui
suivent la loi normale centré réduite. Ensuite il ne reste qu’a calculer la moyenne empirique
de A(S(T)) par la formule (2I1))

2. Calculer par simulation une estimation de A(Sp,0). Pour cela vous simulez aussi un grand
nombre  (Np;¢) de nombres N(0,1) qui suivent la loi normale centré réduite. ~ Pour
chaque couple S(T) et S"(T) on utilise le méme nombre N(0,1) Ensuite on évalue
la moyenne empirique de

A(SM(T)) — A(S(T))
h

3. Calculer de fagon similaire par simulation une estimation I'(Sp,0).

4. Essayer de calculer de fagon similaire par simulation une estimation ©(Sy,0).

5. Effectuer ces calculs avec les mémes données que dans la partie 2, pour différentes
valeurs initiales de ’actif: Sy =0,0.2,0.4,...,20 et en prenant N;;c = 100, 1000, 10000.
Réaliser les graphes de Sy — V(S0,0), Sy — A(Sp,0), Sy — I'(Sy,0), Sp —
6(507 0)

6. Calculer par simulation une estimation de A(Sp,0) par le calcul de Malliavin. Pour cela
vous simulez aussi un grand nombre  (Npr¢) de nombres N(0, 1) qui suivent la loi normale
centré réduite. Pour chaque couple S(T') et Wr on utilise le méme nombre N(0,1)
Ensuite on évalue la moyenne empirique de

. 1%
TSI g 7]

1 W%_W 1

«TTIAS (D)) g T -]

oT o
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PARTIE IV. ESTIMATION DE VOLATILITE o

L’actif sousjacent S est un processus stochastique S(t), ¢t € [0,T] qui vérifie ’équation différen-
tielle stochastique suivante:

dSt = T’Stdt + O'Stth, S(t = 0) = S() (139)

On note o la volatilité de l’action, r le drift (r = pu dans le monde de risk - neutre). La solution
de cette équation est donnée par la formule:
o2
S(t) = Spexp((r — 7)15 +oW(t))

On définit sur lintervalle [0, 7] une grille de points
t; =iAt, i=0,...,n

Alors pour tout ¢ on a, en notant S; = S(¢;)

2
Siv1 = S exp((r — %) At + VAtoN(0,1))

Il s’ensuit que les variables aléatoires

. o2
Ui=lIn (51(:5—2)1)) =(r— 7)At +VAtoN(0,1)

suivent la loi normale de moyenne

o2
E[U;] = (r — 7)At (140)
et de variance
Var[U] = 0?At. (141)

Donc on a une estimation pour la volatilité

Supposons que nous connaissons les valeurs de 'actif S entre les dates tg et t,

S(to), S(tl), ey S(tn)

S(t;)
S(ti—1)

en déduire une estimation de la moyenne et la variance des U;:

On peut alors calculer les valeurs U; = In < > aux instants de temps correspondants et

E[Ui]:%ZUi, VarlU;] = ! > (Ui —a)’
=1
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On peut maintenant estimer le paramétre inconnu o & partir de la relation pour Var[U;] ci-

dessus:
estime Var [Ul]

o =\/—

At
soit

n

time 1 1 1
A\ Feires P B O BLER

i=1

Travail a faire

1. Simuler I’évolution de 'action. Estimer sa volatilité et comparer avec la valeur exacte o.
2. Verifier que la valeur de la volatilité estimée tombe bien avec la probabilité 95% dans I'intervalle:

1.96 O.estime

VoM

— O_emacte c [O_estzme

3. écrire en VBA une macro pour EXCEL qui permet d’estimer la volatilité & partir des données
historiques contenues dans une colonne de fichier EXCEL.

PARTIE V. INTERFACE GRAPHIQUE

L’objectif de cette partie est de réaliser en VB.Net une interface graphique qui permet de
paramétrer et réaliser les différents calculs prévus dans ce projet. L’interface doit répondre aux
spécifications suivantes:

1. L’interface doit disposer de trois zones distinctes: "Paramétres du modeéle", "Paramétres de
calculs", "Parameétres pour les simulations MC".

2. La zone "Paramétres du modéle" doit contenir trois champs de saisie:

o Echéance T

e Taux sans risque r
Volatilité o

e S0

3. Le champs o doit pouvoir étre renseigné soit par saisie d’une valeur soit & 1’aide de bouton
"Estimer la volatilité". Ce dernier doit déclencher l'estimation de la volatilité & partir des
données historiques contenues dans un fichier excel.

4. La zone "Paramétres de calculs" doit contenir les champs de saisie:
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pas temporel dt

pas spatial dS

limite spatiale L

e Nombre de chemins pour les simulations Monte Carlo
Un bouton doit ensuite permettre de choisir la méthode de calcul entre "Différences finies"
et "Monte Carlo". Le bouton "Calculer la solution" doit lancer ’exécutable de calcul corre-

spondant avec les bons paramétres. L’exécutable doit stocker les données de la solution dans
un fichier texte.

. Pour la consultation des résultats de ce calcul 'interface doit proposer de saisir un Sy et
afficher (un bouton a prévoir) dans un champs a coté la valeur V(.Sp,0).

. Un bouton doit également permettre d’appeler une interface d’affichage graphique (Scilab ou
gnuplot) pour visualiser les graphiques.

PARTIE VI. COMPARAISON DES RESULTATS

. Tracez la fonction V(S,0), solution analytique, d’aprés la formule donnée dans 1’énonceé et la
comparez avec les solutions numériques obtenues dans les parties I et II.

Appliquez I’approximation suivante de la fonction N (x)

1 — N'(z)(a1k + agk?® + azk® + agk* + ask®) si x>0
N(x) = .
1—N(—zx) sioz<0
ou 1w 1
N'(z) = e_%, K=
(@) V2T 14~z

Les coefficients sont: v = 0.2316419, a; = 0.319381530, as = —0.356563782, a3 = 1.781477937,a4 =
—1.821255978, a5 = 1.330274429

. Sur toute la grille de calcul de la solution numeérique de 'EDP (partie II) évaluer

max [V;" = V/(Si,t5)|

)

. Calculer les grecques. Comparer les Grecques numériques aux valeurs exactes calculées a
partir de la formule de Black et Scholes.
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12 PROJET 12

Résolution numérique de I’équation de Black et Scholes pour une
option Barriére "Down-and-out Call"

Le but du Projet 12 est 1’évaluation numérique et analytique du prix d’une option
Barriére "Down-and-out Call".

Une option & barriére est caracterisée par une condition sur son existence. "Down-and-out"
option termine son existence si le prix d'une action S(t) tombe au-dessous d’un prix barriere B. A
S = B le prix de call est nul.

v OV 1 5,0V
E—T‘V‘FT‘S%—FaO'S W_O’ B<S

(142)
V(B,t) =0

V(S,t =T) = A(S) = maz(S — K,0)

Cette équation permet de trouver le prix V(S,t) de Poption d’achat (ou call) d’une action qui
vaut initialement S et qu’on pourra vendre au prix K dans un temps ultérieur 7. V(0, S) est le prix
au temps t = 0 d’option d’achat de prix d’exercice K a I’échéance T' > 0 & condition que S(t) > B.
On note o la volatilité de ’action, r le taux d’intérét.

On étudie également le probléme d’évaluation des grecques, définis par les expressions:

oV 0’V oV
A=%5 =33 =%

PARTIE I. SOLUTION ANALYTIQUE.

Etudions le cas K > B.

1. Effectuer le changement de variables suivant

<S>

r=In{—= S = Be”

2 B < {t—T—E
r=2(T-1) =

Notons
0.2
o) = VIS@LH) & VIS =u(el®)7(0) = (m(5). 5T -0)

Montrer que aprés ce changement de variables ’équation devient:

v 0%

0
E:WJF(/g_n—”—/W(T,a;):o (143)

ox

Préciser la constante k.
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2. Changement d’inconnue. On souhaite éliminer dans cette équation les termes v, et v.
Pour cela on cherchera v(x, 7) sous la forme:

v(x,T) = eam+57u(az,7)

Choisir les constantes « et S de telle sorte que I'équation différentielle pour u(z,7) soit la
suivante:

Ur = Ugg, x>0, 7€]0,T] (144)

3. Nouvelles conditions initiale et aux limites.

Montrer que u(z, ) vérifie les conditions initiale et aux limites suivantes

Préciser la fonction g(x).
4. On obtient ainsi un probléme pour I’équation de chaleur sur un demi-axe:

Ur = Uy, x>0, 7 €]0,T]
u(z,0) = g(z), >0
u(0,7) =0, 7 €1[0,T]

La solution de ce probléme peut s’écrire & 'aide de la fonction de Green pour I’équation de
chaleur sur le demi-axe

+oo
u(a,t) = / k(.. )g(y)dy
0

ou k(z,y,t) est la fonction de Green du probléme définie comme suit:

) -y (z+y)?

e 4t —e 4t
VAt

k(x,y,t) =

En utilisant cette représentation, évaluer la solution w(z,t) a partir de la condition initiale
9(x).
5. En faisant les changements de variables inverses montrer que ’on peut présenter le prix de
I’option down-at-out comme suit:
V(Sa t) = ‘/Call(Sa t) - ‘/1(57 t)
ou
In(S/K) + (r £ 0%/2)(T —t)

‘/;a t7S =SN(dy) - K _T(T_t)Nd s d =
u(t, S) (d1) e (d2), di2 T
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est le prix d’une option d’achat européenne et oul

1 2r
_(5\ 2 B2
Vi(S,t) = <§> Veall <§,t>

Calculer les grecques.

PARTIE II. RESOLUTION NUMERIQUE DE L’EQUATION DE BS.

a) Discrétisons les variables: spatiale et temporelle:
X S() = O, Sw -'-SN-i-l = L.
t: t0=0,..t7, M =T

Donc

i=0,1,2,..N +1
n=0,1,2,..M +1
L T
- — 145
As N +1’ At M+1 (145)
V(tn,Si)EVin

b) Pour discrétiser I'équation (1) on utilise:

v
e pour — la dérivée retrograde,

ot
2

—oo la seconde dérivée, centrée,

0S8

e pour

Vv . .
e pour — la dérivée centrée

0S8

On définit 'opérateur M54 par 'expression:

Mg = v — s i Vit L s g Vil + V2, — 2V

9AS 27 i (AS)?

¢) L’équation de Black et Scholes discrétisée par différentes méthodes s’écrit :

e par la méthode d’Euler explicite

vn Vn—l
ZTL‘Z = Mps(Vi%y, Vi, Vi),
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e par la méthode d’Euler implicite :

V-V

-1
A Mbs

e par la méthode de Crank-Nicolson implicite:

V*in _ ‘/in—l
At

2.2 Travail a faire

1 _
= §(Mgsl + MEgg)-

1. Montrer les condition aux limites:

{ V(B,t)
V(L,t)

., S<B

0
I — KeT(T-1) (146)

2. Discrétiser les conditions aux limites et les conditions initiales.

3. Appliquer la méthode implicite d’Euler et montrer qu’on peut reécrire cette équation sous la
forme :

-1 -1 1
BV '+ DV + AV = K (147)
4. Préciser A;, D;, B;, KT et écrire 'équation sous la forme matricielle.

5. Appliquer l'algorithme de Thomas et trouver la solution.

6. Visualiser les solutions pour t = 0, %, %, %, T.

7. Utiliser les différences finies pour évaluer les grecques A = g—‘g et I' = ?;T‘Q/ dans un point S.

Utilisez les valeurs suivantes:

L=20, T=05
K=10, r=0.1, B=6, ¢=0.5
N =100, At=10"2

PARTIE III. SIMULATION MONTE CARLO.

On suppose que 'actif sousjacent S est un processus stochastique S(t), t € [0,7] qui vérifie
I’équation différentielle stochastique suivante:

dS, = rSdt + oSdW (t), S(0) = S, (148)
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ou (r,0) sont les mémes parameétres que dans 'EDP de Black-Scholes et ou W (t) est un mou-
vement brownien sur [0, 7.
La solution de cette équation est définie par:

st =0 (r2) e+ owi0)

Alors le prix d’une option européenne au moment de temps ¢t = 0 de fonction de payoff A(S) est
donné par

V(S0,0) = e "TE[A(S(T))/S(t = 0) = S (149)
La valeur finale de S(T") est définit par

S(T) = S(0) exp < <r - %2> T + ovVTN(0, 1)) ,

ott N(0,1) est le nombre qui suit la loi normale centré réduite et 'expression +/TN(0,1) remplace
W(T).

1) Finalement on peut estimer le prix de ’option par la moyenne empirique suivante (sauf Projet
12):

V(Sp,0) = ]eV_TT NEN:IC [A (S(O) exp ( <r - %2> T + ovVTN®) (0, 1)>>] (150)

MC =1
2) Delta d’une option européenne

OV V(S+h) - V(S)

A=35 " 7

au moment de temps £ = 0 est donné par

A(S™(T)) — A(S(T))

A(S0,0) = e "TE| - ] (151)

ot évolution de Pactif S"(¢) commence de So + h:
o2
S™(t) = (S(0) + h) exp < (r - 7) t+ 0W(t)>
et h est un petit nombre.
3)Gamma d’une option européenne
r_ 0’V V(S+h)—2V(S)+ V(S —h)

- 082 h?

au moment ¢t = 0 est donné par
A(SM(T)) — 2A(S(T)) + A(S™2(T
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ot 'évolution de P’actif S () commence de Sy + h:

2

S™M(t) = (S(0) + h) exp ( <r . %) t+ aW(t)> ,

I'évolution de lactif S"2(t) commence de Sy — h:

Sh2 (1) = (S(0) — h) exp ( <r - %2> t+ aW(t)> ,

4) Evaluation des grecques par le calcul de Malliavin.
La méthode développée la premiére fois par Fournié permet d’écrire les sensibilités sous la forme
d’une espérance.

A(Sp,0) = e "TE[A(S(T))wa
(S0, 0) = e " E[A(S(T))wr]

ou les poids wa et wr ne dépendent pas du payoff de 'option.

WA = Wr
A_SodT
1 W2 1
= T W — =
wr SgO'T(O'T T 0)

Ici W est la derniére coordonné du mouvement Brownien.

Travail a faire

Le prix de 'option dépand du chemin d’évolution de l’actif sous-jacent. On ne peut donc pas
utiliser la formule ([2I1]) et on doit simuler chaque chemin d’évolution de ’actif sous-jacent.

1. On choisit la méme discrétisation 0 = tg < t1 < ...tap+1 = T de lintervalle [0,7] que dans
la partie 2. Simuler un grand nombre Njyc de chemins de actif sous-jacent {Sy,(t;)} X sur
intervalle [0,T]. Chaque chemin est ainsi une suite Sk(¢;), i =0,...M +1, k=1... Nyc.

2. Soit Sy le prix de actif S au moment de départ de 'option (& t = 0). Evaluer chaque k le
chemin de I'actif sous-jacent {Sy(t;)}2 ¢!, ayant pour condition initiale Sp.

g

S(tiz1) = S(t;) exp < <r - ;) At 4 oV AN (0, 1))

Vérifier a chaque instant ¢; si S(¢;+1) touche la Barriére B. Si
S(tiv1) > B

on arréte le chemin et on donne la valeur zero au prix de ’option. Pour ce chemin
donc A(Sk(T)) =0
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3. Soient Si(T), k = 1,..., Ny les valeurs finales de l'actif obtenues sur tous les chemins
simulés. Calculer la moyenne empirique de A(Sk(T)), k = 1,...,Nyc et en déduire une
estimation du prix de 'option par la formule (2I0).

4. Calculer par simulation une estimation de Delta A(Sp,0). Pour cela vous simulez aussi un
grand nombre  (Npr¢ - M) de nombres N(0,1) qui suivent la loi normale centré réduite.
Pour chaque couple S(t;) et S"(t;) on utilise le méme nombre N®(0,1) Ensuite
on évalue la moyenne empirique de

A(S"(T)) — A(S(T))
h

tenant compte que S(t;41) doit étre plus petit que B.
5. Calculer de fagon similaire par simulation une estimation de Gamma I'(Sp, 0).
6. Essayer de calculer de fagon similaire par simulation une estimation de Theta ©(.Sp,0).

7. Effectuer ces calculs avec les mémes données que dans la partie 2, pour différentes
valeurs initiales de ’actif: Sy =0,0.2,0.4,...,20 et en prenant Ny;c = 100, 1000, 10000.
Réaliser les graphes de Sy — V(S0,0), Sy — A(Sp,0), Sy — I'(Sy,0), Sp —
6(507 0)

8. Effectuer ces calculs avec les mémes données que dans la partie 2, pour différentes valeurs
initiales de l'actif: Sy = 0,0.2,0.4,...,20 et en prenant Ny;c = 100, 1000, 10000. Reéaliser le
graphe de Sy — V(Sp,0).

9. Calculer par simulation une estimation de A(Sp,0) par le calcul de Malliavin. Pour cela vous
simulez aussi un grand nombre  (Nj;¢) de nombres N(0, 1) qui suivent la loi normale centré
réduite.  On simule en paralléle les trajectoires completes de S(t;) et W(t;). Ensuite
on utilise les couples S(T') et W de chaque trajectoire qui ne touche pas la Barriére et on
évalue la moyenne empirique de

. Wr
TIMST) g
. 1 W? 1
TTINSD) gz r (o —Wr =]

PARTIE IV. ESTIMATION DE VOLATILITE o

L’actif sousjacent S est un processus stochastique S(t), t € [0,T] qui vérifie I’équation différen-
tielle stochastique suivante:

dSt = T’Stdt + O'Stth, S(t = 0) = S() (153)

98



On note o la volatilité de l’action, r le drift (r = pu dans le monde de risk - neutre). La solution
de cette équation est donnée par la formule:

S(t) = Soexp((r — %2)15 +oW(t))

On définit sur lintervalle [0, 7] une grille de points
ti=iAt, i=0,...,n

Alors pour tout 7 on a, en notant S; = S(t;)

2
Siv1 = Sy exp((r — %) At + VAtoN(0,1))

Il s’ensuit que les variables aléatoires

, o2
Ui=In (Sft(f_z)l)> =(r— E)At +VAtoN(0,1)

suivent la loi normale de moyenne

o2

E[U;] = (r— 7)At (154)
et de variance
Var[U;] = o%At. (155)
Donc on a une estimation pour la volatilité
Var|Uj]
o =
At

Supposons que nous connaissons les valeurs de actif S entre les dates g et ¢,
S(t0)7 S(t1)7 E) S(tn)

S(t;)
S(ti—1)

en déduire une estimation de la moyenne et la variance des U;:

On peut alors calculer les valeurs U; = In < ) aux instants de temps correspondants et

1 1
ElU)] =~ Z Ui, VarlUi] = — Z(Ui —a)?
=1 =1
On peut maintenant estimer le paramétre inconnu o & partir de la relation pour Var[U;] ci-
dessus:
O_estime _ VaT[UZ]
At

soit

: 1, 1 ¢ 1 -
estime __ el 2 _ )2
7 N At(n—llzz;UZ n(n—l)(;Ul) )
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Travail a faire

1. Simuler I’évolution de ’action. Estimer sa volatilité et comparer avec la valeur exacte o.
2. Verifier que la valeur de la volatilité estimée tombe bien avec la probabilité 95% dans I'intervalle:

1.96 O.estime

VoM

exacte c [O_estime

]

g =0

3. écrire en VBA une macro pour EXCEL qui permet d’estimer la volatilité & partir des données
historiques contenues dans une colonne de fichier EXCEL.

PARTIE V. INTERFACE GRAPHIQUE

L’objectif de cette partie est de réaliser en VB.Net une interface graphique qui permet de
paramétrer et réaliser les différents calculs prévus dans ce projet. L’interface doit répondre aux
spécifications suivantes:

1. L’interface doit disposer de trois zones distinctes: "Paramétres du modeéle", "Paramétres de
calculs", "Parameétres pour les simulations MC".

2. La zone "Paramétres du modéle" doit contenir trois champs de saisie:

o Echéance T
e Taux sans risque r
e Volatilité o
[ ] SO
3. Le champs o doit pouvoir étre renseigné soit par saisie d’une valeur soit & 1’aide de bouton

"Estimer la volatilité". Ce dernier doit déclencher l'estimation de la volatilité & partir des
données historiques contenues dans un fichier excel.

4. La zone "Paramétres de calculs" doit contenir les champs de saisie:

e pas temporel dt

e pas spatial dS

e limite spatiale L

e Nombre de chemins pour les simulations Monte Carlo
Un bouton doit ensuite permettre de choisir la méthode de calcul entre "Différences finies"
et "Monte Carlo". Le bouton "Calculer la solution" doit lancer ’exécutable de calcul corre-

spondant avec les bons parameétres. L’exécutable doit stocker les données de la solution dans
un fichier texte.
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. Pour la consultation des résultats de ce calcul l'interface doit proposer de saisir un Sy et
afficher (un bouton a prévoir) dans un champs a coté la valeur V(Sp,0).

. Un bouton doit également permettre d’appeler une interface d’affichage graphique (Scilab ou
gnuplot) pour visualiser les graphiques.

PARTIE VI. COMPARAISON DES RESULTATS

. Tracez la fonction V(S,0), solution analytique, d’aprés la formule donnée dans 1’énonceé et la
comparez avec les solutions numériques obtenues dans les parties I et II.

Appliquez I’approximation suivante de la fonction N (x)

N(z) = 1 — N'(x)(a1k + agk? + agk® + agk* + azkd) si x>0
Y7 1- N(-2) six<0
ou 1 ) 1
N'(z) = e_%, K=
(@) V2t 14+~

Les coefficients sont: v = 0.2316419, a; = 0.319381530, as = —0.356563782, a3 = 1.781477937,a4 =
—1.821255978, a5 = 1.330274429

. Sur toute la grille de calcul de la solution numérique de I’'EDP (partie II) évaluer

max [V;" = V/(Si, t5)|

)

. Calculer les grecques. Comparer les Grecques numériques aux valeurs exactes calculées a
partir de la formule de Black et Scholes.
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13 PROJET 13

Résolution numérique de I’équation de Black et Scholes pour une
option de Package: Pay-later.

Le but du Projet 13 est I’évaluation numeérique et analytique du prix d’une option
"Pay-later".

L’équation de Black et Scholes avec la condition finale s’écrit sous la forme:

ov V1,0V
V(S,t=T)=A(S)=maz(S — K,0) - YH(S - K)

L’équation permet de trouver le prix V(.S,t) de 'option composée d’un contrat d’achat (ou call),
d’un contrat d’achat binaire. Une action qui vaut initialement Sy on pourra acheter au prix K dans
un temps ultérieur 7. V(0,S) est le prix au temps ¢ = 0 de option composée. On note o la
volatilité de I'action, r le taux d’intérét.

On étudie également le probleme d’évaluation des grecques, définis par les expressions:

ov B 0*V

oV
A=g5 T=352 9= %

PARTIE I. SOLUTION ANALYTIQUE.

On choisit Y de sorte que que le prix de l'option soit nul & ¢ = 0 pour une valeur particuliére,
fixe de Sp = S§:
Alors

V(0,S5)=0 = Y =S’ N(dy)/N(dy) — K

Ici S est une valeur particuliére, fixe.
Montrer que la solution analytique de I’équation de Black et Scholes ci-dessus est:

V(S,t) = SN(dy) — (K + Y)e "T=YN(dy)

_ In(S/K)+ (r£02/2)(T — 1)

dr o =
1,2 oI —t
- In(S5/K) + (r £0%/2)T
dio =

’ ovT

Elle sera utilisée pour vérifier la précision des calculs et déduire les conditions aux limites pour
le schéma aux différences finies.
Calculer les grecques.
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PARTIE II. RESOLUTION NUMERIQUE DE L’EQUATION DE BS.

2.1 Discrétisation de I’équation de BS.

a) Discrétisons les variables: spatiale et temporelle:
X S() = O, Sw -'-SN-i-l = L.
t: t0=0,..t7, M =T

Donc

1=0,1,2,..N +1
n=20,1,2,..M+1

L T
A = —— A:
S N+1’ ! M+1
V(tTL?Si)EVin

b) Pour discrétiser I'équation (1) on utilise:

ov :
e pour —— la dérivée retrograde,

ot
2
e pour —— la seconde dérivée, centrée,

085?

v
e pour — la dérivée centrée

oS

On définit I'opérateur Mpg par I'expression:

Mg =1V —rS; Vi =V o1 252‘/;.114-‘/7;711_2‘/;71

2AS 27 7 (AS)2

¢) L’équation de Black et Scholes discrétisée par différentes méthodes s’écrit :

e par la méthode d’Euler explicite

V an

At - MBS(Vn 1 z+1v Vn)
e par la méthode d’Euler implicite :

-1
At Mbs
e par la méthode de Crank-Nicolson implicite:

At (Mgs +MBS)
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2.2 Travail a faire

1. Montrer les condition aux limites:

{ V(0,t)

=0
V(L,t) = L — (K +Y)e—"(T= (158)

2. Discrétiser les conditions aux limites et les conditions initiales.

3. Appliquer la méthode implicite de Crank-Nicolson et montrer qu’on peut reécrire cette équa-
tion sous la forme :
-1 -1 -1
BV "+ DV + AV = KT (159)

4. Préciser A;, D;, B;, K et écrire 'équation sous la forme matricielle.

5. Appliquer l'algorithme de Thomas et trouver la solution.

TT3TT

6. Visualiser les solutions pour t =0, 3, 5, -,

7. Imposer en S = 0 la conditions aux limites de Neumann

v
S50 =0,

discrétiser cette condition et résoudre ’équation de Black et Scholes avec nouvelles conditions
aux limites.

8. Utiliser les différences finies pour évaluer les grecques A = g—‘é et I' = %‘g dans un point S.

Utilisez les valeurs suivantes:

L=20, T=05 S;=15
K=10, r=0.1, 0=05
N =100, At=10"2

PARTIE III. SIMULATION MONTE CARLO.
On suppose que 'actif sousjacent S est un processus stochastique S(t), t € [0,7] qui vérifie

I’équation différentielle stochastique suivante:

dS, = rSdt + oSdW (t), S(0) = S, (160)

ou (r,0) sont les mémes parameétres que dans 'EDP de Black-Scholes et ou W (t) est un mou-
vement brownien sur [0, 7).
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La solution de cette équation est définie par:

S(t) = S(0) exp < <r - %2> t4 JW(t)>

Alors le prix d’une option européenne au moment de temps ¢t = 0 de fonction de payoff A(S) est

donné par
' V(S0,0) = e "TE[A(S(T))/S(t = 0) = So] (161)

La valeur finale de S(T') est définit par

2
S(T) = S(0) exp < <r - %) T + oVTN(0, 1)> ,
ot N(0,1) est le nombre qui suit la loi normale centré réduite et Pexpression 7TN(0,1) remplace
W(T).
1) Finalement on peut estimer le prix de ’option par la moyenne empirique suivante (sauf Projet
12):

V(So,0) e NEN:IC [A (5(0) exp ( <7’ - ";) T + oVTN®)(0, 1)>>] (162)

~ Nuc Pt
2) Delta d’une option européenne
B 8_V V(S+h)—V(S)
K h

au moment de temps ¢t = 0 est donné par

A

A(S"(T)) = A(S(T))

A(S0,0) = e " E] - ] (163)

ot 'évolution de Pactif S"(¢) commence de Sy + h:
o2
S™(t) = (S(0) + h) exp < (r - 7) t+ 0W(t)>
et h est un petit nombre.
3) Gamma d’une option européenne
r_ 0’V V(S+h)—2V(S)+V(S—h)

- 082 h?

au moment ¢t = 0 est donné par
A(SM(T)) — 2A(S(T)) + A(Sh2(T
F(50,0) — e T A" T ~ 2M(S(T) + A(S™(T), 6

h2

ot évolution de P’actif S () commence de Sy + h:
o2
5™ (t) = (S(0) + h) exp < <7’ — 7) t+ 0W(t)> :
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I'évolution de lactif S"2(t) commence de Sy — h:

Sh2(1) = (S(0) — h) exp ( <r — %2> t+ JW(L‘)> ;

4) Evaluation des grecques par le calcul de Malliavin.
La méthode développée la premiére fois par Fournié permet d’écrire les sensibilités sous la forme

d’une espérance.
A(S0,0) = e "TE[A(S(T))wal

I'(Sp,0) = e "TE[A(S(T))wr]

ou les poids wa et wr ne dépendent pas du payoff de "option.

WA = WT

A_S()UT

1 W2 1
wr=groror ~Wr=35)

Ici Wy est la derniére coordonné du mouvement Brownien.

Travail a faire

1. Calculer par simulation une estimation de V' (Sp,0). Pour cela on n’a besoin que la valeur
finale S(7'). Donc vous allez simuler un grand nombre (Npc) de nombres N(0,1) qui
suivent la loi normale centré réduite. Ensuite il ne reste qu’a calculer la moyenne empirique
de A(S(T)) par la formule (211))

2. Calculer par simulation une estimation de A(Sp,0). Pour cela vous simulez aussi un grand
nombre  (Npr¢) de nombres N(0,1) qui suivent la loi normale centré réduite.  Pour
chaque couple S(T) et S"(T) on utilise le méme nombre N(0,1) Ensuite on évalue
la moyenne empirique de

A(S™(T)) — A(S(T))
h

3. Calculer de fagon similaire par simulation une estimation I'(Sp,0).
4. Essayer de calculer de fagon similaire par simulation une estimation ©(Sp,0).

5. Effectuer ces calculs avec les mémes données que dans la partie 2, pour différentes
valeurs initiales de ’actif: Sy =0,0.2,0.4,...,20 et en prenant N;c = 100, 1000, 10000.
Réaliser les graphes de Sy — V(S0,0), Syo — A(Sp,0), Sy — I'(Sy,0), Sp —
6(507 0)
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6. Calculer par simulation une estimation de A(Sp,0) par le calcul de Malliavin. Pour cela
vous simulez aussi un grand nombre  (Npr¢) de nombres N(0, 1) qui suivent la loi normale
centré réduite. Pour chaque couple S(T') et Wr on utilise le méme nombre N(0,1)
Ensuite on évalue la moyenne empirique de

r Wr
TINS5 7]
1 Wi 1

e""T[A(S(T))SgUT(ﬁ Wr — ;]

PARTIE IV. ESTIMATION DE VOLATILITE o

L’actif sousjacent S est un processus stochastique S(t), t € [0,T] qui vérifie I’équation différen-
tielle stochastique suivante:

dSt = TStdt + O'Stth, S(t = O) = S() (165)

On note o la volatilité de l’action, r le drift (r = p dans le monde de risk - neutre). La solution
de cette équation est donnée par la formule:

2
S(t) = Soexp((r — %)t + oW (1))

On définit sur lintervalle [0, 7] une grille de points
t; =iAt, i =0,...,n
Alors pour tout 4 on a, en notant S; = S(t;)
2
Sit1 = S;exp((r — %) At +VAtoN(0,1))

Il s’ensuit que les variables aléatoires

. o2
Ui=In (51(:5—2)1)) =(r— 7)At +VAtoN(0,1)

suivent la loi normale de moyenne

E[U;) = (r— 7)At (166)
et de variance
Var[U;] = o%At. (167)
Donc on a une estimation pour la volatilité
> Var|Uj]
B At
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Supposons que nous connaissons les valeurs de 'actif S entre les dates tg et t,
S(tO)a S(t1)7 ooy S(tn)

S(t;)
S(ti—1)

en déduire une estimation de la moyenne et la variance des U;:

On peut alors calculer les valeurs U; = In < > aux instants de temps correspondants et

n—1
i=1

1 1
ElU}] = — 2; U, VarlUi] = > (Ui —a)’
1=
On peut maintenant estimer le paramétre inconnu o & partir de la relation pour Var[U;] ci-
dessus:
Var[Ui]

At

O_estime —

soit

n

estime 1 1 1
7 - Kt(n—1ZUi2_m(ZUi)z)

=

Travail a faire

1. Simuler I’évolution de ’action. Estimer sa volatilité et comparer avec la valeur exacte o.
2. Verifier que la valeur de la volatilité estimée tombe bien avec la probabilité 95% dans I'intervalle:

1.96 O.estime

VoM

3. écrire en VBA une macro pour EXCEL qui permet d’estimer la volatilité a partir des données
historiques contenues dans une colonne de fichier EXCEL.

— O_emacte c [O_estzme

PARTIE V. INTERFACE GRAPHIQUE

L’objectif de cette partie est de réaliser en VB.Net une interface graphique qui permet de
paramétrer et réaliser les différents calculs prévus dans ce projet. L’interface doit répondre aux
spécifications suivantes:

1. L’interface doit disposer de trois zones distinctes: "Paramétres du modéle", "Paramétres de
calculs", "Parameétres pour les simulations MC".

2. La zone "Paramétres du modéle" doit contenir trois champs de saisie:

e Echéance T
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e Taux sans risque r
e Volatilité o
e SO

. Le champs o doit pouvoir étre renseigné soit par saisie d’une valeur soit a l’aide de bouton
"Estimer la volatilité". Ce dernier doit déclencher ’estimation de la volatilité & partir des
données historiques contenues dans un fichier excel.

. La zone "Parameétres de calculs" doit contenir les champs de saisie:

e pas temporel dt

e pas spatial dS

e limite spatiale L

e Nombre de chemins pour les simulations Monte Carlo
Un bouton doit ensuite permettre de choisir la méthode de calcul entre "Différences finies"
et "Monte Carlo". Le bouton "Calculer la solution" doit lancer ’exécutable de calcul corre-

spondant avec les bons parameétres. L’exécutable doit stocker les données de la solution dans
un fichier texte.

. Pour la consultation des résultats de ce calcul l'interface doit proposer de saisir un Sy et
afficher (un bouton a prévoir) dans un champs a coté la valeur V(Sp,0).

. Un bouton doit également permettre d’appeler une interface d’affichage graphique (Scilab ou
gnuplot) pour visualiser les graphiques.

PARTIE VI. COMPARAISON DES RESULTATS

. Tracez la fonction V(S,0), solution analytique, d’aprés la formule donnée dans 1’énonce et la
comparez avec les solutions numériques obtenues dans les parties I et II.

Appliquez I"approximation suivante de la fonction N (z)

N(z) = 1 — N'(x)(a1k + agk?® + azk® + agk* + ask®) si x>0
| 1= N(-2) si <0
ou 1 ) 1
N'(z) = e 7,

KR =
V2T 14~z

Les coefficients sont: v = 0.2316419, a; = 0.319381530, as = —0.356563782, a3 = 1.781477937,a4 =
—1.821255978, a5 = 1.330274429

. Sur toute la grille de calcul de la solution numérique de 'EDP (partie II) évaluer

max [V;" = V/(Si,t5)|

. Calculer les grecques. Comparer les Grecques numériques aux valeurs exactes calculées a
partir de la formule de Black et Scholes.

109



14 PROJET 14

Résolution numérique de I’équation de Black et Scholes pour une
option Power Symeétrique.

Le but du Projet 14 est est 1’évaluation numérique et analytique du prix d’achat
d’une option Power symétrique. Call

L’équation de Black et Scholes avec la condition finale s’écrit de la forme:
ov oV 1, ,0%V B
gr TV rrSeg T 57 e =0 (168)
V(S,t =T) = A(S) = (maz(0,(S — K)))?

Cette équation permet de trouver le prix V(S,t) de Poption d’achat (ou call) d’une action qui
vaut initialement S et qu’on pourra acheter au prix K dans un temps ultérieur 7. V(0,5) est le
prix au temps ¢t = 0 de call de prix d’exercice K a I’échéance T > 0, et d’actif S en £t = 0. On note
o la volatilité de l'action, r le taux d’intérét.

On étudie également le probleme d’évaluation des grecques, définis par les expressions:

2
ov a4 o ov

A:— F_— = —
28’ 952’ ot

PARTIE I. SOLUTION ANALYTIQUE.

Montrer que la solution analytique de I’équation de Black et Scholes ci-dessus est:
V(S,t) = S2 TNy + VT — t) + K(Ke " TN (dy) — 2SN (dy))

In(S/K) + (r £ 0%/2)(T —t)
ovT —1
Elle sera utilisée pour vérifier la précision des calculs et déduire les conditions aux limites pour

le schéma aux différences finies.
Calculer les grecques.

dio =

PARTIE II. RESOLUTION NUMERIQUE DE L’EQUATION DE BS.

2.1 Discrétisation de I’équation de BS.
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a) Discrétisons les variables: spatiale et temporelle:
X S() = O, Sw -'-SN-i-l = L.
t:t0=0,..t", M =T,

Donc
1=0,1,2,..N +1
n=0,1,2,.M+1
L T (169)
AS=—— At =
N+1’ M+1
V(tm S) = Vzn
b) Pour discrétiser 'équation (1) on utilise:
ov
e pour B la dérivée retrograde,
2
e pour 552 la seconde dérivée, centrée,
4 la dérivé tré
e pour — la dérivée centrée
POt Bs ¥
On définit 'opérateur M4 par 'expression:
MgS _ T’Vn _ T‘S-Vﬁ_l - ‘/Zril _ 10_252‘/;il + ‘/7,711 - 2‘/1”
=7V, phia Ll

2AS 2 (AS)?
¢) L’équation de Black et Scholes discrétisée par différentes méthodes s’écrit :

e par la méthode d’Euler explicite

v —ynt
= Mes(Vii Vi, Vi),
e par la méthode d’Euler implicite :
v —yrt .
A Mes

e par la méthode de Crank-Nicolson implicite:

Vv
At

2.2 Travail a faire

1 n— n
= g(MBSI + Mgg).

1. Montrer les condition aux limites:

{ V(0,t) =0

V(L,t) = L2e(@®+n)(T—t) _ 9K T, + K2e—7(T—1) (170)
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2. Discrétiser les conditions aux limites et les conditions initiales.

3. Appliquer la méthode implicite de Crank-Nicolson et montrer qu’on peut reécrire cette équa-
tion sous la forme :

-1 -1 -1
BV 4 DR+ AV = KT (71)
4. Preéciser A;, D;, B;, K et écrire I’équation sous la forme matricielle.

5. Appliquer l'algorithme de Thomas et trouver la solution.

6. Visualiser les solutions pour ¢t = 0, %, %, %, T.

7. Imposer en S = 0 la conditions aux limites de Neumann

ov
%(0, t) =0,

discrétiser cette condition et résoudre 1’équation de Black et Scholes avec nouvelles conditions

aux limites
8. Utiliser les différences finies pour évaluer les grecques A = g—‘s/ et I' = %‘g dans un point S.

Utilisez les valeurs suivantes:

L=20, T=05
K=10, r=0.1, 0 =05
N =100, At=10"2

PARTIE III. SIMULATION MONTE CARLO.

On suppose que 'actif sousjacent S est un processus stochastique S(t), t € [0,7] qui vérifie
I’équation différentielle stochastique suivante:

dS, = rSdt + oSdW (t), S(0) = S, (172)

ou (r,0) sont les mémes parameétres que dans 'EDP de Black-Scholes et ou W(t) est un mou-
vement brownien sur [0, 7).
La solution de cette équation est définie par:

S(t) = S(0) exp < <r - %2> t4 JW(t)>

Alors le prix d’une option européenne au moment de temps ¢t = 0 de fonction de payoff A(S) est

donné par
' V(S0,0) = e "TE[A(S(T))/S(t = 0) = So] (173)
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La valeur finale de S(T") est définit par
2
S(T) = S(0) exp < <r - %) T + oVTN(0, 1)> ,

ot N(0,1) est le nombre qui suit la loi normale centré réduite et Pexpression +7TN(0,1) remplace
W(T).

1) Finalement on peut estimer le prix de ’option par la moyenne empirique suivante (sauf Projet
12):

V (S, 0) e NEN:IC [A (5(0) exp ( <7’ - ";) T + ov/TN®) (0, 1)>>] (174)

Nue —
2) Delta d’une option européenne

OV V(S+h) - V(S)

A=35" 7

au moment de temps ¢t = 0 est donné par

A(S™(T)) — A(S(T))

A(S0,0) = e T E - ] (175)
ot évolution de Pactif S"(¢) commence de Sy + h:
o2
S™(t) = (S(0) + h) exp < <7‘ - 7) t+ aW(t)>
et h est un petit nombre.
3) Gamma d’une option européenne
r_ 0?’V  V(S+h)—2V(S)+V(S—h)
082 h?
au moment ¢ = 0 est donné par
hy _ ha

h2

ot évolution de P’actif S" () commence de Sy + h:

SM(t) = (S(0) 4 h) exp ( <r - ";) t+ aW(t)> ,

I'évolution de lactif S"2(t) commence de Sy — h:

S2(t) = (S(0) — h) exp ( <r - ";) t+ aW(t)> ,
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4) Evaluation des grecques par le calcul de Malliavin.
La méthode développée la premiére fois par Fournié permet d’écrire les sensibilités sous la forme

d’une espérance.
A(Sp,0) = e_’"TE[A(S(T))wA]

['(Sp,0) = e "TE[A(S(T))wr]

ou les poids wa et wr ne dépendent pas du payoff de 'option.

WA = Wr

A_SodT

1 W2 1
“r=ggorior ~ VTG

Ici W est la derniére coordonné du mouvement Brownien.

Travail a faire

1. Calculer par simulation une estimation de V' (Sp,0). Pour cela on n’a besoin que la valeur
finale S(T'). Donc vous allez simuler un grand nombre  (Np;¢) de nombres N(0,1) qui
suivent la loi normale centré réduite. Ensuite il ne reste qu’a calculer la moyenne empirique

de A(S(T)) par la formule (21T

2. Calculer par simulation une estimation de A(Sp,0). Pour cela vous simulez aussi un grand
nombre  (Np;¢) de nombres N(0,1) qui suivent la loi normale centré réduite.  Pour
chaque couple S(T) et S"(T) on utilise le méme nombre N(0,1) Ensuite on évalue
la moyenne empirique de

A(S™(T)) — A(S(T))
h

3. Calculer de fagon similaire par simulation une estimation I'(Sp, 0).

4. Essayer de calculer de fagon similaire par simulation une estimation ©(Sy,0).

5. Effectuer ces calculs avec les mémes données que dans la partie 2, pour différentes
valeurs initiales de ’actif: Sy = 0,0.2,0.4,...,20 et en prenant Ny;c = 100, 1000, 10000.
Réaliser les graphes de Sy — V(Sp,0), Sy — A(Sp,0), So — I'(Sp,0), Sy —
©(S0,0)

6. Calculer par simulation une estimation de A(Sp,0) par le calcul de Malliavin. Pour cela
vous simulez aussi un grand nombre (Np;¢) de nombres N(0, 1) qui suivent la loi normale
centré réduite. Pour chaque couple S(T') et W7 on utilise le méme nombre  N(0,1)
Ensuite on évalue la moyenne empirique de

AT g 5

1 W%_W 1

«TTIAS (D)) g T -]

oT o
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PARTIE IV. ESTIMATION DE VOLATILITE o

L’actif sousjacent S est un processus stochastique S(t), ¢t € [0,T] qui vérifie ’équation différen-
tielle stochastique suivante:

dSt = T’Stdt + O'Stth, S(t = 0) = S() (177)

On note o la volatilité de l’action, r le drift (r = pu dans le monde de risk - neutre). La solution
de cette équation est donnée par la formule:
o2
S(t) = Spexp((r — 7)15 +oW(t))

On définit sur lintervalle [0, 7] une grille de points
t; =iAt, i=0,...,n

Alors pour tout ¢ on a, en notant S; = S(¢;)

2
Siv1 = S exp((r — %) At + VAtoN(0,1))

Il s’ensuit que les variables aléatoires

. o2
Ui=lIn (51(:5—2)1)) =(r— 7)At +VAtoN(0,1)

suivent la loi normale de moyenne

o2
E[U;] = (r — 7)At (178)
et de variance
Var[U;] = o At. (179)

Donc on a une estimation pour la volatilité

Supposons que nous connaissons les valeurs de 'actif S entre les dates tg et t,

S(to), S(tl), ey S(tn)

S(t;)
S(ti—1)

en déduire une estimation de la moyenne et la variance des U;:

On peut alors calculer les valeurs U; = In < > aux instants de temps correspondants et

E[Ui]:%ZUi, VarlU;] = ! > (Ui —a)’
=1
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On peut maintenant estimer le paramétre inconnu o & partir de la relation pour Var[U;] ci-

dessus:
estime Var [Ul]

o =\/—

At
soit

n

time 1 1 1
A\ Feires P B O BLER

i=1

Travail a faire

1. Simuler I’évolution de 'action. Estimer sa volatilité et comparer avec la valeur exacte o.
2. Verifier que la valeur de la volatilité estimée tombe bien avec la probabilité 95% dans I'intervalle:

1.96 O.estime

VoM

— O_emacte c [O_estzme

3. écrire en VBA une macro pour EXCEL qui permet d’estimer la volatilité & partir des données
historiques contenues dans une colonne de fichier EXCEL.

PARTIE V. INTERFACE GRAPHIQUE

L’objectif de cette partie est de réaliser en VB.Net une interface graphique qui permet de
paramétrer et réaliser les différents calculs prévus dans ce projet. L’interface doit répondre aux
spécifications suivantes:

1. L’interface doit disposer de trois zones distinctes: "Paramétres du modeéle", "Paramétres de
calculs", "Parameétres pour les simulations MC".

2. La zone "Paramétres du modéle" doit contenir trois champs de saisie:

o Echéance T

e Taux sans risque r
Volatilité o

e 5

3. Le champs o doit pouvoir étre renseigné soit par saisie d’une valeur soit & 1’aide de bouton
"Estimer la volatilité". Ce dernier doit déclencher l'estimation de la volatilité & partir des
données historiques contenues dans un fichier excel.

4. La zone "Paramétres de calculs" doit contenir les champs de saisie:
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pas temporel dt

pas spatial dS

limite spatiale L

e Nombre de chemins pour les simulations Monte Carlo
Un bouton doit ensuite permettre de choisir la méthode de calcul entre "Différences finies"
et "Monte Carlo". Le bouton "Calculer la solution" doit lancer ’exécutable de calcul corre-

spondant avec les bons paramétres. L’exécutable doit stocker les données de la solution dans
un fichier texte.

. Pour la consultation des résultats de ce calcul 'interface doit proposer de saisir un Sy et
afficher (un bouton a prévoir) dans un champs a coté la valeur V(.Sp,0).

. Un bouton doit également permettre d’appeler une interface d’affichage graphique (Scilab ou
gnuplot) pour visualiser les graphiques.

PARTIE VI. COMPARAISON DES RESULTATS

. Tracez la fonction V(S,0), solution analytique, d’aprés la formule donnée dans 1’énonceé et la
comparez avec les solutions numériques obtenues dans les parties I et II.

Appliquez I’approximation suivante de la fonction N (x)

1 — N'(z)(a1k + agk?® + azk® + agk* + ask®) si x>0
N(x) = .
1—N(—zx) sioz<0
ou 1w 1
N'(z) = e_%, K=
(@) V2T 14~z

Les coefficients sont: v = 0.2316419, a; = 0.319381530, as = —0.356563782, a3 = 1.781477937,a4 =
—1.821255978, a5 = 1.330274429

. Sur toute la grille de calcul de la solution numeérique de 'EDP (partie II) évaluer

max [V;" = V/(Si,t5)|

)

. Calculer les grecques. Comparer les Grecques numériques aux valeurs exactes calculées a
partir de la formule de Black et Scholes.
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15 PROJET 15

Résolution numérique de I’équation de Black et Scholes pour une
option Power Symétrique. Put.

Le but du Projet 15 est est I’évaluation numérique et analytique du prix de vente
d’une option Power Symétrique.

L’équation de Black et Scholes avec la condition finale s’écrit de la forme:

v Jil% 1_2q20%V _

V(S,t =T) = A(S) = (maz(0,(K — 5)))?

Cette équation permet de trouver le prix V(S,¢) de Poption de vente (ou put) d’une action qui
vaut initialement S et qu’on pourra vendre au prix K dans un temps ultérieur 7. V' (0, 5) est le
prix au temps t = 0 de put de prix d’exercice K a I’échéance T > 0, et d’actif S en ¢t = 0. On note
o la volatilité de I'action, r le taux d’intérét.

On étudie également le probleme d’évaluation des grecques, définis par les expressions:

ov B 0*V

oV
A=g5 V=352 9= %

PARTIE I. SOLUTION ANALYTIQUE.

Montrer que la solution analytique de ’équation de Black et Scholes ci-dessus est:
V(S,t) = S2e @ TON(—(dy + ov/T — 1)) + K(Ke~ T N(=dy) — 2SN (—dy))

i — In(S/K) + (r +a%/2)(T —t)
oVT —t
dy = In(S/K) + (r —o?/2)(T —t)
oVT —t
Elle sera utilisée pour vérifier la précision des calculs et déduire les conditions aux limites pour

le schéma aux différences finies.
Calculer les grecques.

PARTIE II. RESOLUTION NUMERIQUE DE L’EQUATION DE BS.

2.1 Discrétisation de I’équation de BS.
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a) Discrétisons les variables: spatiale et temporelle:
X So = 0, Sz, ---SN—H = L.
t: t0=0,..t7, M =T

Donc

L T (181)
AS = —— At =
N+1’ M+1
V(tn7 SZ) = ‘/zn
b) Pour discrétiser 'équation (1) on utilise:
e pour e la dérivée retrograde,
2
e pour 552 la seconde dérivée, centrée,

Vv
e pour — la dérivée centrée

0S8

On définit 'opérateur M54 par 'expression:

Vi, -=Vvh, 1 | e VA A VA
M2 — n o __ i+1 2 2 Vi+1 i—1 i
bs =V =TSRG T o (AS)?

¢) L’équation de Black et Scholes discrétisée par différentes méthodes s’écrit :

e par la méthode d’Euler explicite

Ve =yt
A~ Mps(Vi1, Vi, Vi),
e par la méthode d’Euler implicite :
Vn _ Vn—l 1
A Mbs

e par la méthode de Crank-Nicolson implicite:

V-V
At

2.2 Travail a faire

(Mgs + Mgg).

1. Montrer les condition aux limites:

(182)



2. Discrétiser les conditions aux limites et les conditions initiales.

3. Appliquer la méthode implicite de Crank-Nicolson et montrer qu’on peut reécrire cette équa-
tion sous la forme :
BV 4 DR+ AV = KT (183)

4. Préciser A;, D;, B;, K et écrire I’équation sous la forme matricielle.

5. Appliquer l'algorithme de Thomas et trouver la solution.

TT3TT

6. Visualiser les solutions pour t =0, 3, 5, -,

7. Imposer en S = 0 la conditions & limite de Neumann

)%
%(Lvt) =0,

discrétiser cette condition et résoudre ’équation de Black et Scholes avec nouvelles conditions
aux limites:

{ 35 (0.0 :8 (184)

8. Utiliser les différences finies pour évaluer les grecques A = g—‘g et I' = g% dans un point S.

Utilisez les valeurs suivantes:

L=20, T=05
K=10, r=0.1, 0 =05
N =100, At=10"2

PARTIE III. SIMULATION MONTE CARLO.

On suppose que Dactif sousjacent S est un processus stochastique S(t), t € [0,T] qui vérifie
I’équation différentielle stochastique suivante:

dS; = rSdt + oSdW (t), S(0) = Sy (185)

ou (r,0) sont les mémes parameétres que dans 'EDP de Black-Scholes et on W(t) est un mou-
vement brownien sur [0, 7).
La solution de cette équation est définie par:

2

S(t) = S(0) exp < <r - %) t+ aW(t))
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Alors le prix d’une option européenne au moment de temps ¢t = 0 de fonction de payoff A(S) est
donné par
V (S0, 0) = e E[A(S(T))/S(t = 0) = So] (186)

La valeur finale de S(T') est définit par
2
S(T) = S(0) exp < <r - %) T + ov/TN(0, 1)) ,

ot N(0,1) est le nombre qui suit la loi normale centré réduite et Pexpression 7TN(0,1) remplace
W(T).

1) Finalement on peut estimer le prix de I’option par la moyenne empirique suivante (sauf Projet
12):

V (S, 0) e NEN:IC [A (5(0) exp ( <7’ - ";) T + ov/TN®) (0, 1)>>] (187)

~ Nuc pt
2) Delta d’une option européenne
B 8_V V(S+h)—V(S)
08 h

au moment de temps ¢t = 0 est donné par

A

A(S™(T)) — A(S(T))

A(S0,0) = e T E - ] (188)
ot évolution de Pactif S"(¢) commence de So + h:
o2
S™(t) = (S(0) + h) exp < (7‘ - 7) t+ aW(t)>
et h est un petit nombre.
3) Gamma d’une option européenne
r— 0’V V(S+h)—2V(S)+V(S—h)
GEE h?
au moment ¢ = 0 est donné par
hi _ ha

h2

ot évolution de P'actif S () commence de Sy + h:

S () = (S(0) + h) exp < <7’ - %2> t+ UWU)) )

I’évolution de 'actif $2(t) commence de Sy — h:
o2
52 (t) = (S(0) — h) exp < <7’ — 7) t+ 0W(t)> )
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4) Evaluation des grecques par le calcul de Malliavin.
La méthode développée la premiére fois par Fournié permet d’écrire les sensibilités sous la forme

d’une espérance.
A(Sp,0) = e_’"TE[A(S(T))wA]

['(Sp,0) = e "TE[A(S(T))wr]

ou les poids wa et wr ne dépendent pas du payoff de 'option.

WA = Wr

A_SodT

1 W2 1
“r=ggorior ~ VTG

Ici W est la derniére coordonné du mouvement Brownien.

Travail a faire

1. Calculer par simulation une estimation de V' (Sp,0). Pour cela on n’a besoin que la valeur
finale S(T'). Donc vous allez simuler un grand nombre  (Np;¢) de nombres N(0,1) qui
suivent la loi normale centré réduite. Ensuite il ne reste qu’a calculer la moyenne empirique

de A(S(T)) par la formule (21T

2. Calculer par simulation une estimation de A(Sp,0). Pour cela vous simulez aussi un grand
nombre  (Np;¢) de nombres N(0,1) qui suivent la loi normale centré réduite.  Pour
chaque couple S(T) et S"(T) on utilise le méme nombre N(0,1) Ensuite on évalue
la moyenne empirique de

A(S™(T)) — A(S(T))
h

3. Calculer de fagon similaire par simulation une estimation I'(Sp, 0).

4. Essayer de calculer de fagon similaire par simulation une estimation ©(Sy,0).

5. Effectuer ces calculs avec les mémes données que dans la partie 2, pour différentes
valeurs initiales de ’actif: Sy = 0,0.2,0.4,...,20 et en prenant Ny;c = 100, 1000, 10000.
Réaliser les graphes de Sy — V(Sp,0), Sy — A(Sp,0), So — I'(Sp,0), Sy —
©(S0,0)

6. Calculer par simulation une estimation de A(Sp,0) par le calcul de Malliavin. Pour cela
vous simulez aussi un grand nombre (Np;¢) de nombres N(0, 1) qui suivent la loi normale
centré réduite. Pour chaque couple S(T') et W7 on utilise le méme nombre  N(0,1)
Ensuite on évalue la moyenne empirique de

AT g 5

1 W%_W 1

«TTIAS (D)) g T -]

oT o
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PARTIE IV. ESTIMATION DE VOLATILITE o

L’actif sousjacent S est un processus stochastique S(t), ¢t € [0,T] qui vérifie ’équation différen-
tielle stochastique suivante:

dSt = T’Stdt + O'Stth, S(t = 0) = S() (190)

On note o la volatilité de l’action, r le drift (r = pu dans le monde de risk - neutre). La solution
de cette équation est donnée par la formule:
o2
S(t) = Spexp((r — 7)15 +oW(t))

On définit sur lintervalle [0, 7] une grille de points
t; =iAt, i=0,...,n

Alors pour tout ¢ on a, en notant S; = S(¢;)

2
Siv1 = S exp((r — %) At + VAtoN(0,1))

Il s’ensuit que les variables aléatoires

. o2
Ui=lIn (51(:5—2)1)) =(r— 7)At +VAtoN(0,1)

suivent la loi normale de moyenne

o2
E[U;] = (r — 7)At (191)
et de variance
Var[U;] = o At. (192)

Donc on a une estimation pour la volatilité

Supposons que nous connaissons les valeurs de 'actif S entre les dates tg et £,

S(to), S(tl), ey S(tn)

S(t;)
S(ti—1)

en déduire une estimation de la moyenne et la variance des U;:

On peut alors calculer les valeurs U; = In < > aux instants de temps correspondants et

E[Ui]:%ZUi, VarlU;] = ! > (Ui —a)’
=1
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On peut maintenant estimer le paramétre inconnu o & partir de la relation pour Var[U;] ci-

dessus:
estime Var [Ul]

o =\/—

At
soit

n

time 1 1 1
A\ Feires P B O BLER

i=1

Travail a faire

1. Simuler I’évolution de 'action. Estimer sa volatilité et comparer avec la valeur exacte o.
2. Verifier que la valeur de la volatilité estimée tombe bien avec la probabilité 95% dans I'intervalle:

1.96 O.estime

VoM

— O_emacte c [O_estzme

3. écrire en VBA une macro pour EXCEL qui permet d’estimer la volatilité & partir des données
historiques contenues dans une colonne de fichier EXCEL.

PARTIE V. INTERFACE GRAPHIQUE

L’objectif de cette partie est de réaliser en VB.Net une interface graphique qui permet de
paramétrer et réaliser les différents calculs prévus dans ce projet. L’interface doit répondre aux
spécifications suivantes:

1. L’interface doit disposer de trois zones distinctes: "Paramétres du modeéle", "Paramétres de
calculs", "Parameétres pour les simulations MC".

2. La zone "Paramétres du modéle" doit contenir trois champs de saisie:

o Echéance T

e Taux sans risque r
Volatilité o

e S0

3. Le champs o doit pouvoir étre renseigné soit par saisie d’une valeur soit & 1’aide de bouton
"Estimer la volatilité". Ce dernier doit déclencher l'estimation de la volatilité & partir des
données historiques contenues dans un fichier excel.

4. La zone "Paramétres de calculs" doit contenir les champs de saisie:

124



pas temporel dt

pas spatial dS

limite spatiale L

e Nombre de chemins pour les simulations Monte Carlo
Un bouton doit ensuite permettre de choisir la méthode de calcul entre "Différences finies"
et "Monte Carlo". Le bouton "Calculer la solution" doit lancer ’exécutable de calcul corre-

spondant avec les bons paramétres. L’exécutable doit stocker les données de la solution dans
un fichier texte.

. Pour la consultation des résultats de ce calcul 'interface doit proposer de saisir un Sy et
afficher (un bouton a prévoir) dans un champs a coté la valeur V(.Sp,0).

. Un bouton doit également permettre d’appeler une interface d’affichage graphique (Scilab ou
gnuplot) pour visualiser les graphiques.

PARTIE VI. COMPARAISON DES RESULTATS

. Tracez la fonction V(S,0), solution analytique, d’aprés la formule donnée dans 1’énonceé et la
comparez avec les solutions numériques obtenues dans les parties I et II.

Appliquez I’approximation suivante de la fonction N (x)

1 — N'(z)(a1k + agk?® + azk® + agk* + ask®) si x>0
N(x) = .
1—N(—zx) sioz<0
ou 1w 1
N'(z) = e_%, K=
(@) V2T 14~z

Les coefficients sont: v = 0.2316419, a; = 0.319381530, as = —0.356563782, a3 = 1.781477937,a4 =
—1.821255978, a5 = 1.330274429

. Sur toute la grille de calcul de la solution numeérique de 'EDP (partie II) évaluer

max [V;" = V/(Si,t5)|

)

. Calculer les grecques. Comparer les Grecques numériques aux valeurs exactes calculées a
partir de la formule de Black et Scholes.
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16 PROJET 16

Résolution numérique de I’équation de Black et Scholes pour une
option Power Asymétrique.

Le but du Projet 16 est est I’évaluation numérique et analytique du prix d’achat
d’une option Power Asymétrique. Call.

L’équation de Black et Scholes avec la condition finale s’ecrit de la forme:

\% OV 1 5,0V
E—TV—FT’S%‘FiO'SW—O

(193)
V(S,t =T) = A(S) = maz(0, (S? — K))

Cette équation permet de trouver le prix V(S,t) de l'option d’achat (ou call) d’une action qui
vaut initialement S et qu’on pourra acheter au prix K dans un temps ultérieur 7. V(0,S) est le
prix au temps t = 0 de call de prix d’exercice K a I’échéance T > 0, et d’actif S en ¢t = 0. On note
o la volatilité de I'action, r le taux d’intérét.

On étudie également le probleme d’évaluation des grecques, définis par les expressions:

ov 0*V ov

A= "TTaem O o

PARTIE I. SOLUTION ANALYTIQUE.

Montrer que la solution analytique de I’équation de Black et Scholes ci-dessus est:
V(S,t) = S2 T N(d)) — Ke= T N(dy)

i In(S/VK) + (r+30%/2)(T —t)
' ovT —t

iy = ln(S/\/f) + (r—o?/2)(T —t)
oVT —t
Elle sera utilisée pour vérifier la précision des calculs et déduire les conditions aux limites pour
le schéma aux différences finies.
Calculer les grecques.

PARTIE II. RESOLUTION NUMERIQUE DE L’EQUATION DE BS.

2.1 Discrétisation de I’équation de BS.
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a) Discrétisons les variables: spatiale et temporelle:
X S() = O, Sw -'-SN+1 = L.
t: t0=0,..t7, M =T

Donc

i=0,1,2,.N +1
n=0,1,2,..M+1

AS = —— T At =
V(tn, Si) = V"

)
b) Pour discrétiser 'équation (1) on utilise:

T
M+1

L
N+1
)=V,

e pour B la dérivée retrograde,

2
e pour 552 la seconde dérivée, centrée,

e pour la dérivée centrée

s

On définit I'opérateur M3 par I'expression:

MBS—TV —TSd L 252‘/2'1—1|—1+‘/7i1—2‘/in

2AS 27 7 (AS)?

¢) L’équation de Black et Scholes discrétisée par différentes méthodes s’écrit :

e par la méthode d’Euler explicite

Ve =yt
A~ = Mps(Vi"1, Vi1, Vi),
e par la méthode d’Euler implicite :
v — Vn—l .
A Mbs

e par la méthode de Crank-Nicolson implicite:

At

2.2 Travail a faire

(Mgs + Mgg).

1. Montrer les condition aux limites:

(194)

(195)



2. Discrétiser les conditions aux limites et les conditions initiales.

3. Appliquer la méthode implicite de Crank-Nicolson et montrer qu’on peut reécrire cette équa-
tion sous la forme :

-1 -1 -1
BV" "+ D;V" + AV = K, (196)
4. Préciser A;, D;, B;, K et écrire 'équation sous la forme matricielle.

5. Appliquer l'algorithme de Thomas et trouver la solution.

6. Visualiser les solutions pour ¢t = 0, %, %, %, T.

7. Imposer en S = 0 la conditions aux limites de Neumann

ov
%(07 t) - 07

discrétiser cette condition et résoudre ’équation de Black et Scholes avec nouvelles conditions
aux limites.

8. Utiliser les différences finies pour évaluer les grecques A = g—‘g et I' = ng‘Q/ dans un point S.
Utilisez les valeurs suivantes:

L=20, T=05
K=10, r=0.1, ¢=0.5
N =100, At=10"2

PARTIE III. SIMULATION MONTE CARLO.

On suppose que Dactif sousjacent S est un processus stochastique S(t), t € [0,T] qui vérifie
I’équation différentielle stochastique suivante:

dS; = rSdt + oSdW (t), S(0) = Sy (197)

ou (r,0) sont les mémes parameétres que dans 'EDP de Black-Scholes et ou W (t) est un mou-
vement brownien sur [0, 7).
La solution de cette équation est définie par:

S(t) = S(0) exp < <r - C’;) t4 JW(t)>

Alors le prix d’une option européenne au moment de temps ¢t = 0 de fonction de payoff A(S) est

donné par
' V(S0,0) = e "TE[A(S(T))/S(t = 0) = So] (198)
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La valeur finale de S(T") est définit par
2
S(T) = S(0) exp < <r - %) T + oVTN(0, 1)) ,

ot N(0,1) est le nombre qui suit la loi normale centré réduite et Pexpression 7TN(0,1) remplace
W(T).

1) Finalement on peut estimer le prix de ’option par la moyenne empirique suivante (sauf Projet
12):

V (S, 0) e’ NEN:IC [A (5(0) exp ( <r - %2> T + oVTN® (0, 1)>>] (199)

~ Nuc —
2) Delta d’une option européenne
_ oV V(S+h)=V(S)
- 08 h

au moment de temps ¢t = 0 est donné par

A

A(S"(T)) = A(S(T))

A(S0,0) = e "TE] - ] (200)

ot 'évolution de Pactif S"(t) commence de Sy + h:
o2
S™(t) = (S(0) + h) exp < (7‘ - 7) t+ aW(t)>
et h est un petit nombre.
3) Gamma d’une option européenne
r— 0’V V(S+h)—-2V(S)+V(S—h)

BCEE h?

au moment ¢ = 0 est donné par
A(SM(T)) — 2A(S(T)) + A(Sh>(T
F(5p.0) — e-rTig A" (D) — 2A(S(D)) + AS™(T) o)

h2

ot évolution de P’actif S () commence de Sy + h:
o2
s (0 = (50 + e (7= F )+ oW ).
I'évolution de lactif S"2(t) commence de Sy — h:
o2
50 = (50 - mewp (7= 5 )+ oW ).
4) Evaluation des grecques par le calcul de Malliavin.
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La méthode développée la premiére fois par Fournié permet d’écrire les sensibilités sous la forme
d’une espérance.

A(So,0) = e T E[A(S(T))wal
T(S0,0) = e "TE[A(S(T))wr]

ou les poids wa et wr ne dépendent pas du payoff de 'option.

WA = WT

A_SodT

1 W2 1
wr=goror ~Wr=3)

Ici Wr est la derniére coordonné du mouvement Brownien.

Travail a faire

1. Calculer par simulation une estimation de V' (Sp,0). Pour cela on n’a besoin que la valeur
finale S(T'). Donc vous allez simuler un grand nombre  (Np;¢) de nombres N(0,1) qui
suivent la loi normale centré réduite. Ensuite il ne reste qu’a calculer la moyenne empirique

de A(S(T)) par la formule (211

2. Calculer par simulation une estimation de A(Sp,0). Pour cela vous simulez aussi un grand
nombre  (Np;¢) de nombres N(0,1) qui suivent la loi normale centré réduite. ~ Pour
chaque couple S(T) et S"(T) on utilise le méme nombre N(0,1) Ensuite on évalue
la moyenne empirique de

A(SM(T)) — A(S(T))
h

3. Calculer de fagon similaire par simulation une estimation I'(Sp,0).

4. Essayer de calculer de fagon similaire par simulation une estimation ©(Sy,0).

5. Effectuer ces calculs avec les mémes données que dans la partie 2, pour différentes
valeurs initiales de ’actif: Sy =0,0.2,0.4,...,20 et en prenant N;c = 100, 1000, 10000.
Réaliser les graphes de Sy — V(S0,0), Sy — A(Sp,0), Sy — I'(Sy,0), Sp —
6(507 0)

6. Calculer par simulation une estimation de A(Sp,0) par le calcul de Malliavin. Pour cela
vous simulez aussi un grand nombre (Np;¢) de nombres N(0, 1) qui suivent la loi normale
centré réduite. Pour chaque couple S(T') et Wz on utilise le méme nombre N(0,1)
Ensuite on évalue la moyenne empirique de

. Wr
ITIAST) g
2
TN g (o = W = )
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PARTIE IV. ESTIMATION DE VOLATILITE o

L’actif sousjacent S est un processus stochastique S(t), ¢t € [0,T] qui vérifie ’équation différen-
tielle stochastique suivante:

dSt = T’Stdt + O'Stth, S(t = 0) = S() (202)

On note o la volatilité de l’action, r le drift (r = pu dans le monde de risk - neutre). La solution
de cette équation est donnée par la formule:
o2
S(t) = Spexp((r — 7)15 +oW(t))

On définit sur lintervalle [0, 7] une grille de points
t; =iAt, i=0,...,n

Alors pour tout ¢ on a, en notant S; = S(¢;)

2
Siv1 = S exp((r — %) At + VAtoN(0,1))

Il s’ensuit que les variables aléatoires

. o2
Ui=lIn (51(:5—2)1)) =(r— 7)At +VAtoN(0,1)

suivent la loi normale de moyenne

o2
E[U;] = (r — 7)At (203)
et de variance
Var[U;] = o At. (204)

Donc on a une estimation pour la volatilité

Supposons que nous connaissons les valeurs de 'actif S entre les dates tg et t,

S(to), S(tl), ey S(tn)

S(t;)
S(ti—1)

en déduire une estimation de la moyenne et la variance des U;:

On peut alors calculer les valeurs U; = In < > aux instants de temps correspondants et

E[Ui]:%ZUi, VarlU;] = ! > (Ui —a)’
=1
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On peut maintenant estimer le paramétre inconnu o & partir de la relation pour Var[U;] ci-

dessus:
estime Var [Ul]

o =\/—

At
soit

n

time 1 1 1
A\ Feires P B O BLER

i=1

Travail a faire

1. Simuler I’évolution de 'action. Estimer sa volatilité et comparer avec la valeur exacte o.
2. Verifier que la valeur de la volatilité estimée tombe bien avec la probabilité 95% dans I'intervalle:

1.96 O.estime

VoM

— O_emacte c [O_estzme

3. écrire en VBA une macro pour EXCEL qui permet d’estimer la volatilité & partir des données
historiques contenues dans une colonne de fichier EXCEL.

PARTIE V. INTERFACE GRAPHIQUE

L’objectif de cette partie est de réaliser en VB.Net une interface graphique qui permet de
paramétrer et réaliser les différents calculs prévus dans ce projet. L’interface doit répondre aux
spécifications suivantes:

1. L’interface doit disposer de trois zones distinctes: "Paramétres du modeéle", "Paramétres de
calculs", "Parameétres pour les simulations MC".

2. La zone "Paramétres du modéle" doit contenir trois champs de saisie:

o Echéance T

e Taux sans risque r
Volatilité o

e 5

3. Le champs o doit pouvoir étre renseigné soit par saisie d’une valeur soit & 1’aide de bouton
"Estimer la volatilité". Ce dernier doit déclencher l'estimation de la volatilité & partir des
données historiques contenues dans un fichier excel.

4. La zone "Paramétres de calculs" doit contenir les champs de saisie:
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pas temporel dt

pas spatial dS

limite spatiale L

e Nombre de chemins pour les simulations Monte Carlo
Un bouton doit ensuite permettre de choisir la méthode de calcul entre "Différences finies"
et "Monte Carlo". Le bouton "Calculer la solution" doit lancer ’exécutable de calcul corre-

spondant avec les bons paramétres. L’exécutable doit stocker les données de la solution dans
un fichier texte.

. Pour la consultation des résultats de ce calcul 'interface doit proposer de saisir un Sy et
afficher (un bouton a prévoir) dans un champs a coté la valeur V(.Sp,0).

. Un bouton doit également permettre d’appeler une interface d’affichage graphique (Scilab ou
gnuplot) pour visualiser les graphiques.

PARTIE VI. COMPARAISON DES RESULTATS

. Tracez la fonction V(S,0), solution analytique, d’aprés la formule donnée dans 1’énonceé et la
comparez avec les solutions numériques obtenues dans les parties I et II.

Appliquez I’approximation suivante de la fonction N (x)

1 — N'(z)(a1k + agk?® + azk® + agk* + ask®) si x>0
N(x) = .
1—N(—zx) sioz<0
ou 1w 1
N'(z) = e_%, K=
(@) V2T 14~z

Les coefficients sont: v = 0.2316419, a; = 0.319381530, as = —0.356563782, a3 = 1.781477937,a4 =
—1.821255978, a5 = 1.330274429

. Sur toute la grille de calcul de la solution numeérique de 'EDP (partie II) évaluer

max [V;" = V/(Si,t5)|

)

. Calculer les grecques. Comparer les Grecques numériques aux valeurs exactes calculées a
partir de la formule de Black et Scholes.

133



17 PROJET 17

Résolution numérique de I’équation de Black et Scholes pour une
option Power Asymétrique. Put.

Le but du Projet 17 est est I’évaluation numérique et analytique du prix de vente
d’une option Power Asymétrique.

L’équation de Black et Scholes avec la condition finale s’écrit de la forme:

{ %—‘t/—rV—l—rSg—g—l—%azSzg%:O (205)
V(S,t=T)=A(S) = maz(0, (K — S?))

Cette équation permet de trouver le prix V(S,¢) de Poption de vente (ou put) d’une action qui
vaut initialement S et qu’on pourra vendre au prix K dans un temps ultérieur 7. V' (0, 5) est le
prix au temps t = 0 de call de prix d’exercice K a I’échéance T > 0, et d’actif S en ¢ = 0. On note
o la volatilité de I'action, r le taux d’intérét.

On étudie également le probleme d’évaluation des grecques, définis par les expressions:

ov . 9V

oV
a5’ I T ag

A: —E

©

PARTIE I. SOLUTION ANALYTIQUE.

Montrer que la solution analytique de I’équation de Black et Scholes ci-dessus est:
V(S,t) = =82 TNTON(—d)) + Ke™T=0" N (—dy)

;_ In(S/VEK) + (r+30%/2)(T — 1)

% oVl —t
g — In(S/VEK) + (r —a*/2)(T — t)
°T oVl —t

Elle sera utilisée pour vérifier la précision des calculs et déduire les conditions aux limites pour
le schéma aux différences finies.
Calculer les grecques.

PARTIE II. RESOLUTION NUMERIQUE DE L’EQUATION DE BS.

2.1 Discrétisation de I’équation de BS.
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a) Discrétisons les variables: spatiale et temporelle:
X So = 0, Sz, ---SN—H = L.
t: t0=0,..t7, M =T

Donc

L T (206)
AS = —— At =
N+1’ M+1
V(tn7 SZ) = ‘/zn
b) Pour discrétiser 'équation (1) on utilise:
e pour e la dérivée retrograde,
2
e pour 552 la seconde dérivée, centrée,

Vv
e pour — la dérivée centrée

0S8

On définit 'opérateur M54 par 'expression:

Vi, -=Vvh, 1 | e VA A VA
M2 — n o __ i+1 2 2 Vi+1 i—1 i
bs =V =TSRG T o (AS)?

¢) L’équation de Black et Scholes discrétisée par différentes méthodes s’écrit :

e par la méthode d’Euler explicite

Ve =yt
A~ Mps(Vi1, Vi, Vi),
e par la méthode d’Euler implicite :
Vn _ Vn—l 1
A Mbs

e par la méthode de Crank-Nicolson implicite:

V-V
At

2.2 Travail a faire

1 n— n
= §(M351 + Mgg).

1. Montrer les condition aux limites:

(207)



2. Discrétiser les conditions aux limites et les conditions initiales.

3. Appliquer la méthode implicite de Crank-Nicolson et montrer qu’on peut reécrire cette équa-
tion sous la forme :

-1 -1 -1
BV" "+ D;V" + AV = K, (208)
4. Préciser A;, D;, B;, K et écrire 'équation sous la forme matricielle.

5. Appliquer l'algorithme de Thomas et trouver la solution.

6. Visualiser les solutions pour ¢t = 0, %, %, %, T.

7. Imposer en S = 0 la conditions aux limites de Neumann

ov
—_— L =
as( 7t) 07

discrétiser cette condition et résoudre ’équation de Black et Scholes avec nouvelles conditions
aux limites.

8. Utiliser les différences finies pour évaluer les grecques A = g—‘g et I' = ng‘Q/ dans un point S.
Utilisez les valeurs suivantes:

L=20, T=05
K=10, r=0.1, ¢=0.5
N =100, At=10"2

PARTIE III. SIMULATION MONTE CARLO.

On suppose que Dactif sousjacent S est un processus stochastique S(t), t € [0,T] qui vérifie
I’équation différentielle stochastique suivante:

dS; = rSdt + oSdW (t), S(0) = Sy (209)

ou (r,0) sont les mémes parameétres que dans 'EDP de Black-Scholes et ou W (t) est un mou-
vement brownien sur [0, 7).
La solution de cette équation est définie par:

S(t) = S(0) exp < <r - C’;) t4 JW(t)>

Alors le prix d’une option européenne au moment de temps ¢t = 0 de fonction de payoff A(S) est

donné par
' V(S0,0) = e "TE[A(S(T))/S(t = 0) = So] (210)
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La valeur finale de S(T") est définit par
2
S(T) = S(0) exp < <r - %) T + oVTN(0, 1)) ,

ot N(0,1) est le nombre qui suit la loi normale centré réduite et Pexpression 7TN(0,1) remplace
W(T).

1) Finalement on peut estimer le prix de ’option par la moyenne empirique suivante (sauf Projet
12):

V(So.0) = £ Nf [A (5(0) exp ( <r - ";) T+ ov/TN®(0, 1)>>] (211)

~ Nuc —
2) Delta d’une option européenne
_ oV V(S+h)=V(S)
- 08 h

au moment de temps ¢t = 0 est donné par

A

A(S"(T)) = A(S(T))

A(Sp,0) = e TR - ] (212)

ot 'évolution de Pactif S"(t) commence de Sy + h:
o2
S™(t) = (S(0) + h) exp < (7‘ - 7) t+ aW(t)>
et h est un petit nombre.
3) Gamma d’une option européenne
r— 0’V V(S+h)—-2V(S)+V(S—h)

BCEE h?

au moment ¢ = 0 est donné par
A(SM(T)) — 2A(S(T)) + A(Sh>(T
F(5p.0) — e-rTig A" (D) — 2A(S(D)) + AS™(T) o3

h2

ot évolution de P’actif S () commence de Sy + h:
o2
s (0 = (50 + e (7= F )+ oW ).
I'évolution de lactif S"2(t) commence de Sy — h:
o2
50 = (50 - mewp (7= 5 )+ oW ).
4) Evaluation des grecques par le calcul de Malliavin.
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La méthode développée la premiére fois par Fournié permet d’écrire les sensibilités sous la forme
d’une espérance.

A(So,0) = e T E[A(S(T))wal
T(S0,0) = e "TE[A(S(T))wr]

ou les poids wa et wr ne dépendent pas du payoff de 'option.

WA = WT

A_SodT

1 W2 1
wr=goror ~Wr=3)

Ici Wr est la derniére coordonné du mouvement Brownien.

Travail a faire

1. Calculer par simulation une estimation de V' (Sp,0). Pour cela on n’a besoin que la valeur
finale S(T'). Donc vous allez simuler un grand nombre  (Np;¢) de nombres N(0,1) qui
suivent la loi normale centré réduite. Ensuite il ne reste qu’a calculer la moyenne empirique

de A(S(T)) par la formule (211

2. Calculer par simulation une estimation de A(Sp,0). Pour cela vous simulez aussi un grand
nombre  (Np;¢) de nombres N(0,1) qui suivent la loi normale centré réduite. ~ Pour
chaque couple S(T) et S"(T) on utilise le méme nombre N(0,1) Ensuite on évalue
la moyenne empirique de

A(SM(T)) — A(S(T))
h

3. Calculer de fagon similaire par simulation une estimation I'(Sp,0).

4. Essayer de calculer de fagon similaire par simulation une estimation ©(Sy,0).

5. Effectuer ces calculs avec les mémes données que dans la partie 2, pour différentes
valeurs initiales de ’actif: Sy =0,0.2,0.4,...,20 et en prenant N;c = 100, 1000, 10000.
Réaliser les graphes de Sy — V(S0,0), Sy — A(Sp,0), Sy — I'(Sy,0), Sp —
6(507 0)

6. Calculer par simulation une estimation de A(Sp,0) par le calcul de Malliavin. Pour cela
vous simulez aussi un grand nombre (Np;¢) de nombres N(0, 1) qui suivent la loi normale
centré réduite. Pour chaque couple S(T') et Wz on utilise le méme nombre N(0,1)
Ensuite on évalue la moyenne empirique de

. Wr
ITIAST) g
2
TN g (o = W = )
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PARTIE IV. ESTIMATION DE VOLATILITE o

L’actif sousjacent S est un processus stochastique S(t), ¢t € [0,T] qui vérifie ’équation différen-
tielle stochastique suivante:

dS; = rSydt + o SydWry, S(t = 0) =5y (214)

On note o la volatilité de l’action, r le drift (r = pu dans le monde de risk - neutre). La solution
de cette équation est donnée par la formule:
o2
S(t) = Spexp((r — 7)15 +oW(t))

On définit sur lintervalle [0, 7] une grille de points
t; =iAt, i=0,...,n

Alors pour tout ¢ on a, en notant S; = S(¢;)

2
Siv1 = S exp((r — %) At + VAtoN(0,1))

Il s’ensuit que les variables aléatoires

. o2
Ui=lIn (51(:5—2)1)) =(r— 7)At +VAtoN(0,1)

suivent la loi normale de moyenne

o2
E[U;] = (r — 7)At (215)
et de variance
Var[U;] = o At. (216)

Donc on a une estimation pour la volatilité

Supposons que nous connaissons les valeurs de 'actif S entre les dates tg et t,

S(to), S(tl), ey S(tn)

S(t;)
S(ti—1)

en déduire une estimation de la moyenne et la variance des U;:

On peut alors calculer les valeurs U; = In < > aux instants de temps correspondants et

E[Ui]:%ZUi, VarlU;] = ! > (Ui —a)’
=1
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On peut maintenant estimer le paramétre inconnu o & partir de la relation pour Var[U;] ci-

dessus:
estime Var [Ul]

o =\/—

At
soit

n

time 1 1 1
A\ Feires P B O BLER

i=1

Travail a faire

1. Simuler I’évolution de 'action. Estimer sa volatilité et comparer avec la valeur exacte o.
2. Verifier que la valeur de la volatilité estimée tombe bien avec la probabilité 95% dans I'intervalle:

1.96 O.estime

VoM

— O_emacte c [O_estzme

3. écrire en VBA une macro pour EXCEL qui permet d’estimer la volatilité & partir des données
historiques contenues dans une colonne de fichier EXCEL.

PARTIE V. INTERFACE GRAPHIQUE

L’objectif de cette partie est de réaliser en VB.Net une interface graphique qui permet de
paramétrer et réaliser les différents calculs prévus dans ce projet. L’interface doit répondre aux
spécifications suivantes:

1. L’interface doit disposer de trois zones distinctes: "Paramétres du modeéle", "Paramétres de
calculs", "Parameétres pour les simulations MC".

2. La zone "Paramétres du modéle" doit contenir trois champs de saisie:

o Echéance T

e Taux sans risque r
Volatilité o

e 5

3. Le champs o doit pouvoir étre renseigné soit par saisie d’une valeur soit & 1’aide de bouton
"Estimer la volatilité". Ce dernier doit déclencher l'estimation de la volatilité & partir des
données historiques contenues dans un fichier excel.

4. La zone "Paramétres de calculs" doit contenir les champs de saisie:
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pas temporel dt

pas spatial dS

limite spatiale L

e Nombre de chemins pour les simulations Monte Carlo
Un bouton doit ensuite permettre de choisir la méthode de calcul entre "Différences finies"
et "Monte Carlo". Le bouton "Calculer la solution" doit lancer ’exécutable de calcul corre-

spondant avec les bons paramétres. L’exécutable doit stocker les données de la solution dans
un fichier texte.

. Pour la consultation des résultats de ce calcul 'interface doit proposer de saisir un Sy et
afficher (un bouton a prévoir) dans un champs a coté la valeur V(.Sp,0).

. Un bouton doit également permettre d’appeler une interface d’affichage graphique (Scilab ou
gnuplot) pour visualiser les graphiques.

PARTIE VI. COMPARAISON DES RESULTATS

. Tracez la fonction V(S,0), solution analytique, d’aprés la formule donnée dans 1’énonceé et la
comparez avec les solutions numériques obtenues dans les parties I et II.

Appliquez I’approximation suivante de la fonction N (x)

1 — N'(z)(a1k + agk?® + azk® + agk* + ask®) si x>0
N(x) = .
1—N(—zx) sioz<0
ou 1w 1
N'(z) = e_%, K=
(@) V2T 14~z

Les coefficients sont: v = 0.2316419, a; = 0.319381530, as = —0.356563782, a3 = 1.781477937,a4 =
—1.821255978, a5 = 1.330274429

. Sur toute la grille de calcul de la solution numeérique de 'EDP (partie II) évaluer

max [V;" = V/(Si,t5)|

)

. Calculer les grecques. Comparer les Grecques numériques aux valeurs exactes calculées a
partir de la formule de Black et Scholes.
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