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1. Résolution analytique de l'équation de Bla
k et S
holes.

2. Evaluation du prix des Options Exotiques par la méthode aux

Di�éren
es Finies (méthode de Crank-Ni
olson) et par la méthode

de Monté-Carlo.

3. Cal
ul des Gre
ques des Options Exotiques par Morté-Carlo

et par Malliavin.

4. Estimation de la volatilité historique.

5. Interfa
e graphique et 
omparaison des résultats.
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1 Projet 1

Résolution numérique de l'équation de Bla
k et S
holes pour une

option binaire "Cash-or-nothing" (Call).

Le but du Projet 1 est l'évaluation numérique du prix d'une option européenne

d'a
hat "Cash-or-nothing".

L'équation de Bla
k et S
holes ave
 la 
ondition �nale qui s'appelle "
ash-or-nothing" s'é
rit:







∂V

∂t
− rV + rS

∂V

∂S
+

1

2
σ2S2∂

2V

∂S2
= 0

V (S, t = T ) = Λ(S) = H(S −K)
(1)

I
i H est la fon
tion de Heaviside.

La fon
tion V (S, t) donne le prix d'une au moment de temps t en fon
tion du prix S de l'a
tif

sousja
ent S. On note σ la volatilité de l'a
tion et r le taux d'intérêt.

On étudie également le problème d'évaluation des gre
ques, dé�nis par les expressions:

∆ =
∂V

∂S
, Γ =

∂2V

∂S2
, Θ =

∂V

∂t

Partie I. Solution analytique.

Montrer que la solution analytique de l'équation de Bla
k et S
holes s'é
rit:

V (S, t) = e−r(T−t)N(d2)

d2 =
ln(S/K) + (r − σ2/2)(T − t)

σ
√
T − t

Elle sera utilisée pour véri�er la pré
ision des 
al
uls et déduire les 
onditions aux limites pour

le s
héma aux di�éren
es �nies.

Partie II. Résolution numérique de l'équation de BS.

2.1 Dis
rétisation de l'équation de BS.

a) Dis
rétisons les variables: spatiale et temporelle:

x: S0 = 0, ...Si, ...SN+1 = L.

t: t0 = 0, ...tn, ...tM+1 = T .

Don




















i = 0, 1, 2, ...N + 1
n = 0, 1, 2, ...M + 1

∆S =
L

N + 1
, ∆t =

T

M + 1
V (tn, Si) ≡ V n

i

(2)
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b) Pour dis
rétiser l'équation (1) on utilise:

• pour

∂V

∂t
la dérivée retrograde,

• pour

∂2V

∂S2
la se
onde dérivée, 
entrée,

• pour

∂V

∂S
la dérivée 
entrée

On dé�nit l'opérateur Mn
BS par l'expression:

Mn
BS = rV n

i − rSi

V n
i+1 − V n

i−1

2∆S
− 1

2
σ2S2

i

V n
i+1 + V n

i−1 − 2V n
i

(∆S)2


) L'équation de Bla
k et S
holes dis
rétisée par di�érentes méthodes s'é
rit :

• par la méthode d'Euler expli
ite

V n
i − V n−1

i

∆t
= Mn

BS(V
n
i−1, V

n
i+1, V

n
i ),

• par la méthode d'Euler impli
ite :

V n
i − V n−1

i

∆t
= Mn−1

BS ,

• par la méthode de Crank-Ni
olson impli
ite:

V n
i − V n−1

i

∆t
=

1

2
(Mn−1

BS +Mn
BS).

2.2 Travail à faire

1. montrer les 
onditions aux limites:

{

V (S = 0, t) = 0

V (S → ∞, t) = e−r(T−t) (3)

2. Dis
rétiser les 
onditions aux limites et les 
onditions initiales.

3. Appliquer la méthode impli
ite de Crank-Ni
olson et montrer qu'on peut reé
rire 
ette équa-

tion sous la forme :

BiV
n−1
i−1 +DiV

n−1
i +AiV

n−1
i+1 = Kn

i , (4)

4. Pré
iser Ai,Di, Bi,K
n
i et é
rire l'équation sous la forme matri
ielle.

5. Appliquer l'algorithme de Thomas et trouver la solution.

6. Visualiser les solutions pour t = 0, T4 ,
T
2 ,

3T
4 , T.
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7. Imposer en S = 0 la 
onditions à limite de Neumann

∂V
∂S

(S, t) = 0, dis
rétiser 
ette 
ondition
et résoudre l'équation de Bla
k et S
holes ave
 nouvelles 
onditions aux limites:

{

∂V
∂S

(0, t) = 0

V (L, t) = e−r(T−t) (5)

8. Utiliser les di�éren
es �nies pour évaluer les gre
ques ∆ = ∂V
∂S

et Γ = ∂2V
∂S2 dans un point S.

Utilisez les valeurs suivantes:







L = 20, T = 0.5
K = 10, r = 0.1, σ = 0.5
N = 100, ∆t = 10−2

Partie III. Simulation Monte Carlo.

On suppose que l'a
tif sous-ja
ent S est un pro
essus sto
hastique S(t), t ∈ [0, T ] qui véri�e
l'équation di�érentielle sto
hastique suivante:

dSt = rSdt+ σSdW (t), S(0) = S0 (6)

où (r, σ) sont les mêmes paramètres que dans l'EDP de Bla
k-S
holes et où W (t) est un mou-

vement brownien sur [0, T ].
La solution de 
ette équation est dé�nie par:

S(t) = S(0) exp

( (

r − σ2

2

)

t+ σW (t)

)

Alors le prix d'une option européenne au moment de temps t = 0 de fon
tion de payo� Λ(S) est
donné par

V (S0, 0) = e−rT
E[Λ(S(T ))/S(t = 0) = S0] (7)

La valeur �nale de S(T ) est dé�nit par

S(T ) = S(0) exp

( (

r − σ2

2

)

T + σ
√
TN(0, 1)

)

,

où N(0, 1) est le nombre qui suit la loi normale 
entré réduite et l'expression

√
TN(0, 1) rempla
e

W (T ).
1) Finalement on peut estimer le prix de l'option par la moyenne empirique suivante (sauf Projet

12):

V (S0, 0) =
e−rT

NMC

NMC
∑

k=1

[

Λ

(

S(0) exp

( (

r − σ2

2

)

T + σ
√
TN(k)(0, 1)

))]

(8)
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2) Delta d'une option européenne

∆ =
∂V

∂S
∼ V (S + h)− V (S)

h

au moment de temps t = 0 est donné par

∆(S0, 0) = e−rT
E[

Λ(Sh(T ))− Λ(S(T ))

h
] (9)

où l'évolution de l'a
tif Sh(t) 
ommen
e de S0 + h:

Sh(t) = (S(0) + h) exp

( (

r − σ2

2

)

t+ σW (t)

)

et h est un petit nombre.

3) Gamma d'une option européenne

Γ =
∂2V

∂S2
∼ V (S + h)− 2V (S) + V (S − h)

h2

au moment t = 0 est donné par

Γ(S0, 0) = e−rT
E[

Λ(Sh1(T ))− 2Λ(S(T )) + Λ(Sh2(T ))

h2
] (10)

où l'évolution de l'a
tif Sh1(t) 
ommen
e de S0 + h:

Sh1(t) = (S(0) + h) exp

( (

r − σ2

2

)

t+ σW (t)

)

,

l'évolution de l'a
tif Sh2(t) 
ommen
e de S0 − h:

Sh2(t) = (S(0) − h) exp

( (

r − σ2

2

)

t+ σW (t)

)

,

4) Evaluation des gre
ques par le 
al
ul de Malliavin.

La méthode développée la première fois par Fournié permet d'é
rire les sensibilités sous la forme

d'une espéran
e.

∆(S0, 0) = e−rT
E[Λ(S(T ))ω∆]

Γ(S0, 0) = e−rT
E[Λ(S(T ))ωΓ]

où les poids ω∆ et ωΓ ne dépendent pas du payo� de l'option.

ω∆ =
WT

S0σT

ωΓ =
1

S2
0σT

(
W 2

T

σT
−WT − 1

σ
)

I
i WT est la dernière 
oordonné du mouvement Brownien.
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Travail à faire

1. Cal
uler par simulation une estimation de V (S0, 0). Pour 
ela on n'a besoin que la valeur

�nale S(T ). Don
 vous allez simuler un grand nombre (NMC) de nombres N(0, 1) qui

suivent la loi normale 
entré réduite. Ensuite il ne reste qu'à 
al
uler la moyenne empirique

de Λ(S(T )) par la formule (211)

2. Cal
uler par simulation une estimation de ∆(S0, 0) par DF. Pour 
ela vous simulez aussi un

grand nombre (NMC) de nombres N(0, 1) qui suivent la loi normale 
entré réduite. Pour


haque 
ouple S(T ) et Sh(T ) on utilise le même nombre N(0, 1) Ensuite on évalue

la moyenne empirique de

Λ(Sh(T ))− Λ(S(T ))

h

3. Cal
uler de façon similaire par simulation une estimation Γ(S0, 0) par DF.

4. Essayer de 
al
uler de façon similaire par simulation une estimation Θ(S0, 0).

5. E�e
tuer 
es 
al
uls ave
 les mêmes données que dans la partie 2, pour di�érentes

valeurs initiales de l'a
tif: S0 = 0, 0.2, 0.4, . . . , 20 et en prenant NMC = 100, 1000, 10000.
Réaliser les graphes de S0 7→ V (S0, 0), S0 7→ ∆(S0, 0), S0 7→ Γ(S0, 0), S0 7→
Θ(S0, 0)

6. Cal
uler par simulation une estimation de ∆(S0, 0) par le 
al
ul de Malliavin. Pour 
ela

vous simulez aussi un grand nombre (NMC) de nombres N(0, 1) qui suivent la loi normale


entré réduite. Pour 
haque 
ouple S(T ) et WT on utilise le même nombre N(0, 1)
Ensuite on évalue la moyenne empirique de

e−rT [Λ(S(T ))
WT

S0σT
]

e−rT [Λ(S(T ))
1

S2
0σT

(
W 2

T

σT
−WT − 1

σ
]

Partie IV. Estimation de volatilité σ

L'a
tif sousja
ent S est un pro
essus sto
hastique S(t), t ∈ [0, T ] qui véri�e l'équation di�éren-

tielle sto
hastique suivante:

dSt = rStdt+ σStdWt, S(t = 0) = S0 (11)

On note σ la volatilité de l'a
tion, r le drift (r = µ dans le monde de risk - neutre). La solution

de 
ette équation est donnée par la formule:

S(t) = S0 exp((r −
σ2

2
)t+ σW (t))
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On dé�nit sur l'intervalle [0, T ] une grille de points

ti = i∆t, i = 0, . . . , n

Alors pour tout i on a, en notant Si = S(ti)

Si+1 = Si exp((r −
σ2

2
)∆t+

√
∆t σN(0, 1))

Il s'ensuit que les variables aléatoires

Ui = ln

(

S(ti)

S(ti−1)

)

= (r − σ2

2
)∆t+

√
∆t σN(0, 1)

suivent la loi normale de moyenne

E[Ui] = (r − σ2

2
)∆t (12)

et de varian
e

V ar[Ui] = σ2∆t. (13)

Don
 on a une estimation pour la volatilité

σ =

√

V ar[Ui]

∆t

Supposons que nous 
onnaissons les valeurs de l'a
tif S entre les dates t0 et tn

S(t0), S(t1), ..., S(tn)

On peut alors 
al
uler les valeurs Ui = ln

(

S(ti)

S(ti−1)

)

aux instants de temps 
orrespondants et

en déduire une estimation de la moyenne et la varian
e des Ui:

E[Ui] =
1

n

n
∑

i=1

Ui, V ar[Ui] =
1

n− 1

n
∑

i=1

(Ui − a)2

On peut maintenant estimer le paramètre in
onnu σ à partir de la relation pour V ar[Ui] 
i-
dessus:

σestime =

√

V ar[Ui]

∆t

soit

σestime =

√

√

√

√

1

∆t
(

1

n− 1

n
∑

i=1

U2
i − 1

n(n− 1)
(

n
∑

i=1

Ui)2)

Travail à faire
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1. Simuler l'évolution de l'a
tion. Estimer sa volatilité et 
omparer ave
 la valeur exa
te σ.

2. Veri�er que la valeur de la volatilité estimée tombe bien ave
 la probabilité 95% dans l'intervalle:

σ = σexacte ∈ [σestime ± 1.96σestime

√
2M

]

3. é
rire en VBA une ma
ro pour EXCEL qui permet d'estimer la volatilité à partir des données

historiques 
ontenues dans une 
olonne de �
hier EXCEL.

Partie V. Interfa
e graphique

L'obje
tif de 
ette partie est de réaliser en VB.Net une interfa
e graphique qui permet de

paramétrer et réaliser les di�érents 
al
uls prévus dans 
e projet. L'interfa
e doit répondre aux

spé
i�
ations suivantes:

1. L'interfa
e doit disposer de trois zones distin
tes: "Paramètres du modèle", "Paramètres de


al
uls", "Paramètres pour les simulations MC".

2. La zone "Paramètres du modèle" doit 
ontenir trois 
hamps de saisie:

• E
héan
e T

• Taux sans risque r

• Volatilité σ

• S0

3. Le 
hamps σ doit pouvoir être renseigné soit par saisie d'une valeur soit à l'aide de bouton

"Estimer la volatilité". Ce dernier doit dé
len
her l'estimation de la volatilité à partir des

données historiques 
ontenues dans un �
hier ex
el.

4. La zone "Paramètres de 
al
uls" doit 
ontenir les 
hamps de saisie:

• pas temporel dt

• pas spatial dS

• limite spatiale L

• Nombre de 
hemins pour les simulations Monte Carlo

Un bouton doit ensuite permettre de 
hoisir la méthode de 
al
ul entre "Di�éren
es �nies"

et "Monte Carlo". Le bouton "Cal
uler la solution" doit lan
er l'exé
utable de 
al
ul 
orre-

spondant ave
 les bons paramètres. L'exé
utable doit sto
ker les données de la solution dans

un �
hier texte.

5. Pour la 
onsultation des résultats de 
e 
al
ul l'interfa
e doit proposer de saisir un S0 et

a�
her (un bouton à prévoir) dans un 
hamps à 
oté la valeur V (S0, 0).
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6. Un bouton doit également permettre d'appeler une interfa
e d'a�
hage graphique (S
ilab ou

gnuplot) pour visualiser les graphiques.

Partie VI. Comparaison des résultats

Travail à faire

1. Tra
ez la fon
tion V (S, 0), solution analytique, d'après la formule donnée dans l'énon
é et la


omparez ave
 les solutions numériques obtenues dans les parties I et II.

Appliquez l'approximation suivante de la fon
tion N(x)

N(x) =

{

1−N ′(x)(a1κ+ a2κ
2 + a3κ

3 + a4κ
4 + a5κ

5) si x ≥ 0
1−N(−x) si x < 0

où

N ′(x) =
1√
2π

e−
x
2

2 , κ =
1

1 + γx

Les 
oe�
ients sont: γ = 0.2316419, a1 = 0.319381530, a2 = −0.356563782, a3 = 1.781477937, a4 =
−1.821255978, a5 = 1.330274429

2. Sur toute la grille de 
al
ul de la solution numérique de l'EDP (partie II) évaluer

max
i,n

|V n
i − V (Si, tn)|

3. Comparer les Gre
ques numériques aux valeurs exa
tes 
al
ulées à partir de la formule de

Bla
k et S
holes.
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2 Projet 2

Résolution numérique de l'équation de Bla
k et S
holes pour une

option binaire "Cash-or-nothing" (Put)

Le but du Projet 2 est l'évaluation numérique et analytique du prix d'une option

européenne de vente "Cash-or-nothing".

L'équation de Bla
k et S
holes ave
 la 
ondition �nale qui s'appelle "
ash-or-nothing" s'é
rit de

la forme:

{

∂V
∂t

− rV + rS ∂V
∂S

+ 1
2σ

2S2 ∂2V
∂S2 = 0

V (S, t = T ) = Λ(S) = H(K − S)
(14)

I
i H est la fon
tion de Heaviside.

La fon
tion V (S, t) donne le prix d'une au moment de temps t en fon
tion du prix S de l'a
tif

sousja
ent S. On note σ la volatilité de l'a
tion et r le taux d'intérêt.

On étudie également le problème d'évaluation des gre
ques, dé�nis par les expressions:

∆ =
∂V

∂S
, Γ =

∂2V

∂S2
, Θ =

∂V

∂t

Partie I. Solution analytique.

Montrer que la solution analytique de l'équation de Bla
k et S
holes s'é
rit:

V (S, t) = e−r(T−t)N(−d2)

d2 =
ln(S/K) + (r − σ2/2)(T − t)

σ
√
T − t

Elle sera utilisée pour véri�er la pré
ision des 
al
uls et déduire les 
onditions aux limites pour

le s
héma aux di�éren
es �nies.

Cal
uler les gre
ques.

Partie II. Résolution numérique de l'équation de BS.

2.1 Dis
rétisation de l'équation de BS.
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a) Dis
rétisons les variables: spatiale et temporelle:

x: S0 = 0, ...Si, ...SN+1 = L.

t: t0 = 0, ...tn, ...tM+1 = T .

Don




















i = 0, 1, 2, ...N + 1
n = 0, 1, 2, ...M + 1

∆S =
L

N + 1
, ∆t =

T

M + 1
V (tn, Si) ≡ V n

i

(15)

b) Pour dis
rétiser l'équation (1) on utilise:

• pour

∂V

∂t
la dérivée retrograde,

• pour

∂2V

∂S2
la se
onde dérivée, 
entrée,

• pour

∂V

∂S
la dérivée 
entrée

On dé�nit l'opérateur Mn
BS par l'expression:

Mn
BS = rV n

i − rSi

V n
i+1 − V n

i−1

2∆S
− 1

2
σ2S2

i

V n
i+1 + V n

i−1 − 2V n
i

(∆S)2


) L'équation de Bla
k et S
holes dis
rétisée par di�érentes méthodes s'é
rit :

• par la méthode d'Euler expli
ite

V n
i − V n−1

i

∆t
= Mn

BS(V
n
i−1, V

n
i+1, V

n
i ),

• par la méthode d'Euler impli
ite :

V n
i − V n−1

i

∆t
= Mn−1

BS ,

• par la méthode de Crank-Ni
olson impli
ite:

V n
i − V n−1

i

∆t
=

1

2
(Mn−1

BS +Mn
BS).

2.2 Travail à faire

1. M.q. les 
onditions aux limites sont:

{

V (t, S = 0) = e−r(T−t)

V (t, S → ∞) = 0
(16)
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2. Dis
rétiser les 
onditions aux limites et les 
onditions initiales.

3. Appliquer la méthode impli
ite d'Euler et montrer qu'on peut reé
rire 
ette équation sous la

forme :

BiV
n−1
i−1 +DiV

n−1
i +AiV

n−1
i+1 = Kn

i , (17)

4. Pré
iser Ai,Di, Bi,K
n
i et é
rire l'équation sous la forme matri
ielle.

5. Appliquer l'algorithme de Thomas et trouver la solution.

6. Visualiser les solutions pour t = 0, T4 ,
T
2 ,

3T
4 , T.

7. Imposer en S = L la 
onditions à limite de Neumann

∂V
∂S

(L, t) = 0, dis
rétiser 
ette 
ondition
et résoudre l'équation de Bla
k et S
holes ave
 nouvelles 
onditions aux limites:

{

V (0, t) = e−r(T−t)

∂V
∂S

(L, t) = 0
(18)

8. Utiliser les di�éren
es �nies pour évaluer les gre
ques ∆ = ∂V
∂S

et Γ = ∂2V
∂S2 dans un point S.

Utilisez les valeurs suivantes:







L = 20, T = 0.5
K = 10, r = 0.1, σ = 0.5
N = 100, ∆t = 10−2

Partie III. Simulation Monte Carlo.

On suppose que l'a
tif sousja
ent S est un pro
essus sto
hastique S(t), t ∈ [0, T ] qui véri�e
l'équation di�érentielle sto
hastique suivante:

dSt = rSdt+ σSdW (t), S(0) = S0 (19)

où (r, σ) sont les mêmes paramètres que dans l'EDP de Bla
k-S
holes et où W (t) est un mou-

vement brownien sur [0, T ].
La solution de 
ette équation est dé�nie par:

S(t) = S(0) exp

((

r − σ2

2

)

t+ σW (t)

)

Alors le prix d'une option européenne au moment de temps t = 0 de fon
tion de payo� Λ(S) est
donné par

V (S0, 0) = e−rT
E[Λ(S(T ))/S(t = 0) = S0] (20)
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La valeur �nale de S(T ) est dé�nit par

S(T ) = S(0) exp

( (

r − σ2

2

)

T + σ
√
TN(0, 1)

)

,

où N(0, 1) est le nombre qui suit la loi normale 
entré réduite et l'expression

√
TN(0, 1) rempla
e

W (T ).
1) Finalement on peut estimer le prix de l'option par la moyenne empirique suivante (sauf Projet

12):

V (S0, 0) =
e−rT

NMC

NMC
∑

k=1

[

Λ

(

S(0) exp

( (

r − σ2

2

)

T + σ
√
TN(k)(0, 1)

))]

(21)

2) Delta d'une option européenne

∆ =
∂V

∂S
∼ V (S + h)− V (S)

h

au moment de temps t = 0 est donné par

∆(S0, 0) = e−rT
E[

Λ(Sh(T ))− Λ(S(T ))

h
] (22)

où l'évolution de l'a
tif Sh(t) 
ommen
e de S0 + h:

Sh(t) = (S(0) + h) exp

( (

r − σ2

2

)

t+ σW (t)

)

et h est un petit nombre. 3) Gamma d'une option européenne

Γ =
∂2V

∂S2
∼ V (S + h)− 2V (S) + V (S − h)

h2

au moment t = 0 est donné par

Γ(S0, 0) = e−rT
E[

Λ(Sh1(T ))− 2Λ(S(T )) + Λ(Sh2(T ))

h2
] (23)

où l'évolution de l'a
tif Sh1(t) 
ommen
e de S0 + h:

Sh1(t) = (S(0) + h) exp

( (

r − σ2

2

)

t+ σW (t)

)

,

l'évolution de l'a
tif Sh2(t) 
ommen
e de S0 − h:

Sh2(t) = (S(0) − h) exp

( (

r − σ2

2

)

t+ σW (t)

)

,

4) Evaluation des gre
ques par le 
al
ul de Malliavin.
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La méthode développée la première fois par Fournié permet d'é
rire les sensibilités sous la forme

d'une espéran
e.

∆(S0, 0) = e−rT
E[Λ(S(T ))ω∆]

Γ(S0, 0) = e−rT
E[Λ(S(T ))ωΓ]

où les poids ω∆ et ωΓ ne dépendent pas du payo� de l'option.

ω∆ =
WT

S0σT

ωΓ =
1

S2
0σT

(
W 2

T

σT
−WT − 1

σ
)

I
i WT est la dernière 
oordonné du mouvement Brownien.

Travail à faire

1. Cal
uler par simulation une estimation de V (S0, 0). Pour 
ela on n'a besoin que la valeur

�nale S(T ). Don
 vous allez simuler un grand nombre (NMC) de nombres N(0, 1) qui

suivent la loi normale 
entré réduite. Ensuite il ne reste qu'à 
al
uler la moyenne empirique

de Λ(S(T )) par la formule (211)

2. Cal
uler par simulation une estimation de ∆(S0, 0). Pour 
ela vous simulez aussi un grand

nombre (NMC) de nombres N(0, 1) qui suivent la loi normale 
entré réduite. Pour


haque 
ouple S(T ) et Sh(T ) on utilise le même nombre N(0, 1) Ensuite on évalue

la moyenne empirique de

Λ(Sh(T ))− Λ(S(T ))

h

3. Cal
uler de façon similaire par simulation une estimation Γ(S0, 0).

4. Essayer de 
al
uler de façon similaire par simulation une estimation Θ(S0, 0).

5. E�e
tuer 
es 
al
uls ave
 les mêmes données que dans la partie 2, pour di�érentes

valeurs initiales de l'a
tif: S0 = 0, 0.2, 0.4, . . . , 20 et en prenant NMC = 100, 1000, 10000.
Réaliser les graphes de S0 7→ V (S0, 0), S0 7→ ∆(S0, 0), S0 7→ Γ(S0, 0), S0 7→
Θ(S0, 0)

6. Cal
uler par simulation une estimation de ∆(S0, 0) par le 
al
ul de Malliavin. Pour 
ela

vous simulez aussi un grand nombre (NMC) de nombres N(0, 1) qui suivent la loi normale


entré réduite. Pour 
haque 
ouple S(T ) et WT on utilise le même nombre N(0, 1)
Ensuite on évalue la moyenne empirique de

e−rT [Λ(S(T ))
WT

S0σT
]

e−rT [Λ(S(T ))
1

S2
0σT

(
W 2

T

σT
−WT − 1

σ
]

14



Partie IV. Estimation de volatilité σ

L'a
tif sousja
ent S est un pro
essus sto
hastique S(t), t ∈ [0, T ] qui véri�e l'équation di�éren-

tielle sto
hastique suivante:

dSt = rStdt+ σStdWt, S(t = 0) = S0 (24)

On note σ la volatilité de l'a
tion, r le drift (r = µ dans le monde de risk - neutre). La solution

de 
ette équation est donnée par la formule:

S(t) = S0 exp((r −
σ2

2
)t+ σW (t))

On dé�nit sur l'intervalle [0, T ] une grille de points

ti = i∆t, i = 0, . . . , n

Alors pour tout i on a, en notant Si = S(ti)

Si+1 = Si exp((r −
σ2

2
)∆t+

√
∆t σN(0, 1))

Il s'ensuit que les variables aléatoires

Ui = ln

(

S(ti)

S(ti−1)

)

= (r − σ2

2
)∆t+

√
∆t σN(0, 1)

suivent la loi normale de moyenne

E[Ui] = (r − σ2

2
)∆t (25)

et de varian
e

V ar[Ui] = σ2∆t. (26)

Don
 on a une estimation pour la volatilité

σ =

√

V ar[Ui]

∆t

Supposons que nous 
onnaissons les valeurs de l'a
tif S entre les dates t0 et tn

S(t0), S(t1), ..., S(tn)

On peut alors 
al
uler les valeurs Ui = ln

(

S(ti)

S(ti−1)

)

aux instants de temps 
orrespondants et

en déduire une estimation de la moyenne et la varian
e des Ui:

E[Ui] =
1

n

n
∑

i=1

Ui, V ar[Ui] =
1

n− 1

n
∑

i=1

(Ui − a)2

15



On peut maintenant estimer le paramètre in
onnu σ à partir de la relation pour V ar[Ui] 
i-
dessus:

σestime =

√

V ar[Ui]

∆t

soit

σestime =

√

√

√

√

1

∆t
(

1

n− 1

n
∑

i=1

U2
i − 1

n(n− 1)
(

n
∑

i=1

Ui)2)

Travail à faire

1. Simuler l'évolution de l'a
tion. Estimer sa volatilité et 
omparer ave
 la valeur exa
te σ.

2. Veri�er que la valeur de la volatilité estimée tombe bien ave
 la probabilité 95% dans l'intervalle:

σ = σexacte ∈ [σestime ± 1.96σestime

√
2M

]

3. é
rire en VBA une ma
ro pour EXCEL qui permet d'estimer la volatilité à partir des données

historiques 
ontenues dans une 
olonne de �
hier EXCEL.

Partie V. Interfa
e graphique

L'obje
tif de 
ette partie est de réaliser en VB.Net une interfa
e graphique qui permet de

paramétrer et réaliser les di�érents 
al
uls prévus dans 
e projet. L'interfa
e doit répondre aux

spé
i�
ations suivantes:

1. L'interfa
e doit disposer de trois zones distin
tes: "Paramètres du modèle", "Paramètres de


al
uls", "Paramètres pour les simulations MC".

2. La zone "Paramètres du modèle" doit 
ontenir trois 
hamps de saisie:

• E
héan
e T

• Taux sans risque r

• Volatilité σ

• S0

3. Le 
hamps σ doit pouvoir être renseigné soit par saisie d'une valeur soit à l'aide de bouton

"Estimer la volatilité". Ce dernier doit dé
len
her l'estimation de la volatilité à partir des

données historiques 
ontenues dans un �
hier ex
el.

4. La zone "Paramètres de 
al
uls" doit 
ontenir les 
hamps de saisie:

16



• pas temporel dt

• pas spatial dS

• limite spatiale L

• Nombre de 
hemins pour les simulations Monte Carlo

Un bouton doit ensuite permettre de 
hoisir la méthode de 
al
ul entre "Di�éren
es �nies"

et "Monte Carlo". Le bouton "Cal
uler la solution" doit lan
er l'exé
utable de 
al
ul 
orre-

spondant ave
 les bons paramètres. L'exé
utable doit sto
ker les données de la solution dans

un �
hier texte.

5. Pour la 
onsultation des résultats de 
e 
al
ul l'interfa
e doit proposer de saisir un S0 et

a�
her (un bouton à prévoir) dans un 
hamps à 
oté la valeur V (S0, 0).

6. Un bouton doit également permettre d'appeler une interfa
e d'a�
hage graphique (S
ilab ou

gnuplot) pour visualiser les graphiques.

Partie VI. Comparaison des résultats

1. Tra
ez la fon
tion V (S, 0), solution analytique, d'après la formule donnée dans l'énon
é et la


omparez ave
 les solutions numériques obtenues dans les parties I et II.

Appliquez l'approximation suivante de la fon
tion N(x)

N(x) =

{

1−N ′(x)(a1κ+ a2κ
2 + a3κ

3 + a4κ
4 + a5κ

5) si x ≥ 0
1−N(−x) si x < 0

où

N ′(x) =
1√
2π

e−
x
2

2 , κ =
1

1 + γx

Les 
oe�
ients sont: γ = 0.2316419, a1 = 0.319381530, a2 = −0.356563782, a3 = 1.781477937, a4 =
−1.821255978, a5 = 1.330274429

2. Sur toute la grille de 
al
ul de la solution numérique de l'EDP (partie II) évaluer

max
i,n

|V n
i − V (Si, tn)|

3. Comparer les Gre
ques numériques aux valeurs exa
tes 
al
ulées à partir de la formule de

Bla
k et S
holes.

17



3 Projet 3

Résolution numérique de l'équation de Bla
k et S
holes pour une

option européenne ave
 dividende.

Le but du Projet 3 est l'évaluation numérique et analytique du prix d'une option

européenne d'a
hat ave
 dividende.

On 
onsidère un a
tif S qui au 
ours de son évolution paye des dividendes à taux 
onstant D.

L'équation de Bla
k et S
holes qui dé
rit le prix d'une option européenne d'a
hat sur un tel a
tif

est de la forme: s'é
rit de la forme:







∂V

∂t
− rV + (r −D)S

∂V

∂S
+

1

2
σ2S2 ∂

2V

∂S2
= 0

V (S, t = T ) = Λ(S) = max(S −K, 0)
(27)

Cette équation permet de trouver le prix V (S, t) de l'option d'a
hat (ou 
all) d'une a
tion qui

vaut initialement S et qu'on pourra a
heter au prix K dans un temps ultérieur T . V (0, S) est le
prix au temps t = 0 de l'option d'a
hat de prix d'exer
i
e K à l'é
héan
e T > 0, et d'a
tif S en

t = 0. On note σ la volatilité de l'a
tion, r le taux d'intérêt et D le dividende.

On étudie également le problème d'évaluation des gre
ques, dé�nis par les expressions:

∆ =
∂V

∂S
, Γ =

∂2V

∂S2
, Θ =

∂V

∂t

Partie I. Solution analytique.

Montrer que la solution analytique de l'équation de Bla
k et S
holes 
i-dessus est:

V (S, t) = Se−D(T−t)N(d1)−Ke−r(T−t)N(d2)

dj =
ln(S/K) + ((r −D) + (−1)jσ2/2)(T − t)

σ
√
T − t

, j = 1, 2

Elle sera utilisée pour véri�er la pré
ision des 
al
uls et déduire les 
onditions aux limites pour

le s
héma aux di�éren
es �nies.

Partie II. Résolution numérique de l'équation de BS.

2.1 Dis
rétisation de l'équation de BS.
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a) Dis
rétisons les variables: spatiale et temporelle:

x: S0 = 0, ...Si, ...SN+1 = L.

t: t0 = 0, ...tn, ...tM+1 = T .

Don




















i = 0, 1, 2, ...N + 1
n = 0, 1, 2, ...M + 1

∆S =
L

N + 1
, ∆t =

T

M + 1
V (tn, Si) ≡ V n

i

(28)

b) Pour dis
rétiser l'équation (1) on utilise:

• pour

∂V

∂t
la dérivée retrograde,

• pour

∂2V

∂S2
la se
onde dérivée, 
entrée,

• pour

∂V

∂S
la dérivée 
entrée

On dé�nit l'opérateur Mn
BS par l'expression:

Mn
BS = rV n

i − (r −D)Si

V n
i+1 − V n

i−1

2∆S
− 1

2
σ2S2

i

V n
i+1 + V n

i−1 − 2V n
i

(∆S)2


) L'équation de Bla
k et S
holes dis
rétisée par di�érentes méthodes s'é
rit :

• par la méthode d'Euler expli
ite

V n
i − V n−1

i

∆t
= Mn

BS(V
n
i−1, V

n
i+1, V

n
i ),

• par la méthode d'Euler impli
ite :

V n
i − V n−1

i

∆t
= Mn−1

BS ,

• par la méthode de Crank-Ni
olson impli
ite:

V n
i − V n−1

i

∆t
=

1

2
(Mn−1

BS +Mn
BS).

2.2 Travail à faire

1. M.q. es 
onditions aux limites sont:

{

V (0, t) = 0

V (S, t) ∼ Se−D(T−t) −Ke−r(T−t), S → +∞ (29)
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2. Montrer les 
ondition aux limites:

{

V (0, t) = 0

V (L, t) = Le−D(T−t) −Ke−r(T−t) (30)

3. Dis
rétiser les 
onditions aux limites et les 
onditions initiales.

4. Appliquer la méthode impli
ite de Crank-Ni
olson et montrer qu'on peut reé
rire 
ette équa-

tion sous la forme :

BiV
n−1
i−1 +DiV

n−1
i +AiV

n−1
i+1 = Kn

i , (31)

5. Pré
iser Ai,Di, Bi,K
n
i et é
rire l'équation sous la forme matri
ielle.

6. Appliquer l'algorithme de Thomas et trouver la solution.

7. Visualiser les solutions pour t = 0, T4 ,
T
2 ,

3T
4 , T.

8. Imposer en S = 0 la 
onditions à limite de Neumann

∂V

∂S
(0, t) = 0,

dis
rétiser 
ette 
ondition et résoudre l'équation de Bla
k et S
holes ave
 nouvelles 
onditions

aux limites:

{

∂V
∂S

(0, t) = 0

V (L, t) = Le−D(T−t) −Ke−r(T−t) (32)

9. Utiliser les di�éren
es �nies pour évaluer les gre
ques ∆ = ∂V
∂S

et Γ = ∂2V
∂S2 dans un point S.

Utilisez les valeurs suivantes:















L = 20, T = 0.5
K = 10, r = 0.1, σ = 0.5
D = 0.02 et D = 0.4
N = 100, ∆t = 10−2

Partie III. Simulation Monte Carlo.
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On suppose que l'a
tif sousja
ent S est un pro
essus sto
hastique S(t), t ∈ [0, T ] qui véri�e
l'équation di�érentielle sto
hastique suivante:

dSt = (r −D)Sdt+ σSdW (t), S(0) = S0 (33)

où (r, σ) sont les mêmes paramètres que dans l'EDP de Bla
k-S
holes et où W (t) est un mou-

vement brownien sur [0, T ].
La solution de 
ette équation est dé�nie par:

S(t) = S(0) exp

((

r −D − σ2

2

)

t+ σW (t)

)

Alors le prix d'une option européenne au moment de temps t = 0 de fon
tion de payo� Λ(S) est
donné par

V (S0, 0) = e−rT
E[Λ(S(T ))/S(t = 0) = S0] (34)

La valeur �nale de S(T ) est dé�nit par

S(T ) = S(0) exp

( (

r −D − σ2

2

)

T + σ
√
TN(0, 1)

)

,

où N(0, 1) est le nombre qui suit la loi normale 
entré réduite et l'expression

√
TN(0, 1) rempla
e

W (T ).
Finalement on peut estimer le prix de l'option par la moyenne empirique suivante (sauf Projet

12):

V (S0, 0) =
e−rT

NMC

NMC
∑

k=1

[

Λ

(

S(0) exp

( (

r −D − σ2

2

)

T + σ
√
TN(k)(0, 1)

))]

(35)

Delta d'une option européenne

∆ =
∂V

∂S
∼ V (S + h)− V (S)

h

au moment de temps t = 0 est donné par

∆(S0, 0) = e−rT
E[

Λ(Sh(T ))− Λ(S(T ))

h
] (36)

où l'évolution de l'a
tif Sh(t) 
ommen
e de S0 + h:

Sh(t) = (S(0) + h) exp

( (

r −D − σ2

2

)

t+ σW (t)

)

et h est un petit nombre. Gamma d'une option européenne

Γ =
∂2V

∂S2
∼ V (S + h)− 2V (S) + V (S − h)

h2

21



au moment t = 0 est donné par

Γ(S0, 0) = e−rT
E[

Λ(Sh1(T ))− 2Λ(S(T )) + Λ(Sh2(T ))

h2
] (37)

où l'évolution de l'a
tif Sh1(t) 
ommen
e de S0 + h:

Sh1(t) = (S(0) + h) exp

( (

r −D − σ2

2

)

t+ σW (t)

)

,

l'évolution de l'a
tif Sh2(t) 
ommen
e de S0 − h:

Sh2(t) = (S(0) − h) exp

( (

r −D − σ2

2

)

t+ σW (t)

)

,

4) Evaluation des gre
ques par le 
al
ul de Malliavin.

La méthode développée la première fois par Fournié permet d'é
rire les sensibilités sous la forme

d'une espéran
e.

∆(S0, 0) = e−rT
E[Λ(S(T ))ω∆]

Γ(S0, 0) = e−rT
E[Λ(S(T ))ωΓ]

où les poids ω∆ et ωΓ ne dépendent pas du payo� de l'option.

ω∆ =
WT

S0σT

ωΓ =
1

S2
0σT

(
W 2

T

σT
−WT − 1

σ
)

I
i WT est la dernière 
oordonné du mouvement Brownien.

Travail à faire

1. Cal
uler par simulation une estimation de V (S0, 0). Pour 
ela on n'a besoin que la valeur

�nale S(T ). Don
 vous allez simuler un grand nombre (NMC) de nombres N(0, 1) qui

suivent la loi normale 
entré réduite. Ensuite il ne reste qu'à 
al
uler la moyenne empirique

de Λ(S(T )) par la formule (211)

2. Cal
uler par simulation une estimation de ∆(S0, 0). Pour 
ela vous simulez aussi un grand

nombre (NMC) de nombres N(0, 1) qui suivent la loi normale 
entré réduite. Pour


haque 
ouple S(T ) et Sh(T ) on utilise le même nombre N(0, 1) Ensuite on évalue

la moyenne empirique de

Λ(Sh(T ))− Λ(S(T ))

h
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3. Cal
uler de façon similaire par simulation une estimation Γ(S0, 0).

4. Essayer de 
al
uler de façon similaire par simulation une estimation Θ(S0, 0).

5. E�e
tuer 
es 
al
uls ave
 les mêmes données que dans la partie 2, pour di�érentes

valeurs initiales de l'a
tif: S0 = 0, 0.2, 0.4, . . . , 20 et en prenant NMC = 100, 1000, 10000.
Réaliser les graphes de S0 7→ V (S0, 0), S0 7→ ∆(S0, 0), S0 7→ Γ(S0, 0), S0 7→
Θ(S0, 0)

6. Cal
uler par simulation une estimation de ∆(S0, 0) par le 
al
ul de Malliavin. Pour 
ela

vous simulez aussi un grand nombre (NMC) de nombres N(0, 1) qui suivent la loi normale


entré réduite. Pour 
haque 
ouple S(T ) et WT on utilise le même nombre N(0, 1)
Ensuite on évalue la moyenne empirique de

e−rT [Λ(S(T ))
WT

S0σT
]

e−rT [Λ(S(T ))
1

S2
0σT

(
W 2

T

σT
−WT − 1

σ
]

Partie IV. Estimation de volatilité σ

L'a
tif sousja
ent S est un pro
essus sto
hastique S(t), t ∈ [0, T ] qui véri�e l'équation di�éren-

tielle sto
hastique suivante:

dSt = (r −D)Stdt+ σStdWt, S(t = 0) = S0 (38)

On note σ la volatilité de l'a
tion, r le drift (r = µ dans le monde de risk - neutre). La solution

de 
ette équation est donnée par la formule:

S(t) = S0 exp((r −D − σ2

2
)t+ σW (t))

On dé�nit sur l'intervalle [0, T ] une grille de points

ti = i∆t, i = 0, . . . , n

Alors pour tout i on a, en notant Si = S(ti)

Si+1 = Si exp((r −D − σ2

2
)∆t+

√
∆t σN(0, 1))

Il s'ensuit que les variables aléatoires

Ui = ln

(

S(ti)

S(ti−1)

)

= (r −D − σ2

2
)∆t+

√
∆t σN(0, 1)
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suivent la loi normale de moyenne

E[Ui] = (r −D − σ2

2
)∆t (39)

et de varian
e

V ar[Ui] = σ2∆t. (40)

Don
 on a une estimation pour la volatilité

σ =

√

V ar[Ui]

∆t

Supposons que nous 
onnaissons les valeurs de l'a
tif S entre les dates t0 et tn

S(t0), S(t1), ..., S(tn)

On peut alors 
al
uler les valeurs Ui = ln

(

S(ti)

S(ti−1)

)

aux instants de temps 
orrespondants et

en déduire une estimation de la moyenne et la varian
e des Ui:

E[Ui] =
1

n

n
∑

i=1

Ui, V ar[Ui] =
1

n− 1

n
∑

i=1

(Ui − a)2

On peut maintenant estimer le paramètre in
onnu σ à partir de la relation pour V ar[Ui] 
i-
dessus:

σestime =

√

V ar[Ui]

∆t

soit

σestime =

√

√

√

√

1

∆t
(

1

n− 1

n
∑

i=1

U2
i − 1

n(n− 1)
(

n
∑

i=1

Ui)2)

Travail à faire

1. Simuler l'évolution de l'a
tion. Estimer sa volatilité et 
omparer ave
 la valeur exa
te σ.

2. Veri�er que la valeur de la volatilité estimée tombe bien ave
 la probabilité 95% dans l'intervalle:

σ = σexacte ∈ [σestime ± 1.96σestime

√
2M

]

3. é
rire en VBA une ma
ro pour EXCEL qui permet d'estimer la volatilité à partir des données

historiques 
ontenues dans une 
olonne de �
hier EXCEL.

Partie V. Interfa
e graphique
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L'obje
tif de 
ette partie est de réaliser en VB.Net une interfa
e graphique qui permet de

paramétrer et réaliser les di�érents 
al
uls prévus dans 
e projet. L'interfa
e doit répondre aux

spé
i�
ations suivantes:

1. L'interfa
e doit disposer de trois zones distin
tes: "Paramètres du modèle", "Paramètres de


al
uls", "Paramètres pour les simulations MC".

2. La zone "Paramètres du modèle" doit 
ontenir trois 
hamps de saisie:

• E
héan
e T

• Taux sans risque r

• Volatilité σ

• S0

3. Le 
hamps σ doit pouvoir être renseigné soit par saisie d'une valeur soit à l'aide de bouton

"Estimer la volatilité". Ce dernier doit dé
len
her l'estimation de la volatilité à partir des

données historiques 
ontenues dans un �
hier ex
el.

4. La zone "Paramètres de 
al
uls" doit 
ontenir les 
hamps de saisie:

• pas temporel dt

• pas spatial dS

• limite spatiale L

• Nombre de 
hemins pour les simulations Monte Carlo

Un bouton doit ensuite permettre de 
hoisir la méthode de 
al
ul entre "Di�éren
es �nies"

et "Monte Carlo". Le bouton "Cal
uler la solution" doit lan
er l'exé
utable de 
al
ul 
orre-

spondant ave
 les bons paramètres. L'exé
utable doit sto
ker les données de la solution dans

un �
hier texte.

5. Pour la 
onsultation des résultats de 
e 
al
ul l'interfa
e doit proposer de saisir un S0 et

a�
her (un bouton à prévoir) dans un 
hamps à 
oté la valeur V (S0, 0).

6. Un bouton doit également permettre d'appeler une interfa
e d'a�
hage graphique (S
ilab ou

gnuplot) pour visualiser les graphiques.

Partie VI. Comparaison des résultats

1. Tra
ez la fon
tion V (S, 0), solution analytique, d'après la formule donnée dans l'énon
é et la


omparez ave
 les solutions numériques obtenues dans les parties I et II.

Appliquez l'approximation suivante de la fon
tion N(x)

N(x) =

{

1−N ′(x)(a1κ+ a2κ
2 + a3κ

3 + a4κ
4 + a5κ

5) si x ≥ 0
1−N(−x) si x < 0
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où

N ′(x) =
1√
2π

e−
x
2

2 , κ =
1

1 + γx

Les 
oe�
ients sont: γ = 0.2316419, a1 = 0.319381530, a2 = −0.356563782, a3 = 1.781477937, a4 =
−1.821255978, a5 = 1.330274429

2. Sur toute la grille de 
al
ul de la solution numérique de l'EDP (partie II) évaluer

max
i,n

|V n
i − V (Si, tn)|

3. Cal
uler les gre
ques. Comparer les Gre
ques numériques aux valeurs exa
tes 
al
ulées à

partir de la formule de Bla
k et S
holes.
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4 Projet 4

Résolution numérique de l'équation de Bla
k et S
holes pour une

option de type put européen ave
 dividende.

Le but du Projet 4 est l'évaluation numérique et analytique du prix d'une option

européenne de vente ave
 dividende.

L'équation de Bla
k et S
holes ave
 la 
ondition �nale s'é
rit de la forme:







∂V

∂t
− rV + (r −D)S

∂V

∂S
+

1

2
σ2S2 ∂

2V

∂S2
= 0

V (S, t = T ) = Λ(S) = max(K − S, 0)
(41)

La fon
tion V (S, t) donne le prix d'une au moment de temps t en fon
tion du prix S de l'a
tif

sousja
ent S. On note σ la volatilité de l'a
tion, r le taux d'intérêt et D le dividende.

On étudie également le problème d'évaluation des gre
ques, dé�nis par les expressions:

∆ =
∂V

∂S
, Γ =

∂2V

∂S2
, Θ =

∂V

∂t

Solution analytique.

Montrer que la solution analytique de l'équation de Bla
k et S
holes 
i-dessus est:

V (S, t) = −Se−D(T−t)N(−d1) +Ke−r(T−t)N(−d2)

d1,2 =
ln(S/K) + ((r −D)± σ2/2)(T − t)

σ
√
T − t

Elle sera utilisée pour véri�er la pré
ision des 
al
uls et déduire les 
onditions aux limites pour

le s
héma aux di�éren
es �nies.

Cal
uler les gre
ques.

Partie I. Solution analytique.

2.1 Dis
rétisation de l'équation de BS.

a) Dis
rétisons les variables: spatiale et temporelle:

x: S0 = 0, ...Si, ...SN+1 = L.

t: t0 = 0, ...tn, ...tM+1 = T .

Don
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

















i = 0, 1, 2, ...N + 1
n = 0, 1, 2, ...M + 1

∆S =
L

N + 1
, ∆t =

T

M + 1
V (tn, Si) ≡ V n

i

(42)

b) Pour dis
rétiser l'équation (1) on utilise:

• pour

∂V

∂t
la dérivée retrograde,

• pour

∂2V

∂S2
la se
onde dérivée, 
entrée,

• pour

∂V

∂S
la dérivée 
entrée

On dé�nit l'opérateur Mn
BS par l'expression:

Mn
BS = rV n

i − (r −D)Si

V n
i+1 − V n

i−1

2∆S
− 1

2
σ2S2

i

V n
i+1 + V n

i−1 − 2V n
i

(∆S)2


) L'équation de Bla
k et S
holes dis
rétisée par di�érentes méthodes s'é
rit :

• par la méthode d'Euler expli
ite

V n
i − V n−1

i

∆t
= Mn

BS(V
n
i−1, V

n
i+1, V

n
i ),

• par la méthode d'Euler impli
ite :

V n
i − V n−1

i

∆t
= Mn−1

BS ,

• par la méthode de Crank-Ni
olson impli
ite:

V n
i − V n−1

i

∆t
=

1

2
(Mn−1

BS +Mn
BS).

2.2 Travail à faire

1. Montrer les 
ondition aux limites:

{

V (0, t) = 0

V (L, t) = Le−D(T−t) −Ke−r(T−t) (43)

2. Dis
rétiser les 
onditions aux limites et les 
onditions initiales.
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3. Appliquer la méthode impli
ite d'Euler et montrer qu'on peut reé
rire 
ette équation sous la

forme :

BiV
n−1
i−1 +DiV

n−1
i +AiV

n−1
i+1 = Kn

i , (44)

4. Pré
iser Ai,Di, Bi,K
n
i et é
rire l'équation sous la forme matri
ielle.

5. Appliquer l'algorithme de Thomas et trouver la solution.

6. Visualiser les solutions pour t = 0, T4 ,
T
2 ,

3T
4 , T.

7. Comparer à t = 0 les solutions pour D = 0.4 et D = 0.02.

8. Imposer en S = 0 la 
onditions à limite de Neumann

∂V
∂S

(0, t) = 0, dis
rétiser 
ette 
ondition

9. Utiliser les di�éren
es �nies pour évaluer les gre
ques ∆ = ∂V
∂S

et Γ = ∂2V
∂S2 dans un point S.

Utilisez les valeurs suivantes:















L = 20, T = 0.5
K = 10, r = 0.1, σ = 0.5
D = 0.02 et D = 0.4
N = 100, ∆t = 10−2

Partie III. Simulation Monte Carlo.

On suppose que l'a
tif sousja
ent S est un pro
essus sto
hastique S(t), t ∈ [0, T ] qui véri�e
l'équation di�érentielle sto
hastique suivante:

dSt = rSdt+ σSdW (t), S(0) = S0 (45)

où (r, σ) sont les mêmes paramètres que dans l'EDP de Bla
k-S
holes et où W (t) est un mou-

vement brownien sur [0, T ].
La solution de 
ette équation est dé�nie par:

S(t) = S(0) exp

((

r − σ2

2

)

t+ σW (t)

)

Alors le prix d'une option européenne au moment de temps t = 0 de fon
tion de payo� Λ(S) est
donné par

V (S0, 0) = e−rT
E[Λ(S(T ))/S(t = 0) = S0] (46)

La valeur �nale de S(T ) est dé�nit par

S(T ) = S(0) exp

( (

r − σ2

2

)

T + σ
√
TN(0, 1)

)

,
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où N(0, 1) est le nombre qui suit la loi normale 
entré réduite et l'expression

√
TN(0, 1) rempla
e

W (T ).
1) Finalement on peut estimer le prix de l'option par la moyenne empirique suivante (sauf Projet

12):

V (S0, 0) =
e−rT

NMC

NMC
∑

k=1

[

Λ

(

S(0) exp

( (

r − σ2

2

)

T + σ
√
TN(k)(0, 1)

))]

(47)

2) Delta d'une option européenne

∆ =
∂V

∂S
∼ V (S + h)− V (S)

h

au moment de temps t = 0 est donné par

∆(S0, 0) = e−rT
E[

Λ(Sh(T ))− Λ(S(T ))

h
] (48)

où l'évolution de l'a
tif Sh(t) 
ommen
e de S0 + h:

Sh(t) = (S(0) + h) exp

( (

r − σ2

2

)

t+ σW (t)

)

et h est un petit nombre. 3) Gamma d'une option européenne

Γ =
∂2V

∂S2
∼ V (S + h)− 2V (S) + V (S − h)

h2

au moment t = 0 est donné par

Γ(S0, 0) = e−rT
E[

Λ(Sh1(T ))− 2Λ(S(T )) + Λ(Sh2(T ))

h2
] (49)

où l'évolution de l'a
tif Sh1(t) 
ommen
e de S0 + h:

Sh1(t) = (S(0) + h) exp

( (

r − σ2

2

)

t+ σW (t)

)

,

l'évolution de l'a
tif Sh2(t) 
ommen
e de S0 − h:

Sh2(t) = (S(0) − h) exp

( (

r − σ2

2

)

t+ σW (t)

)

,

4) Evaluation des gre
ques par le 
al
ul de Malliavin.

La méthode développée la première fois par Fournié permet d'é
rire les sensibilités sous la forme

d'une espéran
e.

∆(S0, 0) = e−rT
E[Λ(S(T ))ω∆]

Γ(S0, 0) = e−rT
E[Λ(S(T ))ωΓ]
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où les poids ω∆ et ωΓ ne dépendent pas du payo� de l'option.

ω∆ =
WT

S0σT

ωΓ =
1

S2
0σT

(
W 2

T

σT
−WT − 1

σ
)

I
i WT est la dernière 
oordonné du mouvement Brownien.

Travail à faire

1. Cal
uler par simulation une estimation de V (S0, 0). Pour 
ela on n'a besoin que la valeur

�nale S(T ). Don
 vous allez simuler un grand nombre (NMC) de nombres N(0, 1) qui

suivent la loi normale 
entré réduite. Ensuite il ne reste qu'à 
al
uler la moyenne empirique

de Λ(S(T )) par la formule (211)

2. Cal
uler par simulation une estimation de ∆(S0, 0). Pour 
ela vous simulez aussi un grand

nombre (NMC) de nombres N(0, 1) qui suivent la loi normale 
entré réduite. Pour


haque 
ouple S(T ) et Sh(T ) on utilise le même nombre N(0, 1) Ensuite on évalue

la moyenne empirique de

Λ(Sh(T ))− Λ(S(T ))

h

3. Cal
uler de façon similaire par simulation une estimation Γ(S0, 0).

4. Essayer de 
al
uler de façon similaire par simulation une estimation Θ(S0, 0).

5. E�e
tuer 
es 
al
uls ave
 les mêmes données que dans la partie 2, pour di�érentes

valeurs initiales de l'a
tif: S0 = 0, 0.2, 0.4, . . . , 20 et en prenant NMC = 100, 1000, 10000.
Réaliser les graphes de S0 7→ V (S0, 0), S0 7→ ∆(S0, 0), S0 7→ Γ(S0, 0), S0 7→
Θ(S0, 0)

6. Cal
uler par simulation une estimation de ∆(S0, 0) par le 
al
ul de Malliavin. Pour 
ela

vous simulez aussi un grand nombre (NMC) de nombres N(0, 1) qui suivent la loi normale


entré réduite. Pour 
haque 
ouple S(T ) et WT on utilise le même nombre N(0, 1)
Ensuite on évalue la moyenne empirique de

e−rT [Λ(S(T ))
WT

S0σT
]

e−rT [Λ(S(T ))
1

S2
0σT

(
W 2

T

σT
−WT − 1

σ
]
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Partie IV. Estimation de volatilité σ

L'a
tif sousja
ent S est un pro
essus sto
hastique S(t), t ∈ [0, T ] qui véri�e l'équation di�éren-

tielle sto
hastique suivante:

dSt = rStdt+ σStdWt, S(t = 0) = S0 (50)

On note σ la volatilité de l'a
tion, r le drift (r = µ dans le monde de risk - neutre). La solution

de 
ette équation est donnée par la formule:

S(t) = S0 exp((r −
σ2

2
)t+ σW (t))

On dé�nit sur l'intervalle [0, T ] une grille de points

ti = i∆t, i = 0, . . . , n

Alors pour tout i on a, en notant Si = S(ti)

Si+1 = Si exp((r −
σ2

2
)∆t+

√
∆t σN(0, 1))

Il s'ensuit que les variables aléatoires

Ui = ln

(

S(ti)

S(ti−1)

)

= (r − σ2

2
)∆t+

√
∆t σN(0, 1)

suivent la loi normale de moyenne

E[Ui] = (r − σ2

2
)∆t (51)

et de varian
e

V ar[Ui] = σ2∆t. (52)

Don
 on a une estimation pour la volatilité

σ =

√

V ar[Ui]

∆t

Supposons que nous 
onnaissons les valeurs de l'a
tif S entre les dates t0 et tn

S(t0), S(t1), ..., S(tn)

On peut alors 
al
uler les valeurs Ui = ln

(

S(ti)

S(ti−1)

)

aux instants de temps 
orrespondants et

en déduire une estimation de la moyenne et la varian
e des Ui:

E[Ui] =
1

n

n
∑

i=1

Ui, V ar[Ui] =
1

n− 1

n
∑

i=1

(Ui − a)2
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On peut maintenant estimer le paramètre in
onnu σ à partir de la relation pour V ar[Ui] 
i-
dessus:

σestime =

√

V ar[Ui]

∆t

soit

σestime =

√

√

√

√

1

∆t
(

1

n− 1

n
∑

i=1

U2
i − 1

n(n− 1)
(

n
∑

i=1

Ui)2)

Travail à faire

1. Simuler l'évolution de l'a
tion. Estimer sa volatilité et 
omparer ave
 la valeur exa
te σ.

2. Veri�er que la valeur de la volatilité estimée tombe bien ave
 la probabilité 95% dans l'intervalle:

σ = σexacte ∈ [σestime ± 1.96σestime

√
2M

]

3. é
rire en VBA une ma
ro pour EXCEL qui permet d'estimer la volatilité à partir des données

historiques 
ontenues dans une 
olonne de �
hier EXCEL.

Partie V. Interfa
e graphique

L'obje
tif de 
ette partie est de réaliser en VB.Net une interfa
e graphique qui permet de

paramétrer et réaliser les di�érents 
al
uls prévus dans 
e projet. L'interfa
e doit répondre aux

spé
i�
ations suivantes:

1. L'interfa
e doit disposer de trois zones distin
tes: "Paramètres du modèle", "Paramètres de


al
uls", "Paramètres pour les simulations MC".

2. La zone "Paramètres du modèle" doit 
ontenir trois 
hamps de saisie:

• E
héan
e T

• Taux sans risque r

• Volatilité σ

• S0

3. Le 
hamps σ doit pouvoir être renseigné soit par saisie d'une valeur soit à l'aide de bouton

"Estimer la volatilité". Ce dernier doit dé
len
her l'estimation de la volatilité à partir des

données historiques 
ontenues dans un �
hier ex
el.

4. La zone "Paramètres de 
al
uls" doit 
ontenir les 
hamps de saisie:
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• pas temporel dt

• pas spatial dS

• limite spatiale L

• Nombre de 
hemins pour les simulations Monte Carlo

Un bouton doit ensuite permettre de 
hoisir la méthode de 
al
ul entre "Di�éren
es �nies"

et "Monte Carlo". Le bouton "Cal
uler la solution" doit lan
er l'exé
utable de 
al
ul 
orre-

spondant ave
 les bons paramètres. L'exé
utable doit sto
ker les données de la solution dans

un �
hier texte.

5. Pour la 
onsultation des résultats de 
e 
al
ul l'interfa
e doit proposer de saisir un S0 et

a�
her (un bouton à prévoir) dans un 
hamps à 
oté la valeur V (S0, 0).

6. Un bouton doit également permettre d'appeler une interfa
e d'a�
hage graphique (S
ilab ou

gnuplot) pour visualiser les graphiques.

Partie VI. Comparaison des résultats

1. Tra
ez la fon
tion V (S, 0), solution analytique, d'après la formule donnée dans l'énon
é et la


omparez ave
 les solutions numériques obtenues dans les parties I et II.

Appliquez l'approximation suivante de la fon
tion N(x)

N(x) =

{

1−N ′(x)(a1κ+ a2κ
2 + a3κ

3 + a4κ
4 + a5κ

5) si x ≥ 0
1−N(−x) si x < 0

où

N ′(x) =
1√
2π

e−
x
2

2 , κ =
1

1 + γx

Les 
oe�
ients sont: γ = 0.2316419, a1 = 0.319381530, a2 = −0.356563782, a3 = 1.781477937, a4 =
−1.821255978, a5 = 1.330274429

2. Sur toute la grille de 
al
ul de la solution numérique de l'EDP (partie II) évaluer

max
i,n

|V n
i − V (Si, tn)|

3. Cal
uler les gre
ques. Comparer les Gre
ques numériques aux valeurs exa
tes 
al
ulées à

partir de la formule de Bla
k et S
holes.
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5 Projet 5

Résolution numérique de l'équation de Bla
k et S
holes pour une

option binaire de type Supershare (Call).

Le but du Projet 5 est l'évaluation numérique et analytique du prix d'une option

binaire "Supershare".

L'équation de Bla
k et S
holes ave
 la 
ondition �nale qui s'appelle "supershare" s'é
rit sous la

forme:







∂V

∂t
− rV + rS

∂V

∂S
+

1

2
σ2S2∂

2V

∂S2
= 0

V (S, t = T ) = Λ(S) = 1
d
(H(S −K)−H(S −K − d))

(53)

I
i H est la fon
tion de Heavyside, d est un prix �xe. La 
omposition de deux fon
tions de Heavyside

modelise la fon
tion Delta de Dira
.

La fon
tion V (S, t) donne le prix d'une au moment de temps t en fon
tion du prix S de l'a
tif

sousja
ent S. On note σ la volatilité de l'a
tion et r le taux d'intérêt.

On étudie également le problème d'évaluation des gre
ques, dé�nis par les expressions:

∆ =
∂V

∂S
, Γ =

∂2V

∂S2
, Θ =

∂V

∂t

Solution analytique.

Montrer que la solution analytique de l'équation de Bla
k et S
holes 
i-dessus est:

V (S, t) =
1

d
e−r(T−t)[N(d2)−N(d2 −

ln(1 + d
K
)

σ
√
T − t

)]

d2 =
ln(S/K) + (r − σ2/2)(T − t)

σ
√
T − t

Elle sera utilisée pour véri�er la pré
ision des 
al
uls et déduire les 
onditions aux limites pour

le s
héma aux di�éren
es �nies.

Cal
uler les gre
ques.

Partie I. Solution analytique.

2.1 Dis
rétisation de l'équation de BS.
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a) Dis
rétisons les variables: spatiale et temporelle:

x: S0 = 0, ...Si, ...SN+1 = L.

t: t0 = 0, ...tn, ...tM+1 = T .

Don




















i = 0, 1, 2, ...N + 1
n = 0, 1, 2, ...M + 1

∆S =
L

N + 1
, ∆t =

T

M + 1
V (tn, Si) ≡ V n

i

(54)

b) Pour dis
rétiser l'équation (1) on utilise:

• pour

∂V

∂t
la dérivée retrograde,

• pour

∂2V

∂S2
la se
onde dérivée, 
entrée,

• pour

∂V

∂S
la dérivée 
entrée

On dé�nit l'opérateur Mn
BS par l'expression:

Mn
BS = rV n

i − rSi

V n
i+1 − V n

i−1

2∆S
− 1

2
σ2S2

i

V n
i+1 + V n

i−1 − 2V n
i

(∆S)2


) L'équation de Bla
k et S
holes dis
rétisée par di�érentes méthodes s'é
rit :

• par la méthode d'Euler expli
ite

V n
i − V n−1

i

∆t
= Mn

BS(V
n
i−1, V

n
i+1, V

n
i ),

• par la méthode d'Euler impli
ite :

V n
i − V n−1

i

∆t
= Mn−1

BS ,

• par la méthode de Crank-Ni
olson impli
ite:

V n
i − V n−1

i

∆t
=

1

2
(Mn−1

BS +Mn
BS).

2.2 Travail à faire

1. Montrer les 
ondition aux limites:

{

V (0, t) = 0
V (L, t) = 0

(55)
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2. Dis
rétiser les 
onditions aux limites et les 
onditions initiales.

3. Appliquer la méthode impli
ite de Crank-Ni
olson et montrer qu'on peut reé
rire 
ette équa-

tion sous la forme :

BiV
n−1
i−1 +DiV

n−1
i +AiV

n−1
i+1 = Kn

i , (56)

4. Pré
iser Ai,Di, Bi,K
n
i et é
rire l'équation sous la forme matri
ielle.

5. Appliquer l'algorithme de Thomas et trouver la solution.

6. Visualiser les solutions pour t = 0, T4 ,
T
2 ,

3T
4 , T.

7. Imposer en S = 0 la 
onditions à limite de Neumann

∂V
∂S

(0, t) = 0, dis
rétiser 
ette 
ondition
et résoudre l'équation de Bla
k et S
holes ave
 nouvelles 
onditions aux limites:

{

∂V
∂S

(0, t) = 0
V (L, t) = 0

(57)

8. Utiliser les di�éren
es �nies pour évaluer les gre
ques ∆ = ∂V
∂S

et Γ = ∂2V
∂S2 dans un point S.

Utilisez les valeurs suivantes:















L = 40, T = 0.5
K = 10, r = 0.1, σ = 0.5
N = 100, ∆t = 10−2

d = 4

Partie III. Simulation Monte Carlo.

On suppose que l'a
tif sousja
ent S est un pro
essus sto
hastique S(t), t ∈ [0, T ] qui véri�e
l'équation di�érentielle sto
hastique suivante:

dSt = rSdt+ σSdW (t), S(0) = S0 (58)

où (r, σ) sont les mêmes paramètres que dans l'EDP de Bla
k-S
holes et où W (t) est un mou-

vement brownien sur [0, T ].
La solution de 
ette équation est dé�nie par:

S(t) = S(0) exp

((

r − σ2

2

)

t+ σW (t)

)

Alors le prix d'une option européenne au moment de temps t = 0 de fon
tion de payo� Λ(S) est
donné par

V (S0, 0) = e−rT
E[Λ(S(T ))/S(t = 0) = S0] (59)
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La valeur �nale de S(T ) est dé�nit par

S(T ) = S(0) exp

( (

r − σ2

2

)

T + σ
√
TN(0, 1)

)

,

où N(0, 1) est le nombre qui suit la loi normale 
entré réduite et l'expression

√
TN(0, 1) rempla
e

W (T ).
1) Finalement on peut estimer le prix de l'option par la moyenne empirique suivante (sauf Projet

12):

V (S0, 0) =
e−rT

NMC

NMC
∑

k=1

[

Λ

(

S(0) exp

( (

r − σ2

2

)

T + σ
√
TN(k)(0, 1)

))]

(60)

2) Delta d'une option européenne

∆ =
∂V

∂S
∼ V (S + h)− V (S)

h

au moment de temps t = 0 est donné par

∆(S0, 0) = e−rT
E[

Λ(Sh(T ))− Λ(S(T ))

h
] (61)

où l'évolution de l'a
tif Sh(t) 
ommen
e de S0 + h:

Sh(t) = (S(0) + h) exp

( (

r − σ2

2

)

t+ σW (t)

)

et h est un petit nombre.

3) Gamma d'une option européenne

Γ =
∂2V

∂S2
∼ V (S + h)− 2V (S) + V (S − h)

h2

au moment t = 0 est donné par

Γ(S0, 0) = e−rT
E[

Λ(Sh1(T ))− 2Λ(S(T )) + Λ(Sh2(T ))

h2
] (62)

où l'évolution de l'a
tif Sh1(t) 
ommen
e de S0 + h:

Sh1(t) = (S(0) + h) exp

( (

r − σ2

2

)

t+ σW (t)

)

,

l'évolution de l'a
tif Sh2(t) 
ommen
e de S0 − h:

Sh2(t) = (S(0) − h) exp

( (

r − σ2

2

)

t+ σW (t)

)

,

4) Evaluation des gre
ques par le 
al
ul de Malliavin.
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La méthode développée la première fois par Fournié permet d'é
rire les sensibilités sous la forme

d'une espéran
e.

∆(S0, 0) = e−rT
E[Λ(S(T ))ω∆]

Γ(S0, 0) = e−rT
E[Λ(S(T ))ωΓ]

où les poids ω∆ et ωΓ ne dépendent pas du payo� de l'option.

ω∆ =
WT

S0σT

ωΓ =
1

S2
0σT

(
W 2

T

σT
−WT − 1

σ
)

I
i WT est la dernière 
oordonné du mouvement Brownien.

Travail à faire

1. Cal
uler par simulation une estimation de V (S0, 0). Pour 
ela on n'a besoin que la valeur

�nale S(T ). Don
 vous allez simuler un grand nombre (NMC) de nombres N(0, 1) qui

suivent la loi normale 
entré réduite. Ensuite il ne reste qu'à 
al
uler la moyenne empirique

de Λ(S(T )) par la formule (211)

2. Cal
uler par simulation une estimation de ∆(S0, 0). Pour 
ela vous simulez aussi un grand

nombre (NMC) de nombres N(0, 1) qui suivent la loi normale 
entré réduite. Pour


haque 
ouple S(T ) et Sh(T ) on utilise le même nombre N(0, 1) Ensuite on évalue

la moyenne empirique de

Λ(Sh(T ))− Λ(S(T ))

h

3. Cal
uler de façon similaire par simulation une estimation Γ(S0, 0).

4. Essayer de 
al
uler de façon similaire par simulation une estimation Θ(S0, 0).

5. E�e
tuer 
es 
al
uls ave
 les mêmes données que dans la partie 2, pour di�érentes

valeurs initiales de l'a
tif: S0 = 0, 0.2, 0.4, . . . , 20 et en prenant NMC = 100, 1000, 10000.
Réaliser les graphes de S0 7→ V (S0, 0), S0 7→ ∆(S0, 0), S0 7→ Γ(S0, 0), S0 7→
Θ(S0, 0)

6. Cal
uler par simulation une estimation de ∆(S0, 0) par le 
al
ul de Malliavin. Pour 
ela

vous simulez aussi un grand nombre (NMC) de nombres N(0, 1) qui suivent la loi normale


entré réduite. Pour 
haque 
ouple S(T ) et WT on utilise le même nombre N(0, 1)
Ensuite on évalue la moyenne empirique de

e−rT [Λ(S(T ))
WT

S0σT
]

e−rT [Λ(S(T ))
1

S2
0σT

(
W 2

T

σT
−WT − 1

σ
]
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Partie IV. Estimation de volatilité σ

L'a
tif sousja
ent S est un pro
essus sto
hastique S(t), t ∈ [0, T ] qui véri�e l'équation di�éren-

tielle sto
hastique suivante:

dSt = rStdt+ σStdWt, S(t = 0) = S0 (63)

On note σ la volatilité de l'a
tion, r le drift (r = µ dans le monde de risk - neutre). La solution

de 
ette équation est donnée par la formule:

S(t) = S0 exp((r −
σ2

2
)t+ σW (t))

On dé�nit sur l'intervalle [0, T ] une grille de points

ti = i∆t, i = 0, . . . , n

Alors pour tout i on a, en notant Si = S(ti)

Si+1 = Si exp((r −
σ2

2
)∆t+

√
∆t σN(0, 1))

Il s'ensuit que les variables aléatoires

Ui = ln

(

S(ti)

S(ti−1)

)

= (r − σ2

2
)∆t+

√
∆t σN(0, 1)

suivent la loi normale de moyenne

E[Ui] = (r − σ2

2
)∆t (64)

et de varian
e

V ar[Ui] = σ2∆t. (65)

Don
 on a une estimation pour la volatilité

σ =

√

V ar[Ui]

∆t

Supposons que nous 
onnaissons les valeurs de l'a
tif S entre les dates t0 et tn

S(t0), S(t1), ..., S(tn)

On peut alors 
al
uler les valeurs Ui = ln

(

S(ti)

S(ti−1)

)

aux instants de temps 
orrespondants et

en déduire une estimation de la moyenne et la varian
e des Ui:

E[Ui] =
1

n

n
∑

i=1

Ui, V ar[Ui] =
1

n− 1

n
∑

i=1

(Ui − a)2
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On peut maintenant estimer le paramètre in
onnu σ à partir de la relation pour V ar[Ui] 
i-
dessus:

σestime =

√

V ar[Ui]

∆t

soit

σestime =

√

√

√

√

1

∆t
(

1

n− 1

n
∑

i=1

U2
i − 1

n(n− 1)
(

n
∑

i=1

Ui)2)

Travail à faire

1. Simuler l'évolution de l'a
tion. Estimer sa volatilité et 
omparer ave
 la valeur exa
te σ.

2. Veri�er que la valeur de la volatilité estimée tombe bien ave
 la probabilité 95% dans l'intervalle:

σ = σexacte ∈ [σestime ± 1.96σestime

√
2M

]

3. é
rire en VBA une ma
ro pour EXCEL qui permet d'estimer la volatilité à partir des données

historiques 
ontenues dans une 
olonne de �
hier EXCEL.

Partie V. Interfa
e graphique

L'obje
tif de 
ette partie est de réaliser en VB.Net une interfa
e graphique qui permet de

paramétrer et réaliser les di�érents 
al
uls prévus dans 
e projet. L'interfa
e doit répondre aux

spé
i�
ations suivantes:

1. L'interfa
e doit disposer de trois zones distin
tes: "Paramètres du modèle", "Paramètres de


al
uls", "Paramètres pour les simulations MC".

2. La zone "Paramètres du modèle" doit 
ontenir trois 
hamps de saisie:

• E
héan
e T

• Taux sans risque r

• Volatilité σ

• S0

3. Le 
hamps σ doit pouvoir être renseigné soit par saisie d'une valeur soit à l'aide de bouton

"Estimer la volatilité". Ce dernier doit dé
len
her l'estimation de la volatilité à partir des

données historiques 
ontenues dans un �
hier ex
el.

4. La zone "Paramètres de 
al
uls" doit 
ontenir les 
hamps de saisie:
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• pas temporel dt

• pas spatial dS

• limite spatiale L

• Nombre de 
hemins pour les simulations Monte Carlo

Un bouton doit ensuite permettre de 
hoisir la méthode de 
al
ul entre "Di�éren
es �nies"

et "Monte Carlo". Le bouton "Cal
uler la solution" doit lan
er l'exé
utable de 
al
ul 
orre-

spondant ave
 les bons paramètres. L'exé
utable doit sto
ker les données de la solution dans

un �
hier texte.

5. Pour la 
onsultation des résultats de 
e 
al
ul l'interfa
e doit proposer de saisir un S0 et

a�
her (un bouton à prévoir) dans un 
hamps à 
oté la valeur V (S0, 0).

6. Un bouton doit également permettre d'appeler une interfa
e d'a�
hage graphique (S
ilab ou

gnuplot) pour visualiser les graphiques.

Partie VI. Comparaison des résultats

1. Tra
ez la fon
tion V (S, 0), solution analytique, d'après la formule donnée dans l'énon
é et la


omparez ave
 les solutions numériques obtenues dans les parties I et II.

Appliquez l'approximation suivante de la fon
tion N(x)

N(x) =

{

1−N ′(x)(a1κ+ a2κ
2 + a3κ

3 + a4κ
4 + a5κ

5) si x ≥ 0
1−N(−x) si x < 0

où

N ′(x) =
1√
2π

e−
x
2

2 , κ =
1

1 + γx

Les 
oe�
ients sont: γ = 0.2316419, a1 = 0.319381530, a2 = −0.356563782, a3 = 1.781477937, a4 =
−1.821255978, a5 = 1.330274429

2. Sur toute la grille de 
al
ul de la solution numérique de l'EDP (partie II) évaluer

max
i,n

|V n
i − V (Si, tn)|

3. Cal
uler les gre
ques. Comparer les Gre
ques numériques aux valeurs exa
tes 
al
ulées à

partir de la formule de Bla
k et S
holes.
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6 Projet 6

Résolution numérique de l'équation de Bla
k et S
holes pour une

option binaire "Asset-or-nothing" (Put)

Le but du Projet 6 est est l'évaluation numérique et analytique du prix de vente

d'une option binaire "Asset-or-nothing".

L'équation de Bla
k et S
holes ave
 la 
ondition �nale qui s'appelle " asset-or-nothing" s'é
rit

sous la forme:







∂V

∂t
− rV + rS

∂V

∂S
+

1

2
σ2S2∂

2V

∂S2
= 0

V (S, t = T ) = Λ(S) = SH(K − S)
(66)

I
i H est la fon
tion de Heaviside.

La fon
tion V (S, t) donne le prix d'une au moment de temps t en fon
tion du prix S de l'a
tif

sousja
ent S. On note σ la volatilité de l'a
tion et r le taux d'intérêt.

On étudie également le problème d'évaluation des gre
ques, dé�nis par les expressions:

∆ =
∂V

∂S
, Γ =

∂2V

∂S2
, Θ =

∂V

∂t

Partie I. Solution analytique.

Montrer que la solution analytique de l'équation de Bla
k et S
holes 
i-dessus est:

V (S, t) = S − SN(d1)

d1 =
ln(S/K) + (r + σ2/2)(T − t)

σ
√
T − t

Elle sera utilisée pour véri�er la pré
ision des 
al
uls et déduire les 
onditions aux limites pour

le s
héma aux di�éren
es �nies.

Cal
uler les gre
ques.

Partie II. Résolution numérique de l'équation de BS.

2.1 Dis
rétisation de l'équation de BS.
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a) Dis
rétisons les variables: spatiale et temporelle:

x: S0 = 0, ...Si, ...SN+1 = L.

t: t0 = 0, ...tn, ...tM+1 = T .

Don




















i = 0, 1, 2, ...N + 1
n = 0, 1, 2, ...M + 1

∆S =
L

N + 1
, ∆t =

T

M + 1
V (tn, Si) ≡ V n

i

(67)

b) Pour dis
rétiser l'équation (1) on utilise:

• pour

∂V

∂t
la dérivée retrograde,

• pour

∂2V

∂S2
la se
onde dérivée, 
entrée,

• pour

∂V

∂S
la dérivée 
entrée

On dé�nit l'opérateur Mn
BS par l'expression:

Mn
BS = rV n

i − rSi

V n
i+1 − V n

i−1

2∆S
− 1

2
σ2S2

i

V n
i+1 + V n

i−1 − 2V n
i

(∆S)2


) L'équation de Bla
k et S
holes dis
rétisée par di�érentes méthodes s'é
rit :

• par la méthode d'Euler expli
ite

V n
i − V n−1

i

∆t
= Mn

BS(V
n
i−1, V

n
i+1, V

n
i ),

• par la méthode d'Euler impli
ite :

V n
i − V n−1

i

∆t
= Mn−1

BS ,

• par la méthode de Crank-Ni
olson impli
ite:

V n
i − V n−1

i

∆t
=

1

2
(Mn−1

BS +Mn
BS).

2.2 Travail à faire

1. Montrer les 
ondition aux limites:

{

V (0, t) = 0
V (L, t) = 0

(68)
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2. Dis
rétiser les 
onditions aux limites et les 
onditions initiales.

3. Appliquer la méthode impli
ite de Crank-Ni
olson et montrer qu'on peut reé
rire 
ette équa-

tion sous la forme :

BiV
n−1
i−1 +DiV

n−1
i +AiV

n−1
i+1 = Kn

i , (69)

4. Pré
iser Ai,Di, Bi,K
n
i et é
rire l'équation sous la forme matri
ielle.

5. Appliquer l'algorithme de Thomas et trouver la solution.

6. Visualiser les solutions pour t = 0, T4 ,
T
2 ,

3T
4 , T.

7. Imposer en S = 0 la 
onditions à limite de Neumann

∂V
∂S

(0, t) = 0, dis
rétiser 
ette 
ondition
et résoudre l'équation de Bla
k et S
holes ave
 nouvelles 
onditions aux limites:

{

∂V
∂S

(0, t) = 0
V (L, t) = 0

(70)

8. Utiliser les di�éren
es �nies pour évaluer les gre
ques ∆ = ∂V
∂S

et Γ = ∂2V
∂S2 dans un point S.

Utilisez les valeurs suivantes:







L = 40, T = 0.5
K = 10, r = 0.1, σ = 0.5
N = 100, ∆t = 10−2

Partie III. Simulation Monte Carlo.

On suppose que l'a
tif sousja
ent S est un pro
essus sto
hastique S(t), t ∈ [0, T ] qui véri�e
l'équation di�érentielle sto
hastique suivante:

dSt = rSdt+ σSdW (t), S(0) = S0 (71)

où (r, σ) sont les mêmes paramètres que dans l'EDP de Bla
k-S
holes et où W (t) est un mou-

vement brownien sur [0, T ].
Nous admettons que la solution de 
ette équation est dé�nie par:

S(t) = S(0) exp

((

r − σ2

2

)

t+ σW (t)

)

Alors le prix d'une option européenne au moment de temps t = 0 de fon
tion de payo� Λ(S) est
donné par

V (S0, 0) = e−rT
E[Λ(S(T ))/S(t = 0) = S0] (72)
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Delta d'une option européenne ∆ = ∂V
∂S

∼ V (S+h)−V (S)
h

au moment de temps t = 0 est donné par

∆ = e−rT
E[

Λ(Sh(T ))− Λ(S(T ))

h
] (73)

où l'évolution de l'a
tif Sh(t) 
ommen
e de S0 + h:

Sh(t) = (S(0) + h) exp

((

r − σ2

2

)

t+ σW (t)

)

Gamma d'une option européenne

Γ =
∂2V

∂S2
∼ V (S + h)− 2V (S) + V (S − h)

h2

au moment de temps t = 0 est donné par

Γ = e−rT
E[

Λ(Sh1(T ))− 2Λ(S(T )) + Λ(Sh2(T ))

h2
] (74)

où l'évolution de l'a
tif Sh1(t) 
ommen
e de S0 + h:

Sh1(t) = (S(0) + h) exp

((

r − σ2

2

)

t+ σW (t)

)

,

l'évolution de l'a
tif Sh2(t) 
ommen
e de S0 − h:

Sh2(t) = (S(0) − h) exp

((

r − σ2

2

)

t+ σW (t)

)

,

Les obje
tifs de 
ette partie sont:

1. 
al
uler par simulation une estimation de V (S0, 0). Pour 
ela vous allez simuler un grand

nombre de 
hemins d'évolution de l'a
tif S(t) sur l'intervalle de temps [0, T ], en partant

toujours de S0. Pour 
haque 
hemin on ne retient que la valeur �nale à terme S(T ). Ensuite
il ne reste qu'à 
al
uler la moyenne empirique de Λ(S(T )).

2. 
al
uler par simulation une estimation de ∆. Pour 
ela vous simulez un grand nombre de


hemins - 
ouples d'évolution des a
tifs S(t) et Sh(t). Pour 
haque 
ouple de 
hemins on

utilise le même mouvement brownien W (t). Ensuite on évalue la moyenne empirique de

Λ(Sh(T ))− Λ(S(T ))

h

3. 
al
uler de façon similaire par simulation une estimation Γ.

4. 
al
uler de façon similaire par simulation une estimation Θ.
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Travail à faire

1. On 
hoisit la même dis
rétisation 0 = t0 < t1 < . . . tM+1 = T de l'intervalle [0, T ] que dans
la partie 2. Simuler un grand nombre NMC de 
hemins d'un mouvement brownien W (t) sur
l'intervalle [0, T ]. Chaque 
hemin est insi une suite Wk(ti), i = 0, . . .M + 1, k = 1 . . . NMC .

2. Soit S0 le prix de l'a
tif S au moment de départ de l'option (à t = 0). Pour 
haque 
hemin

simulé de mouvement brownien {Wk(ti)}M+1
i=1 évaluer le 
hemin 
orrespondant de l'a
tif sous-

ja
ent {Sk(ti)}M+1
i=1 , ayant pour 
ondition initiale S0. Utiliser pour 
ela la formule (211).

3. Soient Sk(T ), k = 1, . . . , NMC les valeurs �nales de l'a
tif obtenues sur tous les 
hemins

simulés. Cal
uler la moyenne empirique de Λ(Sk(T )), k = 1, . . . , NMC et en déduire une

estimation du prix de l'option.

4. E�e
tuer 
es 
al
uls ave
 les mêmes données que dans la partie 2, pour di�érentes valeurs

initiales de l'a
tif: S0 = 0, 0.2, 0.4, . . . , 20 et en prenant NMC = 100, 1000, 10000. Réaliser le

graphe de S0 7→ V (S0, 0).

Partie IV. Estimation de volatilité σ

L'a
tif sousja
ent S est un pro
essus sto
hastique S(t), t ∈ [0, T ] qui véri�e l'équation di�éren-

tielle sto
hastique suivante:

dSt = rStdt+ σStdWt, S(t = 0) = S0 (75)

On note σ la volatilité de l'a
tion, r le drift (r = µ dans le monde de risk - neutre). La solution

de 
ette équation est donnée par la formule:

S(t) = S0 exp((r −
σ2

2
)t+ σW (t))

On dé�nit sur l'intervalle [0, T ] une grille de points

ti = i∆t, i = 0, . . . , n

Alors pour tout i on a, en notant Si = S(ti)

Si+1 = Si exp((r −
σ2

2
)∆t+

√
∆t σN(0, 1))

Il s'ensuit que les variables aléatoires

Ui = ln

(

S(ti)

S(ti−1)

)

= (r − σ2

2
)∆t+

√
∆t σN(0, 1)

suivent la loi normale de moyenne

E[Ui] = (r − σ2

2
)∆t (76)
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et de varian
e

V [Ui] = σ2∆t. (77)

Supposons que nous 
onnaissons les valeurs de l'a
tif S entre les dates tn−m et tn

S(tn−m), S(tn−m+1), ..., S(tn)

On peut alors 
al
uler les valeurs Ui = ln

(

S(ti)

S(ti−1)

)

aux instants de temps 
orrespondants et

en déduire une estimation de la moyenne et la varian
e des Ui:

a =
1

m

m
∑

i=1

Un+1−i, b2 =
1

m− 1

m
∑

i=1

(Un+1−i − a)2

On peut maintenant estimer le paramètre in
onnu σ à partir de la relation pour V [Ui] 
i-dessus:

σestime =
b√
∆t

soit

σestime =

√

√

√

√

1

∆t
(

1

m− 1

m
∑

i=1

U2
n+1−i −

1

m(m− 1)
(

m
∑

i=1

Un+1−i)2)

Travail à faire

1. Simuler l'evolution de l'a
tion. Estimer sa varian
e et 
omparer ave
 la valeur exa
te.

2. Veri�er que la valeur de la varian
e estimée tombe bien ave
 la probabilité 95% dans l'intervalle:

σexacte ∈ [σestime ± 1.96σestime

√
2m

]

3. é
rire en VBA une ma
ro pour EXCEL qui permet d'estimer la volatilité à partir des données

historiques 
ontenues dans une 
olonne de �
hier EXCEL.

Partie V. Interfa
e graphique

L'obje
tif de 
ette partie est de réaliser en VB.Net une interfa
e graphique qui permet de

paramétrer et réaliser les di�érents 
al
uls prévus dans 
e projet. L'interfa
e doit répondre aux

spé
i�
ations suivantes:

1. L'interfa
e doit disposer de trois zones distin
tes: "Paramètres du modèle", "Paramètres de


al
uls", "Paramètres pour les simulations MC".

48



2. La zone "Paramètres du modèle" doit 
ontenir trois 
hamps de saisie:

• E
héan
e T

• Taux sans risque r

• Volatilité σ

• S0

3. Le 
hamps σ doit pouvoir être renseigné soit par saisie d'une valeur soit à l'aide de bouton

"Estimer la volatilité". Ce dernier doit dé
len
her l'estimation de la volatilité à partir des

données historiques 
ontenues dans un �
hier ex
el.

4. La zone "Paramètres de 
al
uls" doit 
ontenir les 
hamps de saisie:

• pas temporel dt

• pas spatial dS

• limite spatiale L

• Nombre de 
hemins pour les simulations Monte Carlo

Un bouton doit ensuite permettre de 
hoisir la méthode de 
al
ul entre "Di�éren
es �nies"

et "Monte Carlo". Le bouton "Cal
uler la solution" doit lan
er l'exé
utable de 
al
ul 
orre-

spondant ave
 les bons paramètres. L'exé
utable doit sto
ker les données de la solution dans

un �
hier texte.

5. Pour la 
onsultation des résultats de 
e 
al
ul l'interfa
e doit proposer de saisir un S0 et

a�
her (un bouton à prévoir) dans un 
hamps à 
oté la valeur V (S0, 0).

6. Un bouton doit également permettre d'appeler une interfa
e d'a�
hage graphique (S
ilab ou

gnuplot) pour visualiser les graphiques.

Partie VI. Comparaison des résultats

1. Tra
ez la fon
tion V (S, 0), solution analytique, d'après la formule donnée dans l'énon
é et la


omparez ave
 les solutions numériques obtenues dans les parties I et II.

Appliquez l'approximation suivante de la fon
tion N(x)

N(x) =

{

1−N ′(x)(a1κ+ a2κ
2 + a3κ

3 + a4κ
4 + a5κ

5) si x ≥ 0
1−N(−x) si x < 0

où

N ′(x) =
1√
2π

e−
x
2

2 , κ =
1

1 + γx

Les 
oe�
ients sont: γ = 0.2316419, a1 = 0.319381530, a2 = −0.356563782, a3 = 1.781477937, a4 =
−1.821255978, a5 = 1.330274429
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2. Sur toute la grille de 
al
ul de la solution numérique de l'EDP (partie II) évaluer

max
i,n

|V n
i − V (Si, tn)|

3. Cal
uler les gre
ques. Comparer les Gre
ques numériques aux valeurs exa
tes 
al
ulées à

partir de la formule de Bla
k et S
holes.
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7 Projet 7

Résolution numérique de l'équation de Bla
k et S
holes pour une

option binaire "Asset-or-nothing" (Call)

Le but du Projet 7 est est l'évaluation numérique et analytique du prix d'a
hat

d'une option binaire "Asset-or-nothing".

L'équation de Bla
k et S
holes ave
 la 
ondition �nale qui s'appelle " asset-or-nothing" s'é
rit

sous la forme:















∂V

∂t
− rV + rS

∂V

∂S
+

1

2
σ2S2∂

2V

∂S2
= 0

V (S, t = T ) = Λ(S) = SH(S −K)

(78)

I
i H est la fon
tion de Heaviside.

La fon
tion V (S, t) donne le prix d'une au moment de temps t en fon
tion du prix S de l'a
tif

sousja
ent S. On note σ la volatilité de l'a
tion et r le taux d'intérêt.

On étudie également le problème d'évaluation des gre
ques, dé�nis par les expressions:

∆ =
∂V

∂S
, Γ =

∂2V

∂S2
, Θ =

∂V

∂t

Partie I. Solution analytique.

Montrer que la solution analytique de l'équation de Bla
k et S
holes 
i-dessus est:

V (S, t) = SN(d1)

d1 =
ln(S/K) + (r + σ2/2)(T − t)

σ
√
T − t

Elle sera utilisée pour véri�er la pré
ision des 
al
uls et déduire les 
onditions aux limites pour

le s
héma aux di�éren
es �nies.

Cal
uler les gre
ques.

Partie II. Résolution numérique de l'équation de BS.

2.1 Dis
rétisation de l'équation de BS.
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a) Dis
rétisons les variables: spatiale et temporelle:

x: S0 = 0, ...Si, ...SN+1 = L.

t: t0 = 0, ...tn, ...tM+1 = T .

Don




















i = 0, 1, 2, ...N + 1
n = 0, 1, 2, ...M + 1

∆S =
L

N + 1
, ∆t =

T

M + 1
V (tn, Si) ≡ V n

i

(79)

b) Pour dis
rétiser l'équation (1) on utilise:

• pour

∂V

∂t
la dérivée retrograde,

• pour

∂2V

∂S2
la se
onde dérivée, 
entrée,

• pour

∂V

∂S
la dérivée 
entrée

On dé�nit l'opérateur Mn
BS par l'expression:

Mn
BS = rV n

i − rSi

V n
i+1 − V n

i−1

2∆S
− 1

2
σ2S2

i

V n
i+1 + V n

i−1 − 2V n
i

(∆S)2


) L'équation de Bla
k et S
holes dis
rétisée par di�érentes méthodes s'é
rit :

• par la méthode d'Euler expli
ite

V n
i − V n−1

i

∆t
= Mn

BS(V
n
i−1, V

n
i+1, V

n
i ),

• par la méthode d'Euler impli
ite :

V n
i − V n−1

i

∆t
= Mn−1

BS ,

• par la méthode de Crank-Ni
olson impli
ite:

V n
i − V n−1

i

∆t
=

1

2
(Mn−1

BS +Mn
BS).

2.2 Travail à faire

1. Montrer les 
ondition aux limites:

{

V (0, t) = 0
V (L, t) = L

(80)
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2. Dis
rétiser les 
onditions aux limites et les 
onditions initiales.

3. Appliquer la méthode impli
ite de Crank-Ni
olson et montrer qu'on peut reé
rire 
ette équa-

tion sous la forme :

BiV
n−1
i−1 +DiV

n−1
i +AiV

n−1
i+1 = Kn

i , (81)

4. Pré
iser Ai,Di, Bi,K
n
i et é
rire l'équation sous la forme matri
ielle.

5. Appliquer l'algorithme de Thomas et trouver la solution.

6. Visualiser les solutions pour t = 0, T4 ,
T
2 ,

3T
4 , T.

7. Imposer en S = L la 
onditions à limite de Neumann

∂V
∂S

(L, t) = 1, dis
rétiser 
ette 
ondition
et résoudre l'équation de Bla
k et S
holes ave
 nouvelles 
onditions aux limites:

{

V (0, t) = 0
∂V
∂S

(L, t) = 1
(82)

8. Utiliser les di�éren
es �nies pour évaluer les gre
ques ∆ = ∂V
∂S

et Γ = ∂2V
∂S2 dans un point S.

Utilisez les valeurs suivantes:







L = 20, T = 0.5
K = 10, r = 0.1, σ = 0.5
N = 100, ∆t = 10−2

Partie III. Simulation Monte Carlo.

On suppose que l'a
tif sousja
ent S est un pro
essus sto
hastique S(t), t ∈ [0, T ] qui véri�e
l'équation di�érentielle sto
hastique suivante:

dSt = rSdt+ σSdW (t), S(0) = S0 (83)

où (r, σ) sont les mêmes paramètres que dans l'EDP de Bla
k-S
holes et où W (t) est un mou-

vement brownien sur [0, T ].
La solution de 
ette équation est dé�nie par:

S(t) = S(0) exp

((

r − σ2

2

)

t+ σW (t)

)

Alors le prix d'une option européenne au moment de temps t = 0 de fon
tion de payo� Λ(S) est
donné par

V (S0, 0) = e−rT
E[Λ(S(T ))/S(t = 0) = S0] (84)
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La valeur �nale de S(T ) est dé�nit par

S(T ) = S(0) exp

( (

r − σ2

2

)

T + σ
√
TN(0, 1)

)

,

où N(0, 1) est le nombre qui suit la loi normale 
entré réduite et l'expression

√
TN(0, 1) rempla
e

W (T ).
1) Finalement on peut estimer le prix de l'option par la moyenne empirique suivante (sauf Projet

12):

V (S0, 0) =
e−rT

NMC

NMC
∑

k=1

[

Λ

(

S(0) exp

( (

r − σ2

2

)

T + σ
√
TN(k)(0, 1)

))]

(85)

2) Delta d'une option européenne

∆ =
∂V

∂S
∼ V (S + h)− V (S)

h

au moment de temps t = 0 est donné par

∆(S0, 0) = e−rT
E[

Λ(Sh(T ))− Λ(S(T ))

h
] (86)

où l'évolution de l'a
tif Sh(t) 
ommen
e de S0 + h:

Sh(t) = (S(0) + h) exp

( (

r − σ2

2

)

t+ σW (t)

)

et h est un petit nombre.

3)Gamma d'une option européenne

Γ =
∂2V

∂S2
∼ V (S + h)− 2V (S) + V (S − h)

h2

au moment t = 0 est donné par

Γ(S0, 0) = e−rT
E[

Λ(Sh1(T ))− 2Λ(S(T )) + Λ(Sh2(T ))

h2
] (87)

où l'évolution de l'a
tif Sh1(t) 
ommen
e de S0 + h:

Sh1(t) = (S(0) + h) exp

( (

r − σ2

2

)

t+ σW (t)

)

,

l'évolution de l'a
tif Sh2(t) 
ommen
e de S0 − h:

Sh2(t) = (S(0) − h) exp

( (

r − σ2

2

)

t+ σW (t)

)

,

4) Evaluation des gre
ques par le 
al
ul de Malliavin.
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La méthode développée la première fois par Fournié permet d'é
rire les sensibilités sous la forme

d'une espéran
e.

∆(S0, 0) = e−rT
E[Λ(S(T ))ω∆]

Γ(S0, 0) = e−rT
E[Λ(S(T ))ωΓ]

où les poids ω∆ et ωΓ ne dépendent pas du payo� de l'option.

ω∆ =
WT

S0σT

ωΓ =
1

S2
0σT

(
W 2

T

σT
−WT − 1

σ
)

I
i WT est la dernière 
oordonné du mouvement Brownien.

Travail à faire

1. Cal
uler par simulation une estimation de V (S0, 0). Pour 
ela on n'a besoin que la valeur

�nale S(T ). Don
 vous allez simuler un grand nombre (NMC) de nombres N(0, 1) qui

suivent la loi normale 
entré réduite. Ensuite il ne reste qu'à 
al
uler la moyenne empirique

de Λ(S(T )) par la formule (211)

2. Cal
uler par simulation une estimation de ∆(S0, 0). Pour 
ela vous simulez aussi un grand

nombre (NMC) de nombres N(0, 1) qui suivent la loi normale 
entré réduite. Pour


haque 
ouple S(T ) et Sh(T ) on utilise le même nombre N(0, 1) Ensuite on évalue

la moyenne empirique de

Λ(Sh(T ))− Λ(S(T ))

h

3. Cal
uler de façon similaire par simulation une estimation Γ(S0, 0).

4. Essayer de 
al
uler de façon similaire par simulation une estimation Θ(S0, 0).

5. E�e
tuer 
es 
al
uls ave
 les mêmes données que dans la partie 2, pour di�érentes

valeurs initiales de l'a
tif: S0 = 0, 0.2, 0.4, . . . , 20 et en prenant NMC = 100, 1000, 10000.
Réaliser les graphes de S0 7→ V (S0, 0), S0 7→ ∆(S0, 0), S0 7→ Γ(S0, 0), S0 7→
Θ(S0, 0)

6. Cal
uler par simulation une estimation de ∆(S0, 0) par le 
al
ul de Malliavin. Pour 
ela

vous simulez aussi un grand nombre (NMC) de nombres N(0, 1) qui suivent la loi normale


entré réduite. Pour 
haque 
ouple S(T ) et WT on utilise le même nombre N(0, 1)
Ensuite on évalue la moyenne empirique de

e−rT [Λ(S(T ))
WT

S0σT
]

e−rT [Λ(S(T ))
1

S2
0σT

(
W 2

T

σT
−WT − 1

σ
]
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Partie IV. Estimation de volatilité σ

L'a
tif sousja
ent S est un pro
essus sto
hastique S(t), t ∈ [0, T ] qui véri�e l'équation di�éren-

tielle sto
hastique suivante:

dSt = rStdt+ σStdWt, S(t = 0) = S0 (88)

On note σ la volatilité de l'a
tion, r le drift (r = µ dans le monde de risk - neutre). La solution

de 
ette équation est donnée par la formule:

S(t) = S0 exp((r −
σ2

2
)t+ σW (t))

On dé�nit sur l'intervalle [0, T ] une grille de points

ti = i∆t, i = 0, . . . , n

Alors pour tout i on a, en notant Si = S(ti)

Si+1 = Si exp((r −
σ2

2
)∆t+

√
∆t σN(0, 1))

Il s'ensuit que les variables aléatoires

Ui = ln

(

S(ti)

S(ti−1)

)

= (r − σ2

2
)∆t+

√
∆t σN(0, 1)

suivent la loi normale de moyenne

E[Ui] = (r − σ2

2
)∆t (89)

et de varian
e

V ar[Ui] = σ2∆t. (90)

Don
 on a une estimation pour la volatilité

σ =

√

V ar[Ui]

∆t

Supposons que nous 
onnaissons les valeurs de l'a
tif S entre les dates t0 et tn

S(t0), S(t1), ..., S(tn)

On peut alors 
al
uler les valeurs Ui = ln

(

S(ti)

S(ti−1)

)

aux instants de temps 
orrespondants et

en déduire une estimation de la moyenne et la varian
e des Ui:

E[Ui] =
1

n

n
∑

i=1

Ui, V ar[Ui] =
1

n− 1

n
∑

i=1

(Ui − a)2
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On peut maintenant estimer le paramètre in
onnu σ à partir de la relation pour V ar[Ui] 
i-
dessus:

σestime =

√

V ar[Ui]

∆t

soit

σestime =

√

√

√

√

1

∆t
(

1

n− 1

n
∑

i=1

U2
i − 1

n(n− 1)
(

n
∑

i=1

Ui)2)

Travail à faire

1. Simuler l'évolution de l'a
tion. Estimer sa volatilité et 
omparer ave
 la valeur exa
te σ.

2. Veri�er que la valeur de la volatilité estimée tombe bien ave
 la probabilité 95% dans l'intervalle:

σ = σexacte ∈ [σestime ± 1.96σestime

√
2M

]

3. é
rire en VBA une ma
ro pour EXCEL qui permet d'estimer la volatilité à partir des données

historiques 
ontenues dans une 
olonne de �
hier EXCEL.

Partie V. Interfa
e graphique

L'obje
tif de 
ette partie est de réaliser en VB.Net une interfa
e graphique qui permet de

paramétrer et réaliser les di�érents 
al
uls prévus dans 
e projet. L'interfa
e doit répondre aux

spé
i�
ations suivantes:

1. L'interfa
e doit disposer de trois zones distin
tes: "Paramètres du modèle", "Paramètres de


al
uls", "Paramètres pour les simulations MC".

2. La zone "Paramètres du modèle" doit 
ontenir trois 
hamps de saisie:

• E
héan
e T

• Taux sans risque r

• Volatilité σ

• S0

3. Le 
hamps σ doit pouvoir être renseigné soit par saisie d'une valeur soit à l'aide de bouton

"Estimer la volatilité". Ce dernier doit dé
len
her l'estimation de la volatilité à partir des

données historiques 
ontenues dans un �
hier ex
el.

4. La zone "Paramètres de 
al
uls" doit 
ontenir les 
hamps de saisie:
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• pas temporel dt

• pas spatial dS

• limite spatiale L

• Nombre de 
hemins pour les simulations Monte Carlo

Un bouton doit ensuite permettre de 
hoisir la méthode de 
al
ul entre "Di�éren
es �nies"

et "Monte Carlo". Le bouton "Cal
uler la solution" doit lan
er l'exé
utable de 
al
ul 
orre-

spondant ave
 les bons paramètres. L'exé
utable doit sto
ker les données de la solution dans

un �
hier texte.

5. Pour la 
onsultation des résultats de 
e 
al
ul l'interfa
e doit proposer de saisir un S0 et

a�
her (un bouton à prévoir) dans un 
hamps à 
oté la valeur V (S0, 0).

6. Un bouton doit également permettre d'appeler une interfa
e d'a�
hage graphique (S
ilab ou

gnuplot) pour visualiser les graphiques.

Partie VI. Comparaison des résultats

1. Tra
ez la fon
tion V (S, 0), solution analytique, d'après la formule donnée dans l'énon
é et la


omparez ave
 les solutions numériques obtenues dans les parties I et II.

Appliquez l'approximation suivante de la fon
tion N(x)

N(x) =

{

1−N ′(x)(a1κ+ a2κ
2 + a3κ

3 + a4κ
4 + a5κ

5) si x ≥ 0
1−N(−x) si x < 0

où

N ′(x) =
1√
2π

e−
x
2

2 , κ =
1

1 + γx

Les 
oe�
ients sont: γ = 0.2316419, a1 = 0.319381530, a2 = −0.356563782, a3 = 1.781477937, a4 =
−1.821255978, a5 = 1.330274429

2. Sur toute la grille de 
al
ul de la solution numérique de l'EDP (partie II) évaluer

max
i,n

|V n
i − V (Si, tn)|

3. Cal
uler les gre
ques. Comparer les Gre
ques numériques aux valeurs exa
tes 
al
ulées à

partir de la formule de Bla
k et S
holes.
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8 Projet 8

Résolution numérique de l'équation de Bla
k et S
holes pour une

option binaire "Gap" (Call)

Le but du Projet 8 est l'évaluation numérique et analytique du prix d'a
hat d'une

option binaire "Gap".

L'équation de Bla
k et S
holes ave
 la 
ondition �nale s'e
rit de la forme:















∂V

∂t
− rV + rS

∂V

∂S
+

1

2
σ2S2∂

2V

∂S2
= 0

V (S, t = T ) = Λ(S) = (S − Y )H(S −K)

(91)

I
i H est la fon
tion de Heaviside, Y est un prix �xe.

La fon
tion V (S, t) donne le prix d'une au moment de temps t en fon
tion du prix S de l'a
tif

sousja
ent S. On note σ la volatilité de l'a
tion et r le taux d'intérêt.

On étudie également le problème d'évaluation des gre
ques, dé�nis par les expressions:

∆ =
∂V

∂S
, Γ =

∂2V

∂S2
, Θ =

∂V

∂t

Partie I. Solution analytique.

Montrer que la solution analytique de l'équation de Bla
k et S
holes 
i-dessus est:

V (S, t) = SN(d1)− Y e−r(T−t)N(d2)

d1 =
ln(S/K) + (r + σ2/2)(T − t)

σ
√
T − t

Elle sera utilisée pour véri�er la pré
ision des 
al
uls et déduire les 
onditions aux limites pour

le s
héma aux di�éren
es �nies.

Cal
uler les gre
ques.

Partie II. Résolution numérique de l'équation de BS.

2.1 Dis
rétisation de l'équation de BS.
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a) Dis
rétisons les variables: spatiale et temporelle:

x: S0 = 0, ...Si, ...SN+1 = L.

t: t0 = 0, ...tn, ...tM+1 = T .

Don




















i = 0, 1, 2, ...N + 1
n = 0, 1, 2, ...M + 1

∆S =
L

N + 1
, ∆t =

T

M + 1
V (tn, Si) ≡ V n

i

(92)

b) Pour dis
rétiser l'équation (1) on utilise:

• pour

∂V

∂t
la dérivée retrograde,

• pour

∂2V

∂S2
la se
onde dérivée, 
entrée,

• pour

∂V

∂S
la dérivée 
entrée

On dé�nit l'opérateur Mn
BS par l'expression:

Mn
BS = rV n

i − rSi

V n
i+1 − V n

i−1

2∆S
− 1

2
σ2S2

i

V n
i+1 + V n

i−1 − 2V n
i

(∆S)2


) L'équation de Bla
k et S
holes dis
rétisée par di�érentes méthodes s'é
rit :

• par la méthode d'Euler expli
ite

V n
i − V n−1

i

∆t
= Mn

BS(V
n
i−1, V

n
i+1, V

n
i ),

• par la méthode d'Euler impli
ite :

V n
i − V n−1

i

∆t
= Mn−1

BS ,

• par la méthode de Crank-Ni
olson impli
ite:

V n
i − V n−1

i

∆t
=

1

2
(Mn−1

BS +Mn
BS).

2.2 Travail à faire

1. Montrer les 
ondition aux limites:

{

V (0, t) = 0

V (L, t) = L− Y e−r(T−t) (93)
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2. Dis
rétiser les 
onditions aux limites et les 
onditions initiales.

3. Appliquer la méthode impli
ite de Crank-Ni
olson et montrer qu'on peut reé
rire 
ette équa-

tion sous la forme :

BiV
n−1
i−1 +DiV

n−1
i +AiV

n−1
i+1 = Kn

i , (94)

4. Pré
iser Ai,Di, Bi,K
n
i et é
rire l'équation sous la forme matri
ielle.

5. Appliquer l'algorithme de Thomas et trouver la solution.

6. Visualiser les solutions pour t = 0, T4 ,
T
2 ,

3T
4 , T.

7. Imposer en S = 0 la 
onditions à limite de Neumann

∂V
∂S

(0, t) = 0, dis
rétiser 
ette 
ondition
et résoudre l'équation de Bla
k et S
holes ave
 nouvelles 
onditions aux limites:

{

∂V
∂S

(0, t) = 0

V (L, t) = L− Y e−r(T−t) (95)

8. Utiliser les di�éren
es �nies pour évaluer les gre
ques ∆ = ∂V
∂S

et Γ = ∂2V
∂S2 dans un point S.

Utilisez les valeurs suivantes:







L = 20, T = 0.5, Y = 6
K = 10, r = 0.1, σ = 0.5
N = 100, ∆t = 10−2

Partie III. Simulation Monte Carlo.

On suppose que l'a
tif sousja
ent S est un pro
essus sto
hastique S(t), t ∈ [0, T ] qui véri�e
l'équation di�érentielle sto
hastique suivante:

dSt = rSdt+ σSdW (t), S(0) = S0 (96)

où (r, σ) sont les mêmes paramètres que dans l'EDP de Bla
k-S
holes et où W (t) est un mou-

vement brownien sur [0, T ].
La solution de 
ette équation est dé�nie par:

S(t) = S(0) exp

((

r − σ2

2

)

t+ σW (t)

)

Alors le prix d'une option européenne au moment de temps t = 0 de fon
tion de payo� Λ(S) est
donné par

V (S0, 0) = e−rT
E[Λ(S(T ))/S(t = 0) = S0] (97)
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La valeur �nale de S(T ) est dé�nit par

S(T ) = S(0) exp

( (

r − σ2

2

)

T + σ
√
TN(0, 1)

)

,

où N(0, 1) est le nombre qui suit la loi normale 
entré réduite et l'expression

√
TN(0, 1) rempla
e

W (T ).
1) Finalement on peut estimer le prix de l'option par la moyenne empirique suivante (sauf Projet

12):

V (S0, 0) =
e−rT

NMC

NMC
∑

k=1

[

Λ

(

S(0) exp

( (

r − σ2

2

)

T + σ
√
TN(k)(0, 1)

))]

(98)

2) Delta d'une option européenne

∆ =
∂V

∂S
∼ V (S + h)− V (S)

h

au moment de temps t = 0 est donné par

∆(S0, 0) = e−rT
E[

Λ(Sh(T ))− Λ(S(T ))

h
] (99)

où l'évolution de l'a
tif Sh(t) 
ommen
e de S0 + h:

Sh(t) = (S(0) + h) exp

( (

r − σ2

2

)

t+ σW (t)

)

et h est un petit nombre. 3) Gamma d'une option européenne

Γ =
∂2V

∂S2
∼ V (S + h)− 2V (S) + V (S − h)

h2

au moment t = 0 est donné par

Γ(S0, 0) = e−rT
E[

Λ(Sh1(T ))− 2Λ(S(T )) + Λ(Sh2(T ))

h2
] (100)

où l'évolution de l'a
tif Sh1(t) 
ommen
e de S0 + h:

Sh1(t) = (S(0) + h) exp

( (

r − σ2

2

)

t+ σW (t)

)

,

l'évolution de l'a
tif Sh2(t) 
ommen
e de S0 − h:

Sh2(t) = (S(0) − h) exp

( (

r − σ2

2

)

t+ σW (t)

)

,

4) Evaluation des gre
ques par le 
al
ul de Malliavin.
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La méthode développée la première fois par Fournié permet d'é
rire les sensibilités sous la forme

d'une espéran
e.

∆(S0, 0) = e−rT
E[Λ(S(T ))ω∆]

Γ(S0, 0) = e−rT
E[Λ(S(T ))ωΓ]

où les poids ω∆ et ωΓ ne dépendent pas du payo� de l'option.

ω∆ =
WT

S0σT

ωΓ =
1

S2
0σT

(
W 2

T

σT
−WT − 1

σ
)

I
i WT est la dernière 
oordonné du mouvement Brownien.

Travail à faire

1. Cal
uler par simulation une estimation de V (S0, 0). Pour 
ela on n'a besoin que la valeur

�nale S(T ). Don
 vous allez simuler un grand nombre (NMC) de nombres N(0, 1) qui

suivent la loi normale 
entré réduite. Ensuite il ne reste qu'à 
al
uler la moyenne empirique

de Λ(S(T )) par la formule (211)

2. Cal
uler par simulation une estimation de ∆(S0, 0). Pour 
ela vous simulez aussi un grand

nombre (NMC) de nombres N(0, 1) qui suivent la loi normale 
entré réduite. Pour


haque 
ouple S(T ) et Sh(T ) on utilise le même nombre N(0, 1) Ensuite on évalue

la moyenne empirique de

Λ(Sh(T ))− Λ(S(T ))

h

3. Cal
uler de façon similaire par simulation une estimation Γ(S0, 0).

4. Essayer de 
al
uler de façon similaire par simulation une estimation Θ(S0, 0).

5. E�e
tuer 
es 
al
uls ave
 les mêmes données que dans la partie 2, pour di�érentes

valeurs initiales de l'a
tif: S0 = 0, 0.2, 0.4, . . . , 20 et en prenant NMC = 100, 1000, 10000.
Réaliser les graphes de S0 7→ V (S0, 0), S0 7→ ∆(S0, 0), S0 7→ Γ(S0, 0), S0 7→
Θ(S0, 0)

6. Cal
uler par simulation une estimation de ∆(S0, 0) par le 
al
ul de Malliavin. Pour 
ela

vous simulez aussi un grand nombre (NMC) de nombres N(0, 1) qui suivent la loi normale


entré réduite. Pour 
haque 
ouple S(T ) et WT on utilise le même nombre N(0, 1)
Ensuite on évalue la moyenne empirique de

e−rT [Λ(S(T ))
WT

S0σT
]

e−rT [Λ(S(T ))
1

S2
0σT

(
W 2

T

σT
−WT − 1

σ
]
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Partie IV. Estimation de volatilité σ

L'a
tif sousja
ent S est un pro
essus sto
hastique S(t), t ∈ [0, T ] qui véri�e l'équation di�éren-

tielle sto
hastique suivante:

dSt = rStdt+ σStdWt, S(t = 0) = S0 (101)

On note σ la volatilité de l'a
tion, r le drift (r = µ dans le monde de risk - neutre). La solution

de 
ette équation est donnée par la formule:

S(t) = S0 exp((r −
σ2

2
)t+ σW (t))

On dé�nit sur l'intervalle [0, T ] une grille de points

ti = i∆t, i = 0, . . . , n

Alors pour tout i on a, en notant Si = S(ti)

Si+1 = Si exp((r −
σ2

2
)∆t+

√
∆t σN(0, 1))

Il s'ensuit que les variables aléatoires

Ui = ln

(

S(ti)

S(ti−1)

)

= (r − σ2

2
)∆t+

√
∆t σN(0, 1)

suivent la loi normale de moyenne

E[Ui] = (r − σ2

2
)∆t (102)

et de varian
e

V ar[Ui] = σ2∆t. (103)

Don
 on a une estimation pour la volatilité

σ =

√

V ar[Ui]

∆t

Supposons que nous 
onnaissons les valeurs de l'a
tif S entre les dates t0 et tn

S(t0), S(t1), ..., S(tn)

On peut alors 
al
uler les valeurs Ui = ln

(

S(ti)

S(ti−1)

)

aux instants de temps 
orrespondants et

en déduire une estimation de la moyenne et la varian
e des Ui:

E[Ui] =
1

n

n
∑

i=1

Ui, V ar[Ui] =
1

n− 1

n
∑

i=1

(Ui − a)2
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On peut maintenant estimer le paramètre in
onnu σ à partir de la relation pour V ar[Ui] 
i-
dessus:

σestime =

√

V ar[Ui]

∆t

soit

σestime =

√

√

√

√

1

∆t
(

1

n− 1

n
∑

i=1

U2
i − 1

n(n− 1)
(

n
∑

i=1

Ui)2)

Travail à faire

1. Simuler l'évolution de l'a
tion. Estimer sa volatilité et 
omparer ave
 la valeur exa
te σ.

2. Veri�er que la valeur de la volatilité estimée tombe bien ave
 la probabilité 95% dans l'intervalle:

σ = σexacte ∈ [σestime ± 1.96σestime

√
2M

]

3. é
rire en VBA une ma
ro pour EXCEL qui permet d'estimer la volatilité à partir des données

historiques 
ontenues dans une 
olonne de �
hier EXCEL.

Partie V. Interfa
e graphique

L'obje
tif de 
ette partie est de réaliser en VB.Net une interfa
e graphique qui permet de

paramétrer et réaliser les di�érents 
al
uls prévus dans 
e projet. L'interfa
e doit répondre aux

spé
i�
ations suivantes:

1. L'interfa
e doit disposer de trois zones distin
tes: "Paramètres du modèle", "Paramètres de


al
uls", "Paramètres pour les simulations MC".

2. La zone "Paramètres du modèle" doit 
ontenir trois 
hamps de saisie:

• E
héan
e T

• Taux sans risque r

• Volatilité σ

• S0

3. Le 
hamps σ doit pouvoir être renseigné soit par saisie d'une valeur soit à l'aide de bouton

"Estimer la volatilité". Ce dernier doit dé
len
her l'estimation de la volatilité à partir des

données historiques 
ontenues dans un �
hier ex
el.

4. La zone "Paramètres de 
al
uls" doit 
ontenir les 
hamps de saisie:
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• pas temporel dt

• pas spatial dS

• limite spatiale L

• Nombre de 
hemins pour les simulations Monte Carlo

Un bouton doit ensuite permettre de 
hoisir la méthode de 
al
ul entre "Di�éren
es �nies"

et "Monte Carlo". Le bouton "Cal
uler la solution" doit lan
er l'exé
utable de 
al
ul 
orre-

spondant ave
 les bons paramètres. L'exé
utable doit sto
ker les données de la solution dans

un �
hier texte.

5. Pour la 
onsultation des résultats de 
e 
al
ul l'interfa
e doit proposer de saisir un S0 et

a�
her (un bouton à prévoir) dans un 
hamps à 
oté la valeur V (S0, 0).

6. Un bouton doit également permettre d'appeler une interfa
e d'a�
hage graphique (S
ilab ou

gnuplot) pour visualiser les graphiques.

Partie VI. Comparaison des résultats

1. Tra
ez la fon
tion V (S, 0), solution analytique, d'après la formule donnée dans l'énon
é et la


omparez ave
 les solutions numériques obtenues dans les parties I et II.

Appliquez l'approximation suivante de la fon
tion N(x)

N(x) =

{

1−N ′(x)(a1κ+ a2κ
2 + a3κ

3 + a4κ
4 + a5κ

5) si x ≥ 0
1−N(−x) si x < 0

où

N ′(x) =
1√
2π

e−
x
2

2 , κ =
1

1 + γx

Les 
oe�
ients sont: γ = 0.2316419, a1 = 0.319381530, a2 = −0.356563782, a3 = 1.781477937, a4 =
−1.821255978, a5 = 1.330274429

2. Sur toute la grille de 
al
ul de la solution numérique de l'EDP (partie II) évaluer

max
i,n

|V n
i − V (Si, tn)|

3. Cal
uler les gre
ques. Comparer les Gre
ques numériques aux valeurs exa
tes 
al
ulées à

partir de la formule de Bla
k et S
holes.
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9 Projet 9

Résolution numérique de l'équation de Bla
k et S
holes pour une

option binaire "Gap" (Put)

Le but du Projet 9 est l'évaluation numérique et analytique du prix de vente d'une

option binaire "Gap".

L'équation de Bla
k et S
holes ave
 la 
ondition �nale s'e
rit de la forme:















∂V

∂t
− rV + rS

∂V

∂S
+

1

2
σ2S2∂

2V

∂S2
= 0

V (S, t = T ) = Λ(S) = (Y − S)H(K − S)

(104)

I
i H est la fon
tion de Heaviside.

On 
hoisit Y de sorte que le prix de l'option est nul à t = 0 pour une valeur parti
ulière, �xe de

l'a
tion S0 = S∗

0

V (0, S∗

0 ) = 0 ⇒ Y = erTS∗

0

N(−d̃1)

N(−d̃2)
=

Les valeurs de d̃1 et d̃2 sont dé�nies par les expressions :

d̃1,2 =
ln(S∗

0/K) + (r ± σ2/2)T

σ
√
T

La fon
tion V (S, t) donne le prix d'une au moment de temps t en fon
tion du prix S de l'a
tif

sousja
ent S. On note σ la volatilité de l'a
tion et r le taux d'intérêt.

On étudie également le problème d'évaluation des gre
ques, dé�nis par les expressions:

∆ =
∂V

∂S
, Γ =

∂2V

∂S2
, Θ =

∂V

∂t

Partie I. Solution analytique.

Montrer que la solution analytique de l'équation de Bla
k et S
holes 
i-dessus est:

V (S, t) = Y e−r(T−t)N(−d2)− SN(−d1)

d1,2 =
ln(S/K) + (r ± σ2/2)(T − t)

σ
√
T − t

Elle sera utilisée pour véri�er la pré
ision des 
al
uls et déduire les 
onditions aux limites pour

le s
héma aux di�éren
es �nies.

Cal
uler les gre
ques.
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Partie II. Résolution numérique de l'équation de BS.

a) Dis
rétisons les variables: spatiale et temporelle:

x: S0 = 0, ...Si, ...SN+1 = L.

t: t0 = 0, ...tn, ...tM+1 = T .

Don




















i = 0, 1, 2, ...N + 1
n = 0, 1, 2, ...M + 1

∆S =
L

N + 1
, ∆t =

T

M + 1
V (tn, Si) ≡ V n

i

(105)

b) Pour dis
rétiser l'équation (1) on utilise:

• pour

∂V

∂t
la dérivée retrograde,

• pour

∂2V

∂S2
la se
onde dérivée, 
entrée,

• pour

∂V

∂S
la dérivée 
entrée

On dé�nit l'opérateur Mn
BS par l'expression:

Mn
BS = rV n

i − rSi

V n
i+1 − V n

i−1

2∆S
− 1

2
σ2S2

i

V n
i+1 + V n

i−1 − 2V n
i

(∆S)2


) L'équation de Bla
k et S
holes dis
rétisée par di�érentes méthodes s'é
rit :

• par la méthode d'Euler expli
ite

V n
i − V n−1

i

∆t
= Mn

BS(V
n
i−1, V

n
i+1, V

n
i ),

• par la méthode d'Euler impli
ite :

V n
i − V n−1

i

∆t
= Mn−1

BS ,

• par la méthode de Crank-Ni
olson impli
ite:

V n
i − V n−1

i

∆t
=

1

2
(Mn−1

BS +Mn
BS).

2.2 Travail à faire
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1. Montrer les 
ondition aux limites:

{

V (0, t) = Y e−r(T−t)

V (L, t) = 0
(106)

2. Dis
rétiser les 
onditions aux limites et les 
onditions initiales.

3. Appliquer la méthode impli
ite d'Euler et montrer qu'on peut reé
rire 
ette équation sous la

forme :

BiV
n−1
i−1 +DiV

n−1
i +AiV

n−1
i+1 = Kn

i , (107)

4. Pré
iser Ai,Di, Bi,K
n
i et é
rire l'équation sous la forme matri
ielle.

5. Appliquer l'algorithme de Thomas et trouver la solution.

6. Visualiser les solutions pour t = 0, T4 ,
T
2 ,

3T
4 , T.

7. Imposer en S = L la 
onditions à limite de Neumann

∂V

∂S
(L, t) = 0,

dis
rétiser 
ette 
ondition et résoudre l'équation de Bla
k et S
holes ave
 nouvelles 
onditions

aux limites:

{

V (0, t) = Y e−r(T−t)

∂V
∂S

(L, t) = 0
(108)

8. Utiliser les di�éren
es �nies pour évaluer les gre
ques ∆ = ∂V
∂S

et Γ = ∂2V
∂S2 dans un point S.

Utilisez les valeurs suivantes:







L = 20, T = 0.5,
K = 10, r = 0.1, S∗

0 = 7, σ = 0.5
N = 100, ∆t = 10−2

Partie III. Simulation Monte Carlo.

On suppose que l'a
tif sousja
ent S est un pro
essus sto
hastique S(t), t ∈ [0, T ] qui véri�e
l'équation di�érentielle sto
hastique suivante:

dSt = rSdt+ σSdW (t), S(0) = S0 (109)
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où (r, σ) sont les mêmes paramètres que dans l'EDP de Bla
k-S
holes et où W (t) est un mou-

vement brownien sur [0, T ].
La solution de 
ette équation est dé�nie par:

S(t) = S(0) exp ( t+ σW (t))

Alors le prix d'une option européenne au moment de temps t = 0 de fon
tion de payo� Λ(S) est
donné par

V (S0, 0) = e−rT
E[Λ(S(T ))/S(t = 0) = S0] (110)

La valeur �nale de S(T ) est dé�nit par

S(T ) = S(0) exp

((

r − σ2

2

)(

r − σ2

2

)

T + σ
√
TN(0, 1)

)

,

où N(0, 1) est le nombre qui suit la loi normale 
entré réduite et l'expression

√
TN(0, 1) rempla
e

W (T ).
1) Finalement on peut estimer le prix de l'option par la moyenne empirique suivante (sauf Projet

12):

V (S0, 0) =
e−rT

NMC

NMC
∑

k=1

[

Λ

(

S(0) exp

( (

r − σ2

2

)

T + σ
√
TN(k)(0, 1)

))]

(111)

2) Delta d'une option européenne

∆ =
∂V

∂S
∼ V (S + h)− V (S)

h

au moment de temps t = 0 est donné par

∆(S0, 0) = e−rT
E[

Λ(Sh(T ))− Λ(S(T ))

h
] (112)

où l'évolution de l'a
tif Sh(t) 
ommen
e de S0 + h:

Sh(t) = (S(0) + h) exp

( (

r − σ2

2

)

t+ σW (t)

)

et h est un petit nombre.

3) Gamma d'une option européenne

Γ =
∂2V

∂S2
∼ V (S + h)− 2V (S) + V (S − h)

h2

au moment t = 0 est donné par

Γ(S0, 0) = e−rT
E[

Λ(Sh1(T ))− 2Λ(S(T )) + Λ(Sh2(T ))

h2
] (113)
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où l'évolution de l'a
tif Sh1(t) 
ommen
e de S0 + h:

Sh1(t) = (S(0) + h) exp

( (

r − σ2

2

)

t+ σW (t)

)

,

l'évolution de l'a
tif Sh2(t) 
ommen
e de S0 − h:

Sh2(t) = (S(0) − h) exp

( (

r − σ2

2

)

t+ σW (t)

)

,

4) Evaluation des gre
ques par le 
al
ul de Malliavin.

La méthode développée la première fois par Fournié permet d'é
rire les sensibilités sous la forme

d'une espéran
e.

∆(S0, 0) = e−rT
E[Λ(S(T ))ω∆]

Γ(S0, 0) = e−rT
E[Λ(S(T ))ωΓ]

où les poids ω∆ et ωΓ ne dépendent pas du payo� de l'option.

ω∆ =
WT

S0σT

ωΓ =
1

S2
0σT

(
W 2

T

σT
−WT − 1

σ
)

I
i WT est la dernière 
oordonné du mouvement Brownien.

Travail à faire

1. Cal
uler par simulation une estimation de V (S0, 0). Pour 
ela on n'a besoin que la valeur

�nale S(T ). Don
 vous allez simuler un grand nombre (NMC) de nombres N(0, 1) qui

suivent la loi normale 
entré réduite. Ensuite il ne reste qu'à 
al
uler la moyenne empirique

de Λ(S(T )) par la formule (211)

2. Cal
uler par simulation une estimation de ∆(S0, 0). Pour 
ela vous simulez aussi un grand

nombre (NMC) de nombres N(0, 1) qui suivent la loi normale 
entré réduite. Pour


haque 
ouple S(T ) et Sh(T ) on utilise le même nombre N(0, 1) Ensuite on évalue

la moyenne empirique de

Λ(Sh(T ))− Λ(S(T ))

h

3. Cal
uler de façon similaire par simulation une estimation Γ(S0, 0).

4. Essayer de 
al
uler de façon similaire par simulation une estimation Θ(S0, 0).
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5. E�e
tuer 
es 
al
uls ave
 les mêmes données que dans la partie 2, pour di�érentes

valeurs initiales de l'a
tif: S0 = 0, 0.2, 0.4, . . . , 20 et en prenant NMC = 100, 1000, 10000.
Réaliser les graphes de S0 7→ V (S0, 0), S0 7→ ∆(S0, 0), S0 7→ Γ(S0, 0), S0 7→
Θ(S0, 0)

6. Cal
uler par simulation une estimation de ∆(S0, 0) par le 
al
ul de Malliavin. Pour 
ela

vous simulez aussi un grand nombre (NMC) de nombres N(0, 1) qui suivent la loi normale


entré réduite. Pour 
haque 
ouple S(T ) et WT on utilise le même nombre N(0, 1)
Ensuite on évalue la moyenne empirique de

e−rT [Λ(S(T ))
WT

S0σT
]

e−rT [Λ(S(T ))
1

S2
0σT

(
W 2

T

σT
−WT − 1

σ
]

Partie IV. Estimation de volatilité σ

L'a
tif sousja
ent S est un pro
essus sto
hastique S(t), t ∈ [0, T ] qui véri�e l'équation di�éren-

tielle sto
hastique suivante:

dSt = rStdt+ σStdWt, S(t = 0) = S0 (114)

On note σ la volatilité de l'a
tion, r le drift (r = µ dans le monde de risk - neutre). La solution

de 
ette équation est donnée par la formule:

S(t) = S0 exp((r −
σ2

2
)t+ σW (t))

On dé�nit sur l'intervalle [0, T ] une grille de points

ti = i∆t, i = 0, . . . , n

Alors pour tout i on a, en notant Si = S(ti)

Si+1 = Si exp((r −
σ2

2
)∆t+

√
∆t σN(0, 1))

Il s'ensuit que les variables aléatoires

Ui = ln

(

S(ti)

S(ti−1)

)

= (r − σ2

2
)∆t+

√
∆t σN(0, 1)

suivent la loi normale de moyenne

E[Ui] = (r − σ2

2
)∆t (115)
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et de varian
e

V ar[Ui] = σ2∆t. (116)

Don
 on a une estimation pour la volatilité

σ =

√

V ar[Ui]

∆t

Supposons que nous 
onnaissons les valeurs de l'a
tif S entre les dates t0 et tn

S(t0), S(t1), ..., S(tn)

On peut alors 
al
uler les valeurs Ui = ln

(

S(ti)

S(ti−1)

)

aux instants de temps 
orrespondants et

en déduire une estimation de la moyenne et la varian
e des Ui:

E[Ui] =
1

n

n
∑

i=1

Ui, V ar[Ui] =
1

n− 1

n
∑

i=1

(Ui − a)2

On peut maintenant estimer le paramètre in
onnu σ à partir de la relation pour V ar[Ui] 
i-
dessus:

σestime =

√

V ar[Ui]

∆t

soit

σestime =

√

√

√

√

1

∆t
(

1

n− 1

n
∑

i=1

U2
i − 1

n(n− 1)
(

n
∑

i=1

Ui)2)

Travail à faire

1. Simuler l'évolution de l'a
tion. Estimer sa volatilité et 
omparer ave
 la valeur exa
te σ.

2. Veri�er que la valeur de la volatilité estimée tombe bien ave
 la probabilité 95% dans l'intervalle:

σ = σexacte ∈ [σestime ± 1.96σestime

√
2M

]

3. é
rire en VBA une ma
ro pour EXCEL qui permet d'estimer la volatilité à partir des données

historiques 
ontenues dans une 
olonne de �
hier EXCEL.

Partie V. Interfa
e graphique

L'obje
tif de 
ette partie est de réaliser en VB.Net une interfa
e graphique qui permet de

paramétrer et réaliser les di�érents 
al
uls prévus dans 
e projet. L'interfa
e doit répondre aux

spé
i�
ations suivantes:
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1. L'interfa
e doit disposer de trois zones distin
tes: "Paramètres du modèle", "Paramètres de


al
uls", "Paramètres pour les simulations MC".

2. La zone "Paramètres du modèle" doit 
ontenir trois 
hamps de saisie:

• E
héan
e T

• Taux sans risque r

• Volatilité σ

• S0

3. Le 
hamps σ doit pouvoir être renseigné soit par saisie d'une valeur soit à l'aide de bouton

"Estimer la volatilité". Ce dernier doit dé
len
her l'estimation de la volatilité à partir des

données historiques 
ontenues dans un �
hier ex
el.

4. La zone "Paramètres de 
al
uls" doit 
ontenir les 
hamps de saisie:

• pas temporel dt

• pas spatial dS

• limite spatiale L

• Nombre de 
hemins pour les simulations Monte Carlo

Un bouton doit ensuite permettre de 
hoisir la méthode de 
al
ul entre "Di�éren
es �nies"

et "Monte Carlo". Le bouton "Cal
uler la solution" doit lan
er l'exé
utable de 
al
ul 
orre-

spondant ave
 les bons paramètres. L'exé
utable doit sto
ker les données de la solution dans

un �
hier texte.

5. Pour la 
onsultation des résultats de 
e 
al
ul l'interfa
e doit proposer de saisir un S0 et

a�
her (un bouton à prévoir) dans un 
hamps à 
oté la valeur V (S0, 0).

6. Un bouton doit également permettre d'appeler une interfa
e d'a�
hage graphique (S
ilab ou

gnuplot) pour visualiser les graphiques.

Partie VI. Comparaison des résultats

1. Tra
ez la fon
tion V (S, 0), solution analytique, d'après la formule donnée dans l'énon
é et la


omparez ave
 les solutions numériques obtenues dans les parties I et II.

Appliquez l'approximation suivante de la fon
tion N(x)

N(x) =

{

1−N ′(x)(a1κ+ a2κ
2 + a3κ

3 + a4κ
4 + a5κ

5) si x ≥ 0
1−N(−x) si x < 0

où

N ′(x) =
1√
2π

e−
x
2

2 , κ =
1

1 + γx

Les 
oe�
ients sont: γ = 0.2316419, a1 = 0.319381530, a2 = −0.356563782, a3 = 1.781477937, a4 =
−1.821255978, a5 = 1.330274429
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2. Sur toute la grille de 
al
ul de la solution numérique de l'EDP (partie II) évaluer

max
i,n

|V n
i − V (Si, tn)|

3. Cal
uler les gre
ques. Comparer les Gre
ques numériques aux valeurs exa
tes 
al
ulées à

partir de la formule de Bla
k et S
holes.
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10 Projet 10

Résolution numérique de l'équation de Bla
k et S
holes pour une

option de Pa
kage: Collars.

Le but du Projet 10 est l'évaluation numérique et analytique du prix d'une option

Collars.

L'équation de Bla
k et S
holes ave
 la 
ondition �nale s'é
rit sous la forme:

{

∂V
∂t

− rV + rS ∂V
∂S

+ 1
2σ

2S2 ∂2V
∂S2 = 0

V (S, t = T ) = Λ(S) = min(max(S,K1),K2)
(117)

L'équation permet de trouver le prix V (S, t) de l'option de deux a
hats (ou deux 
all) d'une

a
tion qui vaut initialement S et qu'on pourra a
heter au deux prixK1 etK2 dans un temps ultérieur

T . V (0, S) est le prix au temps t = 0 de l'option d'a
hat et d'a
tif S en t = 0. On note σ la volatilité

de l'a
tion, r le taux d'intérêt.

On étudie également le problème d'évaluation des gre
ques, dé�nis par les expressions:

∆ =
∂V

∂S
, Γ =

∂2V

∂S2
, Θ =

∂V

∂t

Partie I. Solution analytique.

La fon
tion pay-o� peut être représentée sous la forme:

Λ(S) = K1 +max(S −K1, 0)−max(S −K2, 0), 0 < K1 < K2

On peut en déduire que 
ette option peut être représentée à l'aide de deux options d'a
hat

standard.

Montrer que la solution analytique de l'équation de Bla
k et S
holes 
i-dessus est:

V (S, t) = K1e
−r(T−t) + S(N(d1)−N(d̃1))− e−r(T−t)(K1N(d2)−K2N(d̃2))

d1,2 =
ln(S/K1) + (r ± σ2/2)(T − t)

σ
√
T − t

d̃1,2 =
ln(S/K2) + (r ± σ2/2)(T − t)

σ
√
T − t

Elle sera utilisée pour véri�er la pré
ision des 
al
uls et déduire les 
onditions aux limites pour

le s
héma aux di�éren
es �nies.

Cal
uler les gre
ques.

Partie II. Résolution numérique de l'équation de BS.
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2.1 Dis
rétisation de l'équation de BS.

a) Dis
rétisons les variables: spatiale et temporelle:

x: S0 = 0, ...Si, ...SN+1 = L.

t: t0 = 0, ...tn, ...tM+1 = T .

Don




















i = 0, 1, 2, ...N + 1
n = 0, 1, 2, ...M + 1

∆S =
L

N + 1
, ∆t =

T

M + 1
V (tn, Si) ≡ V n

i

(118)

b) Pour dis
rétiser l'équation (1) on utilise:

• pour

∂V

∂t
la dérivée retrograde,

• pour

∂2V

∂S2
la se
onde dérivée, 
entrée,

• pour

∂V

∂S
la dérivée 
entrée

On dé�nit l'opérateur Mn
BS par l'expression:

Mn
BS = rV n

i − rSi

V n
i+1 − V n

i−1

2∆S
− 1

2
σ2S2

i

V n
i+1 + V n

i−1 − 2V n
i

(∆S)2


) L'équation de Bla
k et S
holes dis
rétisée par di�érentes méthodes s'é
rit :

• par la méthode d'Euler expli
ite

V n
i − V n−1

i

∆t
= Mn

BS(V
n
i−1, V

n
i+1, V

n
i ),

• par la méthode d'Euler impli
ite :

V n
i − V n−1

i

∆t
= Mn−1

BS ,

• par la méthode de Crank-Ni
olson impli
ite:

V n
i − V n−1

i

∆t
=

1

2
(Mn−1

BS +Mn
BS).

2.2 Travail à faire
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1. Montrer les 
ondition aux limites:

{

V (0, t) = K1e
−r(T−t)

V (L, t) = K2e
−r(T−t) (119)

2. Dis
rétiser les 
onditions aux limites et les 
onditions initiales.

3. Appliquer la méthode impli
ite de Crank-Ni
olson et montrer qu'on peut reé
rire 
ette équa-

tion sous la forme :

BiV
n−1
i−1 +DiV

n−1
i +AiV

n−1
i+1 = Kn

i , (120)

4. Pré
iser Ai,Di, Bi,K
n
i et é
rire l'équation sous la forme matri
ielle.

5. Appliquer l'algorithme de Thomas et trouver la solution.

6. Visualiser les solutions pour t = 0, T4 ,
T
2 ,

3T
4 , T.

7. Imposer en S = 0 la 
onditions aux limites de Neumann ds∂V
∂S

(0, t) = 0, dis
rétiser 
ette

ondition et résoudre l'équation de Bla
k et S
holes ave
 nouvelles 
onditions aux limites:

{

∂V
∂S

(0, t) = 0

V (L, t) = K2e
−r(T−t) (121)

8. Utiliser les di�éren
es �nies pour évaluer les gre
ques ∆ = ∂V
∂S

et Γ = ∂2V
∂S2 dans un point S.

Utilisez les valeurs suivantes:







L = 20, T = 0.5
K1 = 2, K2 = 7, r = 0.1, σ = 0.5
N = 100, ∆t = 10−2

Partie III. Simulation Monte Carlo.

On suppose que l'a
tif sousja
ent S est un pro
essus sto
hastique S(t), t ∈ [0, T ] qui véri�e
l'équation di�érentielle sto
hastique suivante:

dSt = rSdt+ σSdW (t), S(0) = S0 (122)

où (r, σ) sont les mêmes paramètres que dans l'EDP de Bla
k-S
holes et où W (t) est un mou-

vement brownien sur [0, T ].
La solution de 
ette équation est dé�nie par:

S(t) = S(0) exp

((

r − σ2

2

)

t+ σW (t)

)
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Alors le prix d'une option européenne au moment de temps t = 0 de fon
tion de payo� Λ(S) est
donné par

V (S0, 0) = e−rT
E[Λ(S(T ))/S(t = 0) = S0] (123)

La valeur �nale de S(T ) est dé�nit par

S(T ) = S(0) exp

( (

r − σ2

2

)

T + σ
√
TN(0, 1)

)

,

où N(0, 1) est le nombre qui suit la loi normale 
entré réduite et l'expression

√
TN(0, 1) rempla
e

W (T ).
1) Finalement on peut estimer le prix de l'option par la moyenne empirique suivante (sauf Projet

12):

V (S0, 0) =
e−rT

NMC

NMC
∑

k=1

[

Λ

(

S(0) exp

( (

r − σ2

2

)

T + σ
√
TN(k)(0, 1)

))]

(124)

2) Delta d'une option européenne

∆ =
∂V

∂S
∼ V (S + h)− V (S)

h

au moment de temps t = 0 est donné par

∆(S0, 0) = e−rT
E[

Λ(Sh(T ))− Λ(S(T ))

h
] (125)

où l'évolution de l'a
tif Sh(t) 
ommen
e de S0 + h:

Sh(t) = (S(0) + h) exp

( (

r − σ2

2

)

t+ σW (t)

)

et h est un petit nombre.

3) Gamma d'une option européenne

Γ =
∂2V

∂S2
∼ V (S + h)− 2V (S) + V (S − h)

h2

au moment t = 0 est donné par

Γ(S0, 0) = e−rT
E[

Λ(Sh1(T ))− 2Λ(S(T )) + Λ(Sh2(T ))

h2
] (126)

où l'évolution de l'a
tif Sh1(t) 
ommen
e de S0 + h:

Sh1(t) = (S(0) + h) exp

( (

r − σ2

2

)

t+ σW (t)

)

,

l'évolution de l'a
tif Sh2(t) 
ommen
e de S0 − h:

Sh2(t) = (S(0) − h) exp

( (

r − σ2

2

)

t+ σW (t)

)

,
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4) Evaluation des gre
ques par le 
al
ul de Malliavin.

La méthode développée la première fois par Fournié permet d'é
rire les sensibilités sous la forme

d'une espéran
e.

∆(S0, 0) = e−rT
E[Λ(S(T ))ω∆]

Γ(S0, 0) = e−rT
E[Λ(S(T ))ωΓ]

où les poids ω∆ et ωΓ ne dépendent pas du payo� de l'option.

ω∆ =
WT

S0σT

ωΓ =
1

S2
0σT

(
W 2

T

σT
−WT − 1

σ
)

I
i WT est la dernière 
oordonné du mouvement Brownien.

Travail à faire

1. Cal
uler par simulation une estimation de V (S0, 0). Pour 
ela on n'a besoin que la valeur

�nale S(T ). Don
 vous allez simuler un grand nombre (NMC) de nombres N(0, 1) qui

suivent la loi normale 
entré réduite. Ensuite il ne reste qu'à 
al
uler la moyenne empirique

de Λ(S(T )) par la formule (211)

2. Cal
uler par simulation une estimation de ∆(S0, 0). Pour 
ela vous simulez aussi un grand

nombre (NMC) de nombres N(0, 1) qui suivent la loi normale 
entré réduite. Pour


haque 
ouple S(T ) et Sh(T ) on utilise le même nombre N(0, 1) Ensuite on évalue

la moyenne empirique de

Λ(Sh(T ))− Λ(S(T ))

h

3. Cal
uler de façon similaire par simulation une estimation Γ(S0, 0).

4. Essayer de 
al
uler de façon similaire par simulation une estimation Θ(S0, 0).

5. E�e
tuer 
es 
al
uls ave
 les mêmes données que dans la partie 2, pour di�érentes

valeurs initiales de l'a
tif: S0 = 0, 0.2, 0.4, . . . , 20 et en prenant NMC = 100, 1000, 10000.
Réaliser les graphes de S0 7→ V (S0, 0), S0 7→ ∆(S0, 0), S0 7→ Γ(S0, 0), S0 7→
Θ(S0, 0)

6. Cal
uler par simulation une estimation de ∆(S0, 0) par le 
al
ul de Malliavin. Pour 
ela

vous simulez aussi un grand nombre (NMC) de nombres N(0, 1) qui suivent la loi normale


entré réduite. Pour 
haque 
ouple S(T ) et WT on utilise le même nombre N(0, 1)
Ensuite on évalue la moyenne empirique de

e−rT [Λ(S(T ))
WT

S0σT
]

e−rT [Λ(S(T ))
1

S2
0σT

(
W 2

T

σT
−WT − 1

σ
]
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Partie IV. Estimation de volatilité σ

L'a
tif sousja
ent S est un pro
essus sto
hastique S(t), t ∈ [0, T ] qui véri�e l'équation di�éren-

tielle sto
hastique suivante:

dSt = rStdt+ σStdWt, S(t = 0) = S0 (127)

On note σ la volatilité de l'a
tion, r le drift (r = µ dans le monde de risk - neutre). La solution

de 
ette équation est donnée par la formule:

S(t) = S0 exp((r −
σ2

2
)t+ σW (t))

On dé�nit sur l'intervalle [0, T ] une grille de points

ti = i∆t, i = 0, . . . , n

Alors pour tout i on a, en notant Si = S(ti)

Si+1 = Si exp((r −
σ2

2
)∆t+

√
∆t σN(0, 1))

Il s'ensuit que les variables aléatoires

Ui = ln

(

S(ti)

S(ti−1)

)

= (r − σ2

2
)∆t+

√
∆t σN(0, 1)

suivent la loi normale de moyenne

E[Ui] = (r − σ2

2
)∆t (128)

et de varian
e

V ar[Ui] = σ2∆t. (129)

Don
 on a une estimation pour la volatilité

σ =

√

V ar[Ui]

∆t

Supposons que nous 
onnaissons les valeurs de l'a
tif S entre les dates t0 et tn

S(t0), S(t1), ..., S(tn)

On peut alors 
al
uler les valeurs Ui = ln

(

S(ti)

S(ti−1)

)

aux instants de temps 
orrespondants et

en déduire une estimation de la moyenne et la varian
e des Ui:

E[Ui] =
1

n

n
∑

i=1

Ui, V ar[Ui] =
1

n− 1

n
∑

i=1

(Ui − a)2
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On peut maintenant estimer le paramètre in
onnu σ à partir de la relation pour V ar[Ui] 
i-
dessus:

σestime =

√

V ar[Ui]

∆t

soit

σestime =

√

√

√

√

1

∆t
(

1

n− 1

n
∑

i=1

U2
i − 1

n(n− 1)
(

n
∑

i=1

Ui)2)

Travail à faire

1. Simuler l'évolution de l'a
tion. Estimer sa volatilité et 
omparer ave
 la valeur exa
te σ.

2. Veri�er que la valeur de la volatilité estimée tombe bien ave
 la probabilité 95% dans l'intervalle:

σ = σexacte ∈ [σestime ± 1.96σestime

√
2M

]

3. é
rire en VBA une ma
ro pour EXCEL qui permet d'estimer la volatilité à partir des données

historiques 
ontenues dans une 
olonne de �
hier EXCEL.

Partie V. Interfa
e graphique

L'obje
tif de 
ette partie est de réaliser en VB.Net une interfa
e graphique qui permet de

paramétrer et réaliser les di�érents 
al
uls prévus dans 
e projet. L'interfa
e doit répondre aux

spé
i�
ations suivantes:

1. L'interfa
e doit disposer de trois zones distin
tes: "Paramètres du modèle", "Paramètres de


al
uls", "Paramètres pour les simulations MC".

2. La zone "Paramètres du modèle" doit 
ontenir trois 
hamps de saisie:

• E
héan
e T

• Taux sans risque r

• Volatilité σ

• S0

3. Le 
hamps σ doit pouvoir être renseigné soit par saisie d'une valeur soit à l'aide de bouton

"Estimer la volatilité". Ce dernier doit dé
len
her l'estimation de la volatilité à partir des

données historiques 
ontenues dans un �
hier ex
el.

4. La zone "Paramètres de 
al
uls" doit 
ontenir les 
hamps de saisie:
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• pas temporel dt

• pas spatial dS

• limite spatiale L

• Nombre de 
hemins pour les simulations Monte Carlo

Un bouton doit ensuite permettre de 
hoisir la méthode de 
al
ul entre "Di�éren
es �nies"

et "Monte Carlo". Le bouton "Cal
uler la solution" doit lan
er l'exé
utable de 
al
ul 
orre-

spondant ave
 les bons paramètres. L'exé
utable doit sto
ker les données de la solution dans

un �
hier texte.

5. Pour la 
onsultation des résultats de 
e 
al
ul l'interfa
e doit proposer de saisir un S0 et

a�
her (un bouton à prévoir) dans un 
hamps à 
oté la valeur V (S0, 0).

6. Un bouton doit également permettre d'appeler une interfa
e d'a�
hage graphique (S
ilab ou

gnuplot) pour visualiser les graphiques.

Partie VI. Comparaison des résultats

1. Tra
ez la fon
tion V (S, 0), solution analytique, d'après la formule donnée dans l'énon
é et la


omparez ave
 les solutions numériques obtenues dans les parties I et II.

Appliquez l'approximation suivante de la fon
tion N(x)

N(x) =

{

1−N ′(x)(a1κ+ a2κ
2 + a3κ

3 + a4κ
4 + a5κ

5) si x ≥ 0
1−N(−x) si x < 0

où

N ′(x) =
1√
2π

e−
x
2

2 , κ =
1

1 + γx

Les 
oe�
ients sont: γ = 0.2316419, a1 = 0.319381530, a2 = −0.356563782, a3 = 1.781477937, a4 =
−1.821255978, a5 = 1.330274429

2. Sur toute la grille de 
al
ul de la solution numérique de l'EDP (partie II) évaluer

max
i,n

|V n
i − V (Si, tn)|

3. Cal
uler les gre
ques. Comparer les Gre
ques numériques aux valeurs exa
tes 
al
ulées à

partir de la formule de Bla
k et S
holes.
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11 Projet 11

Résolution numérique de l'équation de Bla
k et S
holes pour une

option de Pa
kage: Break forwards.

Le but du Projet 11 est l'évaluation numérique et analytique du prix d'une option

Break forwards.

L'équation de Bla
k et S
holes ave
 la 
ondition �nale s'é
rit de la forme:

{

∂V
∂t

− rV + rS ∂V
∂S

+ 1
2σ

2S2 ∂2V
∂S2 = 0

V (S, t = T ) = Λ(S) = max(S,F )−K
(130)

L'équation permet de trouver le prix V (S, t) de l'option d'a
hat (ou 
all) d'une a
tion qui vaut

initialement S0 et qu'on pourra a
heter au prix F dans un temps ultérieur T . V (0, S) est le prix

au temps t = 0 de l'option d'a
hat de prix d'exer
i
e F à l'é
héan
e T > 0, et d'a
tif S en t = 0.
On note σ la volatilité de l'a
tion, r le taux d'intérêt.

On étudie également le problème d'évaluation des gre
ques, dé�nis par les expressions:

∆ =
∂V

∂S
, Γ =

∂2V

∂S2
, Θ =

∂V

∂t

Partie I. Solution analytique.

Soit

F = S∗

0e
rT .

S∗

0 est une valeur parti
ulière, �xe. On 
hoisit K de sorte que le prix de l'option soit nul à t = 0.
On a:

V (0, S∗

0 ) = 0 ⇒ K = erTS∗

0(1 +N(d̃1)−N(d̃2))

ave


d̃1,2 = ±1

2
σ
√
T

La fon
tion pay-o� peut être représentée de la forme:

Λ(S) = max(S − F, 0) + F −K, K > F

Montrer que la solution analytique de l'équation de Bla
k et S
holes 
i-dessus est:

V (S, t) = (F −K)e−r(T−t) + SN(d1)− Fe−r(T−t)N(d2)

d1,2 =
ln(S/F ) + (r ± σ2/2)(T − t)

σ
√
T − t

Elle sera utilisée pour véri�er la pré
ision des 
al
uls et déduire les 
onditions aux limites pour

le s
héma aux di�éren
es �nies.

Cal
uler les gre
ques.
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Partie II. Résolution numérique de l'équation de BS.

2.1 Dis
rétisation de l'équation de BS.

a) Dis
rétisons les variables: spatiale et temporelle:

x: S0 = 0, ...Si, ...SN+1 = L.

t: t0 = 0, ...tn, ...tM+1 = T .

Don




















i = 0, 1, 2, ...N + 1
n = 0, 1, 2, ...M + 1

∆S =
L

N + 1
, ∆t =

T

M + 1
V (tn, Si) ≡ V n

i

(131)

b) Pour dis
rétiser l'équation (1) on utilise:

• pour

∂V

∂t
la dérivée retrograde,

• pour

∂2V

∂S2
la se
onde dérivée, 
entrée,

• pour

∂V

∂S
la dérivée 
entrée

On dé�nit l'opérateur Mn
BS par l'expression:

Mn
BS = rV n

i − rSi

V n
i+1 − V n

i−1

2∆S
− 1

2
σ2S2

i

V n
i+1 + V n

i−1 − 2V n
i

(∆S)2


) L'équation de Bla
k et S
holes dis
rétisée par di�érentes méthodes s'é
rit :

• par la méthode d'Euler expli
ite

V n
i − V n−1

i

∆t
= Mn

BS(V
n
i−1, V

n
i+1, V

n
i ),

• par la méthode d'Euler impli
ite :

V n
i − V n−1

i

∆t
= Mn−1

BS ,

• par la méthode de Crank-Ni
olson impli
ite:

V n
i − V n−1

i

∆t
=

1

2
(Mn−1

BS +Mn
BS).

2.2 Travail à faire
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1. Montrer les 
ondition aux limites:

{

V (0, t) = (F −K)e−r(T−t)

V (L, t) = L−Ke−r(T−t) (132)

2. Dis
rétiser les 
onditions aux limites et les 
onditions initiales.

3. Appliquer la méthode impli
ite de Crank-Ni
olson et montrer qu'on peut réé
rire 
ette équa-

tion sous la forme :

BiV
n−1
i−1 +DiV

n−1
i +AiV

n−1
i+1 = Kn

i , (133)

4. Pré
iser Ai,Di, Bi,K
n
i et é
rire l'équation sous la forme matri
ielle.

5. Appliquer l'algorithme de Thomas et trouver la solution.

6. Visualiser les solutions pour t = 0, T4 ,
T
2 ,

3T
4 , T.

7. Utiliser les di�éren
es �nies pour évaluer les gre
ques ∆ = ∂V
∂S

et Γ = ∂2V
∂S2 dans un point S.

Utilisez les valeurs suivantes:







L = 20, T = 0.5, S∗

0 = 7
r = 0.1, σ = 0.5
N = 100, ∆t = 10−2

Partie III. Simulation Monte Carlo.

On suppose que l'a
tif sousja
ent S est un pro
essus sto
hastique S(t), t ∈ [0, T ] qui véri�e
l'équation di�érentielle sto
hastique suivante:

dSt = rSdt+ σSdW (t), S(0) = S0 (134)

où (r, σ) sont les mêmes paramètres que dans l'EDP de Bla
k-S
holes et où W (t) est un mou-

vement brownien sur [0, T ].
La solution de 
ette équation est dé�nie par:

S(t) = S(0) exp

((

r − σ2

2

)

t+ σW (t)

)

Alors le prix d'une option européenne au moment de temps t = 0 de fon
tion de payo� Λ(S) est
donné par

V (S0, 0) = e−rT
E[Λ(S(T ))/S(t = 0) = S0] (135)
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La valeur �nale de S(T ) est dé�nit par

S(T ) = S(0) exp

( (

r − σ2

2

)

T + σ
√
TN(0, 1)

)

,

où N(0, 1) est le nombre qui suit la loi normale 
entré réduite et l'expression

√
TN(0, 1) rempla
e

W (T ).
1) Finalement on peut estimer le prix de l'option par la moyenne empirique suivante (sauf Projet

12):

V (S0, 0) =
e−rT

NMC

NMC
∑

k=1

[

Λ

(

S(0) exp

( (

r − σ2

2

)

T + σ
√
TN(k)(0, 1)

))]

(136)

2) Delta d'une option européenne

∆ =
∂V

∂S
∼ V (S + h)− V (S)

h

au moment de temps t = 0 est donné par

∆(S0, 0) = e−rT
E[

Λ(Sh(T ))− Λ(S(T ))

h
] (137)

où l'évolution de l'a
tif Sh(t) 
ommen
e de S0 + h:

Sh(t) = (S(0) + h) exp

( (

r − σ2

2

)

t+ σW (t)

)

et h est un petit nombre.

3) Gamma d'une option européenne

Γ =
∂2V

∂S2
∼ V (S + h)− 2V (S) + V (S − h)

h2

au moment t = 0 est donné par

Γ(S0, 0) = e−rT
E[

Λ(Sh1(T ))− 2Λ(S(T )) + Λ(Sh2(T ))

h2
] (138)

où l'évolution de l'a
tif Sh1(t) 
ommen
e de S0 + h:

Sh1(t) = (S(0) + h) exp

( (

r − σ2

2

)

t+ σW (t)

)

,

l'évolution de l'a
tif Sh2(t) 
ommen
e de S0 − h:

Sh2(t) = (S(0) − h) exp

( (

r − σ2

2

)

t+ σW (t)

)

,

4) Evaluation des gre
ques par le 
al
ul de Malliavin.
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La méthode développée la première fois par Fournié permet d'é
rire les sensibilités sous la forme

d'une espéran
e.

∆(S0, 0) = e−rT
E[Λ(S(T ))ω∆]

Γ(S0, 0) = e−rT
E[Λ(S(T ))ωΓ]

où les poids ω∆ et ωΓ ne dépendent pas du payo� de l'option.

ω∆ =
WT

S0σT

ωΓ =
1

S2
0σT

(
W 2

T

σT
−WT − 1

σ
)

I
i WT est la dernière 
oordonné du mouvement Brownien.

Travail à faire

1. Cal
uler par simulation une estimation de V (S0, 0). Pour 
ela on n'a besoin que la valeur

�nale S(T ). Don
 vous allez simuler un grand nombre (NMC) de nombres N(0, 1) qui

suivent la loi normale 
entré réduite. Ensuite il ne reste qu'à 
al
uler la moyenne empirique

de Λ(S(T )) par la formule (211)

2. Cal
uler par simulation une estimation de ∆(S0, 0). Pour 
ela vous simulez aussi un grand

nombre (NMC) de nombres N(0, 1) qui suivent la loi normale 
entré réduite. Pour


haque 
ouple S(T ) et Sh(T ) on utilise le même nombre N(0, 1) Ensuite on évalue

la moyenne empirique de

Λ(Sh(T ))− Λ(S(T ))

h

3. Cal
uler de façon similaire par simulation une estimation Γ(S0, 0).

4. Essayer de 
al
uler de façon similaire par simulation une estimation Θ(S0, 0).

5. E�e
tuer 
es 
al
uls ave
 les mêmes données que dans la partie 2, pour di�érentes

valeurs initiales de l'a
tif: S0 = 0, 0.2, 0.4, . . . , 20 et en prenant NMC = 100, 1000, 10000.
Réaliser les graphes de S0 7→ V (S0, 0), S0 7→ ∆(S0, 0), S0 7→ Γ(S0, 0), S0 7→
Θ(S0, 0)

6. Cal
uler par simulation une estimation de ∆(S0, 0) par le 
al
ul de Malliavin. Pour 
ela

vous simulez aussi un grand nombre (NMC) de nombres N(0, 1) qui suivent la loi normale


entré réduite. Pour 
haque 
ouple S(T ) et WT on utilise le même nombre N(0, 1)
Ensuite on évalue la moyenne empirique de

e−rT [Λ(S(T ))
WT

S0σT
]

e−rT [Λ(S(T ))
1

S2
0σT

(
W 2

T

σT
−WT − 1

σ
]
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Partie IV. Estimation de volatilité σ

L'a
tif sousja
ent S est un pro
essus sto
hastique S(t), t ∈ [0, T ] qui véri�e l'équation di�éren-

tielle sto
hastique suivante:

dSt = rStdt+ σStdWt, S(t = 0) = S0 (139)

On note σ la volatilité de l'a
tion, r le drift (r = µ dans le monde de risk - neutre). La solution

de 
ette équation est donnée par la formule:

S(t) = S0 exp((r −
σ2

2
)t+ σW (t))

On dé�nit sur l'intervalle [0, T ] une grille de points

ti = i∆t, i = 0, . . . , n

Alors pour tout i on a, en notant Si = S(ti)

Si+1 = Si exp((r −
σ2

2
)∆t+

√
∆t σN(0, 1))

Il s'ensuit que les variables aléatoires

Ui = ln

(

S(ti)

S(ti−1)

)

= (r − σ2

2
)∆t+

√
∆t σN(0, 1)

suivent la loi normale de moyenne

E[Ui] = (r − σ2

2
)∆t (140)

et de varian
e

V ar[Ui] = σ2∆t. (141)

Don
 on a une estimation pour la volatilité

σ =

√

V ar[Ui]

∆t

Supposons que nous 
onnaissons les valeurs de l'a
tif S entre les dates t0 et tn

S(t0), S(t1), ..., S(tn)

On peut alors 
al
uler les valeurs Ui = ln

(

S(ti)

S(ti−1)

)

aux instants de temps 
orrespondants et

en déduire une estimation de la moyenne et la varian
e des Ui:

E[Ui] =
1

n

n
∑

i=1

Ui, V ar[Ui] =
1

n− 1

n
∑

i=1

(Ui − a)2
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On peut maintenant estimer le paramètre in
onnu σ à partir de la relation pour V ar[Ui] 
i-
dessus:

σestime =

√

V ar[Ui]

∆t

soit

σestime =

√

√

√

√

1

∆t
(

1

n− 1

n
∑

i=1

U2
i − 1

n(n− 1)
(

n
∑

i=1

Ui)2)

Travail à faire

1. Simuler l'évolution de l'a
tion. Estimer sa volatilité et 
omparer ave
 la valeur exa
te σ.

2. Veri�er que la valeur de la volatilité estimée tombe bien ave
 la probabilité 95% dans l'intervalle:

σ = σexacte ∈ [σestime ± 1.96σestime

√
2M

]

3. é
rire en VBA une ma
ro pour EXCEL qui permet d'estimer la volatilité à partir des données

historiques 
ontenues dans une 
olonne de �
hier EXCEL.

Partie V. Interfa
e graphique

L'obje
tif de 
ette partie est de réaliser en VB.Net une interfa
e graphique qui permet de

paramétrer et réaliser les di�érents 
al
uls prévus dans 
e projet. L'interfa
e doit répondre aux

spé
i�
ations suivantes:

1. L'interfa
e doit disposer de trois zones distin
tes: "Paramètres du modèle", "Paramètres de


al
uls", "Paramètres pour les simulations MC".

2. La zone "Paramètres du modèle" doit 
ontenir trois 
hamps de saisie:

• E
héan
e T

• Taux sans risque r

• Volatilité σ

• S0

3. Le 
hamps σ doit pouvoir être renseigné soit par saisie d'une valeur soit à l'aide de bouton

"Estimer la volatilité". Ce dernier doit dé
len
her l'estimation de la volatilité à partir des

données historiques 
ontenues dans un �
hier ex
el.

4. La zone "Paramètres de 
al
uls" doit 
ontenir les 
hamps de saisie:
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• pas temporel dt

• pas spatial dS

• limite spatiale L

• Nombre de 
hemins pour les simulations Monte Carlo

Un bouton doit ensuite permettre de 
hoisir la méthode de 
al
ul entre "Di�éren
es �nies"

et "Monte Carlo". Le bouton "Cal
uler la solution" doit lan
er l'exé
utable de 
al
ul 
orre-

spondant ave
 les bons paramètres. L'exé
utable doit sto
ker les données de la solution dans

un �
hier texte.

5. Pour la 
onsultation des résultats de 
e 
al
ul l'interfa
e doit proposer de saisir un S0 et

a�
her (un bouton à prévoir) dans un 
hamps à 
oté la valeur V (S0, 0).

6. Un bouton doit également permettre d'appeler une interfa
e d'a�
hage graphique (S
ilab ou

gnuplot) pour visualiser les graphiques.

Partie VI. Comparaison des résultats

1. Tra
ez la fon
tion V (S, 0), solution analytique, d'après la formule donnée dans l'énon
é et la


omparez ave
 les solutions numériques obtenues dans les parties I et II.

Appliquez l'approximation suivante de la fon
tion N(x)

N(x) =

{

1−N ′(x)(a1κ+ a2κ
2 + a3κ

3 + a4κ
4 + a5κ

5) si x ≥ 0
1−N(−x) si x < 0

où

N ′(x) =
1√
2π

e−
x
2

2 , κ =
1

1 + γx

Les 
oe�
ients sont: γ = 0.2316419, a1 = 0.319381530, a2 = −0.356563782, a3 = 1.781477937, a4 =
−1.821255978, a5 = 1.330274429

2. Sur toute la grille de 
al
ul de la solution numérique de l'EDP (partie II) évaluer

max
i,n

|V n
i − V (Si, tn)|

3. Cal
uler les gre
ques. Comparer les Gre
ques numériques aux valeurs exa
tes 
al
ulées à

partir de la formule de Bla
k et S
holes.
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12 Projet 12

Résolution numérique de l'équation de Bla
k et S
holes pour une

option Barrière "Down-and-out Call"

Le but du Projet 12 est l'évaluation numérique et analytique du prix d'une option

Barrière "Down-and-out Call".

Une option à barrière est 
ara
terisée par une 
ondition sur son existen
e. "Down-and-out"

option termine son existen
e si le prix d'une a
tion S(t) tombe au-dessous d'un prix barrière B. A

S = B le prix de 
all est nul.























∂V

∂t
− rV + rS

∂V

∂S
+

1

2
σ2S2 ∂

2V

∂S2
= 0, B < S

V (B, t) = 0
V (S, t = T ) = Λ(S) = max(S −K, 0)

(142)

Cette équation permet de trouver le prix V (S, t) de l'option d'a
hat (ou 
all) d'une a
tion qui

vaut initialement S et qu'on pourra vendre au prix K dans un temps ultérieur T . V (0, S) est le prix
au temps t = 0 d'option d'a
hat de prix d'exer
i
e K à l'é
héan
e T > 0 à 
ondition que S(t) > B.

On note σ la volatilité de l'a
tion, r le taux d'intérêt.

On étudie également le problème d'évaluation des gre
ques, dé�nis par les expressions:

∆ =
∂V

∂S
, Γ =

∂2V

∂S2
, Θ =

∂V

∂t

Partie I. Solution analytique.

Etudions le 
as K > B.

1. E�e
tuer le 
hangement de variables suivant











x = ln

(

S

B

)

τ =
σ2

2
(T − t)

⇔
{

S = Bex

t = T − 2

σ2
τ

Notons

v(x, τ) = V (S(x), t(τ)) ⇔ V (S, t) = v(x(S), τ(t)) = v

(

ln

(

S

B

)

,
σ2

2
(T − t)

)

Montrer que après 
e 
hangement de variables l'équation devient:

∂v

∂τ
=

∂2v

∂x2
+ (k − 1)

∂v

∂x
− kv(τ, x) = 0 (143)

Pré
iser la 
onstante k.
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2. Changement d'in
onnue. On souhaite éliminer dans 
ette équation les termes vx et v.
Pour 
ela on 
her
hera v(x, τ) sous la forme:

v(x, τ) = eαx+βτu(x, τ)

Choisir les 
onstantes α et β de telle sorte que l'équation di�érentielle pour u(x, τ) soit la

suivante:

uτ = uxx, x > 0, τ ∈]0, T ] (144)

3. Nouvelles 
onditions initiale et aux limites.

Montrer que u(x, τ) véri�e les 
onditions initiale et aux limites suivantes

{

u(x, 0) = g(x), x > 0
u(0, τ) = 0, τ ∈ [0, T ]

Pré
iser la fon
tion g(x).

4. On obtient ainsi un problème pour l'équation de 
haleur sur un demi-axe:







uτ = uxx, x > 0, τ ∈]0, T ]
u(x, 0) = g(x), x > 0
u(0, τ) = 0, τ ∈ [0, T ]

La solution de 
e problème peut s'é
rire à l'aide de la fon
tion de Green pour l'équation de


haleur sur le demi-axe

u(x, t) =

+∞
∫

0

k(x, y, t)g(y)dy

où k(x, y, t) est la fon
tion de Green du problème dé�nie 
omme suit:

k(x, y, t) =
1√
4πt






e
−(x− y)2

4t − e
−(x+ y)2

4t







En utilisant 
ette représentation, évaluer la solution u(x, t) à partir de la 
ondition initiale

g(x).

5. En faisant les 
hangements de variables inverses montrer que l'on peut présenter le prix de

l'option down-at-out 
omme suit:

V (S, t) = Vcall(S, t)− V1(S, t)

où

Vcall(t, S) = SN(d1)−Ke−r(T−t)N(d2), d1,2 =
ln(S/K) + (r ± σ2/2)(T − t)

σ
√
T − t
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est le prix d'une option d'a
hat européenne et où

V1(S, t) =

(

S

B

)1− 2r

σ2
Vcall

(

B2

S
, t

)

Cal
uler les gre
ques.

Partie II. Résolution numérique de l'équation de BS.

a) Dis
rétisons les variables: spatiale et temporelle:

x: S0 = 0, ...Si, ...SN+1 = L.

t: t0 = 0, ...tn, ...tM+1 = T .

Don
































i = 0, 1, 2, ...N + 1
n = 0, 1, 2, ...M + 1

∆S =
L

N + 1
, ∆t =

T

M + 1

V (tn, Si) ≡ V n
i

(145)

b) Pour dis
rétiser l'équation (1) on utilise:

• pour

∂V

∂t
la dérivée retrograde,

• pour

∂2V

∂S2
la se
onde dérivée, 
entrée,

• pour

∂V

∂S
la dérivée 
entrée

On dé�nit l'opérateur Mn
BS par l'expression:

Mn
BS = rV n

i − rSi

V n
i+1 − V n

i−1

2∆S
− 1

2
σ2S2

i

V n
i+1 + V n

i−1 − 2V n
i

(∆S)2


) L'équation de Bla
k et S
holes dis
rétisée par di�érentes méthodes s'é
rit :

• par la méthode d'Euler expli
ite

V n
i − V n−1

i

∆t
= Mn

BS(V
n
i−1, V

n
i+1, V

n
i ),
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• par la méthode d'Euler impli
ite :

V n
i − V n−1

i

∆t
= Mn−1

BS ,

• par la méthode de Crank-Ni
olson impli
ite:

V n
i − V n−1

i

∆t
=

1

2
(Mn−1

BS +Mn
BS).

2.2 Travail à faire

1. Montrer les 
ondition aux limites:

{

V (B, t) = 0, S ≤ B

V (L, t) = L−Ke−r(T−t) (146)

2. Dis
rétiser les 
onditions aux limites et les 
onditions initiales.

3. Appliquer la méthode impli
ite d'Euler et montrer qu'on peut reé
rire 
ette équation sous la

forme :

BiV
n−1
i−1 +DiV

n−1
i +AiV

n+1
i+1 = Kn

i , (147)

4. Pré
iser Ai,Di, Bi,K
n
i et é
rire l'équation sous la forme matri
ielle.

5. Appliquer l'algorithme de Thomas et trouver la solution.

6. Visualiser les solutions pour t = 0, T4 ,
T
2 ,

3T
4 , T.

7. Utiliser les di�éren
es �nies pour évaluer les gre
ques ∆ = ∂V
∂S

et Γ = ∂2V
∂S2 dans un point S.

Utilisez les valeurs suivantes:







L = 20, T = 0.5
K = 10, r = 0.1, B = 6, σ = 0.5
N = 100, ∆t = 10−2

Partie III. Simulation Monte Carlo.

On suppose que l'a
tif sousja
ent S est un pro
essus sto
hastique S(t), t ∈ [0, T ] qui véri�e
l'équation di�érentielle sto
hastique suivante:

dSt = rSdt+ σSdW (t), S(0) = S0 (148)
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où (r, σ) sont les mêmes paramètres que dans l'EDP de Bla
k-S
holes et où W (t) est un mou-

vement brownien sur [0, T ].
La solution de 
ette équation est dé�nie par:

S(t) = S(0) exp

((

r − σ2

2

)

t+ σW (t)

)

Alors le prix d'une option européenne au moment de temps t = 0 de fon
tion de payo� Λ(S) est
donné par

V (S0, 0) = e−rT
E[Λ(S(T ))/S(t = 0) = S0] (149)

La valeur �nale de S(T ) est dé�nit par

S(T ) = S(0) exp

( (

r − σ2

2

)

T + σ
√
TN(0, 1)

)

,

où N(0, 1) est le nombre qui suit la loi normale 
entré réduite et l'expression

√
TN(0, 1) rempla
e

W (T ).
1) Finalement on peut estimer le prix de l'option par la moyenne empirique suivante (sauf Projet

12):

V (S0, 0) =
e−rT

NMC

NMC
∑

k=1

[

Λ

(

S(0) exp

( (

r − σ2

2

)

T + σ
√
TN(k)(0, 1)

))]

(150)

2) Delta d'une option européenne

∆ =
∂V

∂S
∼ V (S + h)− V (S)

h

au moment de temps t = 0 est donné par

∆(S0, 0) = e−rT
E[

Λ(Sh(T ))− Λ(S(T ))

h
] (151)

où l'évolution de l'a
tif Sh(t) 
ommen
e de S0 + h:

Sh(t) = (S(0) + h) exp

( (

r − σ2

2

)

t+ σW (t)

)

et h est un petit nombre.

3)Gamma d'une option européenne

Γ =
∂2V

∂S2
∼ V (S + h)− 2V (S) + V (S − h)

h2

au moment t = 0 est donné par

Γ(S0, 0) = e−rT
E[

Λ(Sh1(T ))− 2Λ(S(T )) + Λ(Sh2(T ))

h2
] (152)
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où l'évolution de l'a
tif Sh1(t) 
ommen
e de S0 + h:

Sh1(t) = (S(0) + h) exp

( (

r − σ2

2

)

t+ σW (t)

)

,

l'évolution de l'a
tif Sh2(t) 
ommen
e de S0 − h:

Sh2(t) = (S(0) − h) exp

( (

r − σ2

2

)

t+ σW (t)

)

,

4) Evaluation des gre
ques par le 
al
ul de Malliavin.

La méthode développée la première fois par Fournié permet d'é
rire les sensibilités sous la forme

d'une espéran
e.

∆(S0, 0) = e−rT
E[Λ(S(T ))ω∆]

Γ(S0, 0) = e−rT
E[Λ(S(T ))ωΓ]

où les poids ω∆ et ωΓ ne dépendent pas du payo� de l'option.

ω∆ =
WT

S0σT

ωΓ =
1

S2
0σT

(
W 2

T

σT
−WT − 1

σ
)

I
i WT est la dernière 
oordonné du mouvement Brownien.

Travail à faire

Le prix de l'option dépand du 
hemin d'évolution de l'a
tif sous-ja
ent. On ne peut don
 pas

utiliser la formule (211) et on doit simuler 
haque 
hemin d'évolution de l'a
tif sous-ja
ent.

1. On 
hoisit la même dis
rétisation 0 = t0 < t1 < . . . tM+1 = T de l'intervalle [0, T ] que dans
la partie 2. Simuler un grand nombre NMC de 
hemins de l'a
tif sous-ja
ent {Sk(ti)}M+1

i=1 sur

l'intervalle [0, T ]. Chaque 
hemin est ainsi une suite Sk(ti), i = 0, . . .M + 1, k = 1 . . . NMC .

2. Soit S0 le prix de l'a
tif S au moment de départ de l'option (à t = 0). Evaluer 
haque k le


hemin de l'a
tif sous-ja
ent {Sk(ti)}M+1
i=0 , ayant pour 
ondition initiale S0.

S(ti+1) = S(ti) exp

( (

r − σ2

2

)

∆t+ σ
√
∆tN(i)(0, 1)

)

Véri�er à 
haque instant ti si S(ti+1) tou
he la Barrière B. Si

S(ti+1) ≥ B

on arrête le 
hemin et on donne la valeur zero au prix de l'option. Pour 
e 
hemin

don
 Λ(Sk(T )) = 0
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3. Soient Sk(T ), k = 1, . . . , NMC les valeurs �nales de l'a
tif obtenues sur tous les 
hemins

simulés. Cal
uler la moyenne empirique de Λ(Sk(T )), k = 1, . . . , NMC et en déduire une

estimation du prix de l'option par la formule (210).

4. Cal
uler par simulation une estimation de Delta ∆(S0, 0). Pour 
ela vous simulez aussi un

grand nombre (NMC · M) de nombres N(0, 1) qui suivent la loi normale 
entré réduite.

Pour 
haque 
ouple S(ti) et Sh(ti) on utilise le même nombre N
(i)(0, 1) Ensuite

on évalue la moyenne empirique de

Λ(Sh(T ))− Λ(S(T ))

h

tenant 
ompte que S(ti+1) doit être plus petit que B.

5. Cal
uler de façon similaire par simulation une estimation de Gamma Γ(S0, 0).

6. Essayer de 
al
uler de façon similaire par simulation une estimation de Theta Θ(S0, 0).

7. E�e
tuer 
es 
al
uls ave
 les mêmes données que dans la partie 2, pour di�érentes

valeurs initiales de l'a
tif: S0 = 0, 0.2, 0.4, . . . , 20 et en prenant NMC = 100, 1000, 10000.
Réaliser les graphes de S0 7→ V (S0, 0), S0 7→ ∆(S0, 0), S0 7→ Γ(S0, 0), S0 7→
Θ(S0, 0)

8. E�e
tuer 
es 
al
uls ave
 les mêmes données que dans la partie 2, pour di�érentes valeurs

initiales de l'a
tif: S0 = 0, 0.2, 0.4, . . . , 20 et en prenant NMC = 100, 1000, 10000. Réaliser le

graphe de S0 7→ V (S0, 0).

9. Cal
uler par simulation une estimation de ∆(S0, 0) par le 
al
ul de Malliavin. Pour 
ela vous

simulez aussi un grand nombre (NMC) de nombres N(0, 1) qui suivent la loi normale 
entré

réduite. On simule en parallèle les traje
toires 
ompletes de S(ti) et W (ti). Ensuite
on utilise les 
ouples S(T ) et WT de 
haque traje
toire qui ne tou
he pas la Barrière et on

évalue la moyenne empirique de

e−rT [Λ(S(T ))
WT

S0σT
]

e−rT [Λ(S(T ))
1

S2
0σT

(
W 2

T

σT
−WT − 1

σ
]

Partie IV. Estimation de volatilité σ

L'a
tif sousja
ent S est un pro
essus sto
hastique S(t), t ∈ [0, T ] qui véri�e l'équation di�éren-

tielle sto
hastique suivante:

dSt = rStdt+ σStdWt, S(t = 0) = S0 (153)
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On note σ la volatilité de l'a
tion, r le drift (r = µ dans le monde de risk - neutre). La solution

de 
ette équation est donnée par la formule:

S(t) = S0 exp((r −
σ2

2
)t+ σW (t))

On dé�nit sur l'intervalle [0, T ] une grille de points

ti = i∆t, i = 0, . . . , n

Alors pour tout i on a, en notant Si = S(ti)

Si+1 = Si exp((r −
σ2

2
)∆t+

√
∆t σN(0, 1))

Il s'ensuit que les variables aléatoires

Ui = ln

(

S(ti)

S(ti−1)

)

= (r − σ2

2
)∆t+

√
∆t σN(0, 1)

suivent la loi normale de moyenne

E[Ui] = (r − σ2

2
)∆t (154)

et de varian
e

V ar[Ui] = σ2∆t. (155)

Don
 on a une estimation pour la volatilité

σ =

√

V ar[Ui]

∆t

Supposons que nous 
onnaissons les valeurs de l'a
tif S entre les dates t0 et tn

S(t0), S(t1), ..., S(tn)

On peut alors 
al
uler les valeurs Ui = ln

(

S(ti)

S(ti−1)

)

aux instants de temps 
orrespondants et

en déduire une estimation de la moyenne et la varian
e des Ui:

E[Ui] =
1

n

n
∑

i=1

Ui, V ar[Ui] =
1

n− 1

n
∑

i=1

(Ui − a)2

On peut maintenant estimer le paramètre in
onnu σ à partir de la relation pour V ar[Ui] 
i-
dessus:

σestime =

√

V ar[Ui]

∆t

soit

σestime =

√

√

√

√

1

∆t
(

1

n− 1

n
∑

i=1

U2
i − 1

n(n− 1)
(

n
∑

i=1

Ui)2)
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Travail à faire

1. Simuler l'évolution de l'a
tion. Estimer sa volatilité et 
omparer ave
 la valeur exa
te σ.

2. Veri�er que la valeur de la volatilité estimée tombe bien ave
 la probabilité 95% dans l'intervalle:

σ = σexacte ∈ [σestime ± 1.96σestime

√
2M

]

3. é
rire en VBA une ma
ro pour EXCEL qui permet d'estimer la volatilité à partir des données

historiques 
ontenues dans une 
olonne de �
hier EXCEL.

Partie V. Interfa
e graphique

L'obje
tif de 
ette partie est de réaliser en VB.Net une interfa
e graphique qui permet de

paramétrer et réaliser les di�érents 
al
uls prévus dans 
e projet. L'interfa
e doit répondre aux

spé
i�
ations suivantes:

1. L'interfa
e doit disposer de trois zones distin
tes: "Paramètres du modèle", "Paramètres de


al
uls", "Paramètres pour les simulations MC".

2. La zone "Paramètres du modèle" doit 
ontenir trois 
hamps de saisie:

• E
héan
e T

• Taux sans risque r

• Volatilité σ

• S0

3. Le 
hamps σ doit pouvoir être renseigné soit par saisie d'une valeur soit à l'aide de bouton

"Estimer la volatilité". Ce dernier doit dé
len
her l'estimation de la volatilité à partir des

données historiques 
ontenues dans un �
hier ex
el.

4. La zone "Paramètres de 
al
uls" doit 
ontenir les 
hamps de saisie:

• pas temporel dt

• pas spatial dS

• limite spatiale L

• Nombre de 
hemins pour les simulations Monte Carlo

Un bouton doit ensuite permettre de 
hoisir la méthode de 
al
ul entre "Di�éren
es �nies"

et "Monte Carlo". Le bouton "Cal
uler la solution" doit lan
er l'exé
utable de 
al
ul 
orre-

spondant ave
 les bons paramètres. L'exé
utable doit sto
ker les données de la solution dans

un �
hier texte.
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5. Pour la 
onsultation des résultats de 
e 
al
ul l'interfa
e doit proposer de saisir un S0 et

a�
her (un bouton à prévoir) dans un 
hamps à 
oté la valeur V (S0, 0).

6. Un bouton doit également permettre d'appeler une interfa
e d'a�
hage graphique (S
ilab ou

gnuplot) pour visualiser les graphiques.

Partie VI. Comparaison des résultats

1. Tra
ez la fon
tion V (S, 0), solution analytique, d'après la formule donnée dans l'énon
é et la


omparez ave
 les solutions numériques obtenues dans les parties I et II.

Appliquez l'approximation suivante de la fon
tion N(x)

N(x) =

{

1−N ′(x)(a1κ+ a2κ
2 + a3κ

3 + a4κ
4 + a5κ

5) si x ≥ 0
1−N(−x) si x < 0

où

N ′(x) =
1√
2π

e−
x
2

2 , κ =
1

1 + γx

Les 
oe�
ients sont: γ = 0.2316419, a1 = 0.319381530, a2 = −0.356563782, a3 = 1.781477937, a4 =
−1.821255978, a5 = 1.330274429

2. Sur toute la grille de 
al
ul de la solution numérique de l'EDP (partie II) évaluer

max
i,n

|V n
i − V (Si, tn)|

3. Cal
uler les gre
ques. Comparer les Gre
ques numériques aux valeurs exa
tes 
al
ulées à

partir de la formule de Bla
k et S
holes.
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13 Projet 13

Résolution numérique de l'équation de Bla
k et S
holes pour une

option de Pa
kage: Pay-later.

Le but du Projet 13 est l'évaluation numérique et analytique du prix d'une option

"Pay-later".

L'équation de Bla
k et S
holes ave
 la 
ondition �nale s'é
rit sous la forme:







∂V

∂t
− rV + rS

∂V

∂S
+

1

2
σ2S2∂

2V

∂S2
= 0

V (S, t = T ) = Λ(S) = max(S −K, 0) − Y H(S −K)
(156)

L'équation permet de trouver le prix V (S, t) de l'option 
omposée d'un 
ontrat d'a
hat (ou 
all),

d'un 
ontrat d'a
hat binaire. Une a
tion qui vaut initialement S0 on pourra a
heter au prix K dans

un temps ultérieur T . V (0, S) est le prix au temps t = 0 de l'option 
omposée. On note σ la

volatilité de l'a
tion, r le taux d'intérêt.

On étudie également le problème d'évaluation des gre
ques, dé�nis par les expressions:

∆ =
∂V

∂S
, Γ =

∂2V

∂S2
, Θ =

∂V

∂t

Partie I. Solution analytique.

On 
hoisit Y de sorte que que le prix de l'option soit nul à t = 0 pour une valeur parti
ulière,

�xe de S0 = S∗

0 :

Alors

V (0, S∗

0 ) = 0 ⇒ Y = S∗

0e
rTN(d̃1)/N(d̃2)−K

I
i S∗

0 est une valeur parti
ulière, �xe.

Montrer que la solution analytique de l'équation de Bla
k et S
holes 
i-dessus est:

V (S, t) = SN(d1)− (K + Y )e−r(T−t)N(d2)

d1,2 =
ln(S/K) + (r ± σ2/2)(T − t)

σ
√
T − t

d̃1,2 =
ln(S∗

0/K) + (r ± σ2/2)T

σ
√
T

Elle sera utilisée pour véri�er la pré
ision des 
al
uls et déduire les 
onditions aux limites pour

le s
héma aux di�éren
es �nies.

Cal
uler les gre
ques.
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Partie II. Résolution numérique de l'équation de BS.

2.1 Dis
rétisation de l'équation de BS.

a) Dis
rétisons les variables: spatiale et temporelle:

x: S0 = 0, ...Si, ...SN+1 = L.

t: t0 = 0, ...tn, ...tM+1 = T .

Don




















i = 0, 1, 2, ...N + 1
n = 0, 1, 2, ...M + 1

∆S =
L

N + 1
, ∆t =

T

M + 1
V (tn, Si) ≡ V n

i

(157)

b) Pour dis
rétiser l'équation (1) on utilise:

• pour

∂V

∂t
la dérivée retrograde,

• pour

∂2V

∂S2
la se
onde dérivée, 
entrée,

• pour

∂V

∂S
la dérivée 
entrée

On dé�nit l'opérateur Mn
BS par l'expression:

Mn
BS = rV n

i − rSi

V n
i+1 − V n

i−1

2∆S
− 1

2
σ2S2

i

V n
i+1 + V n

i−1 − 2V n
i

(∆S)2


) L'équation de Bla
k et S
holes dis
rétisée par di�érentes méthodes s'é
rit :

• par la méthode d'Euler expli
ite

V n
i − V n−1

i

∆t
= Mn

BS(V
n
i−1, V

n
i+1, V

n
i ),

• par la méthode d'Euler impli
ite :

V n
i − V n−1

i

∆t
= Mn−1

BS ,

• par la méthode de Crank-Ni
olson impli
ite:

V n
i − V n−1

i

∆t
=

1

2
(Mn−1

BS +Mn
BS).
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2.2 Travail à faire

1. Montrer les 
ondition aux limites:

{

V (0, t) = 0

V (L, t) = L− (K + Y )e−r(T−t) (158)

2. Dis
rétiser les 
onditions aux limites et les 
onditions initiales.

3. Appliquer la méthode impli
ite de Crank-Ni
olson et montrer qu'on peut reé
rire 
ette équa-

tion sous la forme :

BiV
n−1
i−1 +DiV

n−1
i +AiV

n−1
i+1 = Kn

i , (159)

4. Pré
iser Ai,Di, Bi,K
n
i et é
rire l'équation sous la forme matri
ielle.

5. Appliquer l'algorithme de Thomas et trouver la solution.

6. Visualiser les solutions pour t = 0, T4 ,
T
2 ,

3T
4 , T.

7. Imposer en S = 0 la 
onditions aux limites de Neumann

∂V

∂S
(0, t) = 0,

dis
rétiser 
ette 
ondition et résoudre l'équation de Bla
k et S
holes ave
 nouvelles 
onditions

aux limites.

8. Utiliser les di�éren
es �nies pour évaluer les gre
ques ∆ = ∂V
∂S

et Γ = ∂2V
∂S2 dans un point S.

Utilisez les valeurs suivantes:







L = 20, T = 0.5, S∗

0 = 15
K = 10, r = 0.1, σ = 0.5
N = 100, ∆t = 10−2

Partie III. Simulation Monte Carlo.

On suppose que l'a
tif sousja
ent S est un pro
essus sto
hastique S(t), t ∈ [0, T ] qui véri�e
l'équation di�érentielle sto
hastique suivante:

dSt = rSdt+ σSdW (t), S(0) = S0 (160)

où (r, σ) sont les mêmes paramètres que dans l'EDP de Bla
k-S
holes et où W (t) est un mou-

vement brownien sur [0, T ].
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La solution de 
ette équation est dé�nie par:

S(t) = S(0) exp

((

r − σ2

2

)

t+ σW (t)

)

Alors le prix d'une option européenne au moment de temps t = 0 de fon
tion de payo� Λ(S) est
donné par

V (S0, 0) = e−rT
E[Λ(S(T ))/S(t = 0) = S0] (161)

La valeur �nale de S(T ) est dé�nit par

S(T ) = S(0) exp

( (

r − σ2

2

)

T + σ
√
TN(0, 1)

)

,

où N(0, 1) est le nombre qui suit la loi normale 
entré réduite et l'expression

√
TN(0, 1) rempla
e

W (T ).
1) Finalement on peut estimer le prix de l'option par la moyenne empirique suivante (sauf Projet

12):

V (S0, 0) =
e−rT

NMC

NMC
∑

k=1

[

Λ

(

S(0) exp

( (

r − σ2

2

)

T + σ
√
TN(k)(0, 1)

))]

(162)

2) Delta d'une option européenne

∆ =
∂V

∂S
∼ V (S + h)− V (S)

h

au moment de temps t = 0 est donné par

∆(S0, 0) = e−rT
E[

Λ(Sh(T ))− Λ(S(T ))

h
] (163)

où l'évolution de l'a
tif Sh(t) 
ommen
e de S0 + h:

Sh(t) = (S(0) + h) exp

( (

r − σ2

2

)

t+ σW (t)

)

et h est un petit nombre.

3) Gamma d'une option européenne

Γ =
∂2V

∂S2
∼ V (S + h)− 2V (S) + V (S − h)

h2

au moment t = 0 est donné par

Γ(S0, 0) = e−rT
E[

Λ(Sh1(T ))− 2Λ(S(T )) + Λ(Sh2(T ))

h2
] (164)

où l'évolution de l'a
tif Sh1(t) 
ommen
e de S0 + h:

Sh1(t) = (S(0) + h) exp

( (

r − σ2

2

)

t+ σW (t)

)

,
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l'évolution de l'a
tif Sh2(t) 
ommen
e de S0 − h:

Sh2(t) = (S(0) − h) exp

( (

r − σ2

2

)

t+ σW (t)

)

,

4) Evaluation des gre
ques par le 
al
ul de Malliavin.

La méthode développée la première fois par Fournié permet d'é
rire les sensibilités sous la forme

d'une espéran
e.

∆(S0, 0) = e−rT
E[Λ(S(T ))ω∆]

Γ(S0, 0) = e−rT
E[Λ(S(T ))ωΓ]

où les poids ω∆ et ωΓ ne dépendent pas du payo� de l'option.

ω∆ =
WT

S0σT

ωΓ =
1

S2
0σT

(
W 2

T

σT
−WT − 1

σ
)

I
i WT est la dernière 
oordonné du mouvement Brownien.

Travail à faire

1. Cal
uler par simulation une estimation de V (S0, 0). Pour 
ela on n'a besoin que la valeur

�nale S(T ). Don
 vous allez simuler un grand nombre (NMC) de nombres N(0, 1) qui

suivent la loi normale 
entré réduite. Ensuite il ne reste qu'à 
al
uler la moyenne empirique

de Λ(S(T )) par la formule (211)

2. Cal
uler par simulation une estimation de ∆(S0, 0). Pour 
ela vous simulez aussi un grand

nombre (NMC) de nombres N(0, 1) qui suivent la loi normale 
entré réduite. Pour


haque 
ouple S(T ) et Sh(T ) on utilise le même nombre N(0, 1) Ensuite on évalue

la moyenne empirique de

Λ(Sh(T ))− Λ(S(T ))

h

3. Cal
uler de façon similaire par simulation une estimation Γ(S0, 0).

4. Essayer de 
al
uler de façon similaire par simulation une estimation Θ(S0, 0).

5. E�e
tuer 
es 
al
uls ave
 les mêmes données que dans la partie 2, pour di�érentes

valeurs initiales de l'a
tif: S0 = 0, 0.2, 0.4, . . . , 20 et en prenant NMC = 100, 1000, 10000.
Réaliser les graphes de S0 7→ V (S0, 0), S0 7→ ∆(S0, 0), S0 7→ Γ(S0, 0), S0 7→
Θ(S0, 0)
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6. Cal
uler par simulation une estimation de ∆(S0, 0) par le 
al
ul de Malliavin. Pour 
ela

vous simulez aussi un grand nombre (NMC) de nombres N(0, 1) qui suivent la loi normale


entré réduite. Pour 
haque 
ouple S(T ) et WT on utilise le même nombre N(0, 1)
Ensuite on évalue la moyenne empirique de

e−rT [Λ(S(T ))
WT

S0σT
]

e−rT [Λ(S(T ))
1

S2
0σT

(
W 2

T

σT
−WT − 1

σ
]

Partie IV. Estimation de volatilité σ

L'a
tif sousja
ent S est un pro
essus sto
hastique S(t), t ∈ [0, T ] qui véri�e l'équation di�éren-

tielle sto
hastique suivante:

dSt = rStdt+ σStdWt, S(t = 0) = S0 (165)

On note σ la volatilité de l'a
tion, r le drift (r = µ dans le monde de risk - neutre). La solution

de 
ette équation est donnée par la formule:

S(t) = S0 exp((r −
σ2

2
)t+ σW (t))

On dé�nit sur l'intervalle [0, T ] une grille de points

ti = i∆t, i = 0, . . . , n

Alors pour tout i on a, en notant Si = S(ti)

Si+1 = Si exp((r −
σ2

2
)∆t+

√
∆t σN(0, 1))

Il s'ensuit que les variables aléatoires

Ui = ln

(

S(ti)

S(ti−1)

)

= (r − σ2

2
)∆t+

√
∆t σN(0, 1)

suivent la loi normale de moyenne

E[Ui] = (r − σ2

2
)∆t (166)

et de varian
e

V ar[Ui] = σ2∆t. (167)

Don
 on a une estimation pour la volatilité

σ =

√

V ar[Ui]

∆t
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Supposons que nous 
onnaissons les valeurs de l'a
tif S entre les dates t0 et tn

S(t0), S(t1), ..., S(tn)

On peut alors 
al
uler les valeurs Ui = ln

(

S(ti)

S(ti−1)

)

aux instants de temps 
orrespondants et

en déduire une estimation de la moyenne et la varian
e des Ui:

E[Ui] =
1

n

n
∑

i=1

Ui, V ar[Ui] =
1

n− 1

n
∑

i=1

(Ui − a)2

On peut maintenant estimer le paramètre in
onnu σ à partir de la relation pour V ar[Ui] 
i-
dessus:

σestime =

√

V ar[Ui]

∆t

soit

σestime =

√

√

√

√

1

∆t
(

1

n− 1

n
∑

i=1

U2
i − 1

n(n− 1)
(

n
∑

i=1

Ui)2)

Travail à faire

1. Simuler l'évolution de l'a
tion. Estimer sa volatilité et 
omparer ave
 la valeur exa
te σ.

2. Veri�er que la valeur de la volatilité estimée tombe bien ave
 la probabilité 95% dans l'intervalle:

σ = σexacte ∈ [σestime ± 1.96σestime

√
2M

]

3. é
rire en VBA une ma
ro pour EXCEL qui permet d'estimer la volatilité à partir des données

historiques 
ontenues dans une 
olonne de �
hier EXCEL.

Partie V. Interfa
e graphique

L'obje
tif de 
ette partie est de réaliser en VB.Net une interfa
e graphique qui permet de

paramétrer et réaliser les di�érents 
al
uls prévus dans 
e projet. L'interfa
e doit répondre aux

spé
i�
ations suivantes:

1. L'interfa
e doit disposer de trois zones distin
tes: "Paramètres du modèle", "Paramètres de


al
uls", "Paramètres pour les simulations MC".

2. La zone "Paramètres du modèle" doit 
ontenir trois 
hamps de saisie:

• E
héan
e T
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• Taux sans risque r

• Volatilité σ

• S0

3. Le 
hamps σ doit pouvoir être renseigné soit par saisie d'une valeur soit à l'aide de bouton

"Estimer la volatilité". Ce dernier doit dé
len
her l'estimation de la volatilité à partir des

données historiques 
ontenues dans un �
hier ex
el.

4. La zone "Paramètres de 
al
uls" doit 
ontenir les 
hamps de saisie:

• pas temporel dt

• pas spatial dS

• limite spatiale L

• Nombre de 
hemins pour les simulations Monte Carlo

Un bouton doit ensuite permettre de 
hoisir la méthode de 
al
ul entre "Di�éren
es �nies"

et "Monte Carlo". Le bouton "Cal
uler la solution" doit lan
er l'exé
utable de 
al
ul 
orre-

spondant ave
 les bons paramètres. L'exé
utable doit sto
ker les données de la solution dans

un �
hier texte.

5. Pour la 
onsultation des résultats de 
e 
al
ul l'interfa
e doit proposer de saisir un S0 et

a�
her (un bouton à prévoir) dans un 
hamps à 
oté la valeur V (S0, 0).

6. Un bouton doit également permettre d'appeler une interfa
e d'a�
hage graphique (S
ilab ou

gnuplot) pour visualiser les graphiques.

Partie VI. Comparaison des résultats

1. Tra
ez la fon
tion V (S, 0), solution analytique, d'après la formule donnée dans l'énon
é et la


omparez ave
 les solutions numériques obtenues dans les parties I et II.

Appliquez l'approximation suivante de la fon
tion N(x)

N(x) =

{

1−N ′(x)(a1κ+ a2κ
2 + a3κ

3 + a4κ
4 + a5κ

5) si x ≥ 0
1−N(−x) si x < 0

où

N ′(x) =
1√
2π

e−
x
2

2 , κ =
1

1 + γx

Les 
oe�
ients sont: γ = 0.2316419, a1 = 0.319381530, a2 = −0.356563782, a3 = 1.781477937, a4 =
−1.821255978, a5 = 1.330274429

2. Sur toute la grille de 
al
ul de la solution numérique de l'EDP (partie II) évaluer

max
i,n

|V n
i − V (Si, tn)|

3. Cal
uler les gre
ques. Comparer les Gre
ques numériques aux valeurs exa
tes 
al
ulées à

partir de la formule de Bla
k et S
holes.
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14 Projet 14

Résolution numérique de l'équation de Bla
k et S
holes pour une

option Power Symétrique.

Le but du Projet 14 est est l'évaluation numérique et analytique du prix d'a
hat

d'une option Power symétrique. Call

L'équation de Bla
k et S
holes ave
 la 
ondition �nale s'é
rit de la forme:







∂V

∂t
− rV + rS

∂V

∂S
+

1

2
σ2S2∂

2V

∂S2
= 0

V (S, t = T ) = Λ(S) = (max(0, (S −K)))2
(168)

Cette équation permet de trouver le prix V (S, t) de l'option d'a
hat (ou 
all) d'une a
tion qui

vaut initialement S et qu'on pourra a
heter au prix K dans un temps ultérieur T . V (0, S) est le
prix au temps t = 0 de 
all de prix d'exer
i
e K à l'é
héan
e T > 0, et d'a
tif S en t = 0. On note

σ la volatilité de l'a
tion, r le taux d'intérêt.

On étudie également le problème d'évaluation des gre
ques, dé�nis par les expressions:

∆ =
∂V

∂S
, Γ =

∂2V

∂S2
, Θ =

∂V

∂t

Partie I. Solution analytique.

Montrer que la solution analytique de l'équation de Bla
k et S
holes 
i-dessus est:

V (S, t) = S2e(σ
2+r)(T−t)N(d1 + σ

√
T − t) +K(Ke−r(T−t)N(d2)− 2SN(d1))

d12 =
ln(S/K) + (r ± σ2/2)(T − t)

σ
√
T − t

Elle sera utilisée pour véri�er la pré
ision des 
al
uls et déduire les 
onditions aux limites pour

le s
héma aux di�éren
es �nies.

Cal
uler les gre
ques.

Partie II. Résolution numérique de l'équation de BS.

2.1 Dis
rétisation de l'équation de BS.
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a) Dis
rétisons les variables: spatiale et temporelle:

x: S0 = 0, ...Si, ...SN+1 = L.

t: t0 = 0, ...tn, ...tM+1 = T .

Don




















i = 0, 1, 2, ...N + 1
n = 0, 1, 2, ...M + 1

∆S =
L

N + 1
, ∆t =

T

M + 1
V (tn, Si) ≡ V n

i

(169)

b) Pour dis
rétiser l'équation (1) on utilise:

• pour

∂V

∂t
la dérivée retrograde,

• pour

∂2V

∂S2
la se
onde dérivée, 
entrée,

• pour

∂V

∂S
la dérivée 
entrée

On dé�nit l'opérateur Mn
BS par l'expression:

Mn
BS = rV n

i − rSi

V n
i+1 − V n

i−1

2∆S
− 1

2
σ2S2

i

V n
i+1 + V n

i−1 − 2V n
i

(∆S)2


) L'équation de Bla
k et S
holes dis
rétisée par di�érentes méthodes s'é
rit :

• par la méthode d'Euler expli
ite

V n
i − V n−1

i

∆t
= Mn

BS(V
n
i−1, V

n
i+1, V

n
i ),

• par la méthode d'Euler impli
ite :

V n
i − V n−1

i

∆t
= Mn−1

BS ,

• par la méthode de Crank-Ni
olson impli
ite:

V n
i − V n−1

i

∆t
=

1

2
(Mn−1

BS +Mn
BS).

2.2 Travail à faire

1. Montrer les 
ondition aux limites:

{

V (0, t) = 0

V (L, t) = L2e(σ
2+r)(T−t) − 2KL+K2e−r(T−t) (170)
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2. Dis
rétiser les 
onditions aux limites et les 
onditions initiales.

3. Appliquer la méthode impli
ite de Crank-Ni
olson et montrer qu'on peut reé
rire 
ette équa-

tion sous la forme :

BiV
n−1
i−1 +DiV

n−1
i +AiV

n−1
i+1 = Kn

i , (171)

4. Pré
iser Ai,Di, Bi,K
n
i et é
rire l'équation sous la forme matri
ielle.

5. Appliquer l'algorithme de Thomas et trouver la solution.

6. Visualiser les solutions pour t = 0, T4 ,
T
2 ,

3T
4 , T.

7. Imposer en S = 0 la 
onditions aux limites de Neumann

∂V

∂S
(0, t) = 0,

dis
rétiser 
ette 
ondition et résoudre l'équation de Bla
k et S
holes ave
 nouvelles 
onditions

aux limites

8. Utiliser les di�éren
es �nies pour évaluer les gre
ques ∆ = ∂V
∂S

et Γ = ∂2V
∂S2 dans un point S.

Utilisez les valeurs suivantes:







L = 20, T = 0.5
K = 10, r = 0.1, σ = 0.5
N = 100, ∆t = 10−2

Partie III. Simulation Monte Carlo.

On suppose que l'a
tif sousja
ent S est un pro
essus sto
hastique S(t), t ∈ [0, T ] qui véri�e
l'équation di�érentielle sto
hastique suivante:

dSt = rSdt+ σSdW (t), S(0) = S0 (172)

où (r, σ) sont les mêmes paramètres que dans l'EDP de Bla
k-S
holes et où W (t) est un mou-

vement brownien sur [0, T ].
La solution de 
ette équation est dé�nie par:

S(t) = S(0) exp

((

r − σ2

2

)

t+ σW (t)

)

Alors le prix d'une option européenne au moment de temps t = 0 de fon
tion de payo� Λ(S) est
donné par

V (S0, 0) = e−rT
E[Λ(S(T ))/S(t = 0) = S0] (173)
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La valeur �nale de S(T ) est dé�nit par

S(T ) = S(0) exp

( (

r − σ2

2

)

T + σ
√
TN(0, 1)

)

,

où N(0, 1) est le nombre qui suit la loi normale 
entré réduite et l'expression

√
TN(0, 1) rempla
e

W (T ).
1) Finalement on peut estimer le prix de l'option par la moyenne empirique suivante (sauf Projet

12):

V (S0, 0) =
e−rT

NMC

NMC
∑

k=1

[

Λ

(

S(0) exp

( (

r − σ2

2

)

T + σ
√
TN(k)(0, 1)

))]

(174)

2) Delta d'une option européenne

∆ =
∂V

∂S
∼ V (S + h)− V (S)

h

au moment de temps t = 0 est donné par

∆(S0, 0) = e−rT
E[

Λ(Sh(T ))− Λ(S(T ))

h
] (175)

où l'évolution de l'a
tif Sh(t) 
ommen
e de S0 + h:

Sh(t) = (S(0) + h) exp

( (

r − σ2

2

)

t+ σW (t)

)

et h est un petit nombre.

3) Gamma d'une option européenne

Γ =
∂2V

∂S2
∼ V (S + h)− 2V (S) + V (S − h)

h2

au moment t = 0 est donné par

Γ(S0, 0) = e−rT
E[

Λ(Sh1(T ))− 2Λ(S(T )) + Λ(Sh2(T ))

h2
] (176)

où l'évolution de l'a
tif Sh1(t) 
ommen
e de S0 + h:

Sh1(t) = (S(0) + h) exp

( (

r − σ2

2

)

t+ σW (t)

)

,

l'évolution de l'a
tif Sh2(t) 
ommen
e de S0 − h:

Sh2(t) = (S(0) − h) exp

( (

r − σ2

2

)

t+ σW (t)

)

,
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4) Evaluation des gre
ques par le 
al
ul de Malliavin.

La méthode développée la première fois par Fournié permet d'é
rire les sensibilités sous la forme

d'une espéran
e.

∆(S0, 0) = e−rT
E[Λ(S(T ))ω∆]

Γ(S0, 0) = e−rT
E[Λ(S(T ))ωΓ]

où les poids ω∆ et ωΓ ne dépendent pas du payo� de l'option.

ω∆ =
WT

S0σT

ωΓ =
1

S2
0σT

(
W 2

T

σT
−WT − 1

σ
)

I
i WT est la dernière 
oordonné du mouvement Brownien.

Travail à faire

1. Cal
uler par simulation une estimation de V (S0, 0). Pour 
ela on n'a besoin que la valeur

�nale S(T ). Don
 vous allez simuler un grand nombre (NMC) de nombres N(0, 1) qui

suivent la loi normale 
entré réduite. Ensuite il ne reste qu'à 
al
uler la moyenne empirique

de Λ(S(T )) par la formule (211)

2. Cal
uler par simulation une estimation de ∆(S0, 0). Pour 
ela vous simulez aussi un grand

nombre (NMC) de nombres N(0, 1) qui suivent la loi normale 
entré réduite. Pour


haque 
ouple S(T ) et Sh(T ) on utilise le même nombre N(0, 1) Ensuite on évalue

la moyenne empirique de

Λ(Sh(T ))− Λ(S(T ))

h

3. Cal
uler de façon similaire par simulation une estimation Γ(S0, 0).

4. Essayer de 
al
uler de façon similaire par simulation une estimation Θ(S0, 0).

5. E�e
tuer 
es 
al
uls ave
 les mêmes données que dans la partie 2, pour di�érentes

valeurs initiales de l'a
tif: S0 = 0, 0.2, 0.4, . . . , 20 et en prenant NMC = 100, 1000, 10000.
Réaliser les graphes de S0 7→ V (S0, 0), S0 7→ ∆(S0, 0), S0 7→ Γ(S0, 0), S0 7→
Θ(S0, 0)

6. Cal
uler par simulation une estimation de ∆(S0, 0) par le 
al
ul de Malliavin. Pour 
ela

vous simulez aussi un grand nombre (NMC) de nombres N(0, 1) qui suivent la loi normale


entré réduite. Pour 
haque 
ouple S(T ) et WT on utilise le même nombre N(0, 1)
Ensuite on évalue la moyenne empirique de

e−rT [Λ(S(T ))
WT

S0σT
]

e−rT [Λ(S(T ))
1

S2
0σT

(
W 2

T

σT
−WT − 1

σ
]
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Partie IV. Estimation de volatilité σ

L'a
tif sousja
ent S est un pro
essus sto
hastique S(t), t ∈ [0, T ] qui véri�e l'équation di�éren-

tielle sto
hastique suivante:

dSt = rStdt+ σStdWt, S(t = 0) = S0 (177)

On note σ la volatilité de l'a
tion, r le drift (r = µ dans le monde de risk - neutre). La solution

de 
ette équation est donnée par la formule:

S(t) = S0 exp((r −
σ2

2
)t+ σW (t))

On dé�nit sur l'intervalle [0, T ] une grille de points

ti = i∆t, i = 0, . . . , n

Alors pour tout i on a, en notant Si = S(ti)

Si+1 = Si exp((r −
σ2

2
)∆t+

√
∆t σN(0, 1))

Il s'ensuit que les variables aléatoires

Ui = ln

(

S(ti)

S(ti−1)

)

= (r − σ2

2
)∆t+

√
∆t σN(0, 1)

suivent la loi normale de moyenne

E[Ui] = (r − σ2

2
)∆t (178)

et de varian
e

V ar[Ui] = σ2∆t. (179)

Don
 on a une estimation pour la volatilité

σ =

√

V ar[Ui]

∆t

Supposons que nous 
onnaissons les valeurs de l'a
tif S entre les dates t0 et tn

S(t0), S(t1), ..., S(tn)

On peut alors 
al
uler les valeurs Ui = ln

(

S(ti)

S(ti−1)

)

aux instants de temps 
orrespondants et

en déduire une estimation de la moyenne et la varian
e des Ui:

E[Ui] =
1

n

n
∑

i=1

Ui, V ar[Ui] =
1

n− 1

n
∑

i=1

(Ui − a)2
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On peut maintenant estimer le paramètre in
onnu σ à partir de la relation pour V ar[Ui] 
i-
dessus:

σestime =

√

V ar[Ui]

∆t

soit

σestime =

√

√

√

√

1

∆t
(

1

n− 1

n
∑

i=1

U2
i − 1

n(n− 1)
(

n
∑

i=1

Ui)2)

Travail à faire

1. Simuler l'évolution de l'a
tion. Estimer sa volatilité et 
omparer ave
 la valeur exa
te σ.

2. Veri�er que la valeur de la volatilité estimée tombe bien ave
 la probabilité 95% dans l'intervalle:

σ = σexacte ∈ [σestime ± 1.96σestime

√
2M

]

3. é
rire en VBA une ma
ro pour EXCEL qui permet d'estimer la volatilité à partir des données

historiques 
ontenues dans une 
olonne de �
hier EXCEL.

Partie V. Interfa
e graphique

L'obje
tif de 
ette partie est de réaliser en VB.Net une interfa
e graphique qui permet de

paramétrer et réaliser les di�érents 
al
uls prévus dans 
e projet. L'interfa
e doit répondre aux

spé
i�
ations suivantes:

1. L'interfa
e doit disposer de trois zones distin
tes: "Paramètres du modèle", "Paramètres de


al
uls", "Paramètres pour les simulations MC".

2. La zone "Paramètres du modèle" doit 
ontenir trois 
hamps de saisie:

• E
héan
e T

• Taux sans risque r

• Volatilité σ

• S0

3. Le 
hamps σ doit pouvoir être renseigné soit par saisie d'une valeur soit à l'aide de bouton

"Estimer la volatilité". Ce dernier doit dé
len
her l'estimation de la volatilité à partir des

données historiques 
ontenues dans un �
hier ex
el.

4. La zone "Paramètres de 
al
uls" doit 
ontenir les 
hamps de saisie:
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• pas temporel dt

• pas spatial dS

• limite spatiale L

• Nombre de 
hemins pour les simulations Monte Carlo

Un bouton doit ensuite permettre de 
hoisir la méthode de 
al
ul entre "Di�éren
es �nies"

et "Monte Carlo". Le bouton "Cal
uler la solution" doit lan
er l'exé
utable de 
al
ul 
orre-

spondant ave
 les bons paramètres. L'exé
utable doit sto
ker les données de la solution dans

un �
hier texte.

5. Pour la 
onsultation des résultats de 
e 
al
ul l'interfa
e doit proposer de saisir un S0 et

a�
her (un bouton à prévoir) dans un 
hamps à 
oté la valeur V (S0, 0).

6. Un bouton doit également permettre d'appeler une interfa
e d'a�
hage graphique (S
ilab ou

gnuplot) pour visualiser les graphiques.

Partie VI. Comparaison des résultats

1. Tra
ez la fon
tion V (S, 0), solution analytique, d'après la formule donnée dans l'énon
é et la


omparez ave
 les solutions numériques obtenues dans les parties I et II.

Appliquez l'approximation suivante de la fon
tion N(x)

N(x) =

{

1−N ′(x)(a1κ+ a2κ
2 + a3κ

3 + a4κ
4 + a5κ

5) si x ≥ 0
1−N(−x) si x < 0

où

N ′(x) =
1√
2π

e−
x
2

2 , κ =
1

1 + γx

Les 
oe�
ients sont: γ = 0.2316419, a1 = 0.319381530, a2 = −0.356563782, a3 = 1.781477937, a4 =
−1.821255978, a5 = 1.330274429

2. Sur toute la grille de 
al
ul de la solution numérique de l'EDP (partie II) évaluer

max
i,n

|V n
i − V (Si, tn)|

3. Cal
uler les gre
ques. Comparer les Gre
ques numériques aux valeurs exa
tes 
al
ulées à

partir de la formule de Bla
k et S
holes.
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15 Projet 15

Résolution numérique de l'équation de Bla
k et S
holes pour une

option Power Symétrique. Put.

Le but du Projet 15 est est l'évaluation numérique et analytique du prix de vente

d'une option Power Symétrique.

L'équation de Bla
k et S
holes ave
 la 
ondition �nale s'é
rit de la forme:

{

∂V
∂t

− rV + rS ∂V
∂S

+ 1
2σ

2S2 ∂2V
∂S2 = 0

V (S, t = T ) = Λ(S) = (max(0, (K − S)))2
(180)

Cette équation permet de trouver le prix V (S, t) de l'option de vente (ou put) d'une a
tion qui

vaut initialement S et qu'on pourra vendre au prix K dans un temps ultérieur T . V (0, S) est le
prix au temps t = 0 de put de prix d'exer
i
e K à l'é
héan
e T > 0, et d'a
tif S en t = 0. On note

σ la volatilité de l'a
tion, r le taux d'intérêt.

On étudie également le problème d'évaluation des gre
ques, dé�nis par les expressions:

∆ =
∂V

∂S
, Γ =

∂2V

∂S2
, Θ =

∂V

∂t

Partie I. Solution analytique.

Montrer que la solution analytique de l'équation de Bla
k et S
holes 
i-dessus est:

V (S, t) = S2e(σ
2+r)(T−t)N(−(d1 + σ

√
T − t)) +K(Ke−(T−t)rN(−d2)− 2SN(−d1))

d1 =
ln(S/K) + (r + σ2/2)(T − t)

σ
√
T − t

d2 =
ln(S/K) + (r − σ2/2)(T − t)

σ
√
T − t

Elle sera utilisée pour véri�er la pré
ision des 
al
uls et déduire les 
onditions aux limites pour

le s
héma aux di�éren
es �nies.

Cal
uler les gre
ques.

Partie II. Résolution numérique de l'équation de BS.

2.1 Dis
rétisation de l'équation de BS.
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a) Dis
rétisons les variables: spatiale et temporelle:

x: S0 = 0, ...Si, ...SN+1 = L.

t: t0 = 0, ...tn, ...tM+1 = T .

Don




















i = 0, 1, 2, ...N + 1
n = 0, 1, 2, ...M + 1

∆S =
L

N + 1
, ∆t =

T

M + 1
V (tn, Si) ≡ V n

i

(181)

b) Pour dis
rétiser l'équation (1) on utilise:

• pour

∂V

∂t
la dérivée retrograde,

• pour

∂2V

∂S2
la se
onde dérivée, 
entrée,

• pour

∂V

∂S
la dérivée 
entrée

On dé�nit l'opérateur Mn
BS par l'expression:

Mn
BS = rV n

i − rSi

V n
i+1 − V n

i−1

2∆S
− 1

2
σ2S2

i

V n
i+1 + V n

i−1 − 2V n
i

(∆S)2


) L'équation de Bla
k et S
holes dis
rétisée par di�érentes méthodes s'é
rit :

• par la méthode d'Euler expli
ite

V n
i − V n−1

i

∆t
= Mn

BS(V
n
i−1, V

n
i+1, V

n
i ),

• par la méthode d'Euler impli
ite :

V n
i − V n−1

i

∆t
= Mn−1

BS ,

• par la méthode de Crank-Ni
olson impli
ite:

V n
i − V n−1

i

∆t
=

1

2
(Mn−1

BS +Mn
BS).

2.2 Travail à faire

1. Montrer les 
ondition aux limites:

{

V (0, t) = K2e−(T−t)r

V (L, t) = 0
(182)
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2. Dis
rétiser les 
onditions aux limites et les 
onditions initiales.

3. Appliquer la méthode impli
ite de Crank-Ni
olson et montrer qu'on peut reé
rire 
ette équa-

tion sous la forme :

BiV
n−1
i−1 +DiV

n−1
i +AiV

n−1
i+1 = Kn

i , (183)

4. Pré
iser Ai,Di, Bi,K
n
i et é
rire l'équation sous la forme matri
ielle.

5. Appliquer l'algorithme de Thomas et trouver la solution.

6. Visualiser les solutions pour t = 0, T4 ,
T
2 ,

3T
4 , T.

7. Imposer en S = 0 la 
onditions à limite de Neumann

∂V

∂S
(L, t) = 0,

dis
rétiser 
ette 
ondition et résoudre l'équation de Bla
k et S
holes ave
 nouvelles 
onditions

aux limites:

{

∂V
∂S

(0, t) = 0
V (L, t) = 0

(184)

8. Utiliser les di�éren
es �nies pour évaluer les gre
ques ∆ = ∂V
∂S

et Γ = ∂2V
∂S2 dans un point S.

Utilisez les valeurs suivantes:







L = 20, T = 0.5
K = 10, r = 0.1, σ = 0.5
N = 100, ∆t = 10−2

Partie III. Simulation Monte Carlo.

On suppose que l'a
tif sousja
ent S est un pro
essus sto
hastique S(t), t ∈ [0, T ] qui véri�e
l'équation di�érentielle sto
hastique suivante:

dSt = rSdt+ σSdW (t), S(0) = S0 (185)

où (r, σ) sont les mêmes paramètres que dans l'EDP de Bla
k-S
holes et où W (t) est un mou-

vement brownien sur [0, T ].
La solution de 
ette équation est dé�nie par:

S(t) = S(0) exp

((

r − σ2

2

)

t+ σW (t)

)
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Alors le prix d'une option européenne au moment de temps t = 0 de fon
tion de payo� Λ(S) est
donné par

V (S0, 0) = e−rT
E[Λ(S(T ))/S(t = 0) = S0] (186)

La valeur �nale de S(T ) est dé�nit par

S(T ) = S(0) exp

( (

r − σ2

2

)

T + σ
√
TN(0, 1)

)

,

où N(0, 1) est le nombre qui suit la loi normale 
entré réduite et l'expression

√
TN(0, 1) rempla
e

W (T ).
1) Finalement on peut estimer le prix de l'option par la moyenne empirique suivante (sauf Projet

12):

V (S0, 0) =
e−rT

NMC

NMC
∑

k=1

[

Λ

(

S(0) exp

( (

r − σ2

2

)

T + σ
√
TN(k)(0, 1)

))]

(187)

2) Delta d'une option européenne

∆ =
∂V

∂S
∼ V (S + h)− V (S)

h

au moment de temps t = 0 est donné par

∆(S0, 0) = e−rT
E[

Λ(Sh(T ))− Λ(S(T ))

h
] (188)

où l'évolution de l'a
tif Sh(t) 
ommen
e de S0 + h:

Sh(t) = (S(0) + h) exp

( (

r − σ2

2

)

t+ σW (t)

)

et h est un petit nombre.

3) Gamma d'une option européenne

Γ =
∂2V

∂S2
∼ V (S + h)− 2V (S) + V (S − h)

h2

au moment t = 0 est donné par

Γ(S0, 0) = e−rT
E[

Λ(Sh1(T ))− 2Λ(S(T )) + Λ(Sh2(T ))

h2
] (189)

où l'évolution de l'a
tif Sh1(t) 
ommen
e de S0 + h:

Sh1(t) = (S(0) + h) exp

( (

r − σ2

2

)

t+ σW (t)

)

,

l'évolution de l'a
tif Sh2(t) 
ommen
e de S0 − h:

Sh2(t) = (S(0) − h) exp

( (

r − σ2

2

)

t+ σW (t)

)

,
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4) Evaluation des gre
ques par le 
al
ul de Malliavin.

La méthode développée la première fois par Fournié permet d'é
rire les sensibilités sous la forme

d'une espéran
e.

∆(S0, 0) = e−rT
E[Λ(S(T ))ω∆]

Γ(S0, 0) = e−rT
E[Λ(S(T ))ωΓ]

où les poids ω∆ et ωΓ ne dépendent pas du payo� de l'option.

ω∆ =
WT

S0σT

ωΓ =
1

S2
0σT

(
W 2

T

σT
−WT − 1

σ
)

I
i WT est la dernière 
oordonné du mouvement Brownien.

Travail à faire

1. Cal
uler par simulation une estimation de V (S0, 0). Pour 
ela on n'a besoin que la valeur

�nale S(T ). Don
 vous allez simuler un grand nombre (NMC) de nombres N(0, 1) qui

suivent la loi normale 
entré réduite. Ensuite il ne reste qu'à 
al
uler la moyenne empirique

de Λ(S(T )) par la formule (211)

2. Cal
uler par simulation une estimation de ∆(S0, 0). Pour 
ela vous simulez aussi un grand

nombre (NMC) de nombres N(0, 1) qui suivent la loi normale 
entré réduite. Pour


haque 
ouple S(T ) et Sh(T ) on utilise le même nombre N(0, 1) Ensuite on évalue

la moyenne empirique de

Λ(Sh(T ))− Λ(S(T ))

h

3. Cal
uler de façon similaire par simulation une estimation Γ(S0, 0).

4. Essayer de 
al
uler de façon similaire par simulation une estimation Θ(S0, 0).

5. E�e
tuer 
es 
al
uls ave
 les mêmes données que dans la partie 2, pour di�érentes

valeurs initiales de l'a
tif: S0 = 0, 0.2, 0.4, . . . , 20 et en prenant NMC = 100, 1000, 10000.
Réaliser les graphes de S0 7→ V (S0, 0), S0 7→ ∆(S0, 0), S0 7→ Γ(S0, 0), S0 7→
Θ(S0, 0)

6. Cal
uler par simulation une estimation de ∆(S0, 0) par le 
al
ul de Malliavin. Pour 
ela

vous simulez aussi un grand nombre (NMC) de nombres N(0, 1) qui suivent la loi normale


entré réduite. Pour 
haque 
ouple S(T ) et WT on utilise le même nombre N(0, 1)
Ensuite on évalue la moyenne empirique de

e−rT [Λ(S(T ))
WT

S0σT
]

e−rT [Λ(S(T ))
1

S2
0σT

(
W 2

T

σT
−WT − 1

σ
]
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Partie IV. Estimation de volatilité σ

L'a
tif sousja
ent S est un pro
essus sto
hastique S(t), t ∈ [0, T ] qui véri�e l'équation di�éren-

tielle sto
hastique suivante:

dSt = rStdt+ σStdWt, S(t = 0) = S0 (190)

On note σ la volatilité de l'a
tion, r le drift (r = µ dans le monde de risk - neutre). La solution

de 
ette équation est donnée par la formule:

S(t) = S0 exp((r −
σ2

2
)t+ σW (t))

On dé�nit sur l'intervalle [0, T ] une grille de points

ti = i∆t, i = 0, . . . , n

Alors pour tout i on a, en notant Si = S(ti)

Si+1 = Si exp((r −
σ2

2
)∆t+

√
∆t σN(0, 1))

Il s'ensuit que les variables aléatoires

Ui = ln

(

S(ti)

S(ti−1)

)

= (r − σ2

2
)∆t+

√
∆t σN(0, 1)

suivent la loi normale de moyenne

E[Ui] = (r − σ2

2
)∆t (191)

et de varian
e

V ar[Ui] = σ2∆t. (192)

Don
 on a une estimation pour la volatilité

σ =

√

V ar[Ui]

∆t

Supposons que nous 
onnaissons les valeurs de l'a
tif S entre les dates t0 et tn

S(t0), S(t1), ..., S(tn)

On peut alors 
al
uler les valeurs Ui = ln

(

S(ti)

S(ti−1)

)

aux instants de temps 
orrespondants et

en déduire une estimation de la moyenne et la varian
e des Ui:

E[Ui] =
1

n

n
∑

i=1

Ui, V ar[Ui] =
1

n− 1

n
∑

i=1

(Ui − a)2
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On peut maintenant estimer le paramètre in
onnu σ à partir de la relation pour V ar[Ui] 
i-
dessus:

σestime =

√

V ar[Ui]

∆t

soit

σestime =

√

√

√

√

1

∆t
(

1

n− 1

n
∑

i=1

U2
i − 1

n(n− 1)
(

n
∑

i=1

Ui)2)

Travail à faire

1. Simuler l'évolution de l'a
tion. Estimer sa volatilité et 
omparer ave
 la valeur exa
te σ.

2. Veri�er que la valeur de la volatilité estimée tombe bien ave
 la probabilité 95% dans l'intervalle:

σ = σexacte ∈ [σestime ± 1.96σestime

√
2M

]

3. é
rire en VBA une ma
ro pour EXCEL qui permet d'estimer la volatilité à partir des données

historiques 
ontenues dans une 
olonne de �
hier EXCEL.

Partie V. Interfa
e graphique

L'obje
tif de 
ette partie est de réaliser en VB.Net une interfa
e graphique qui permet de

paramétrer et réaliser les di�érents 
al
uls prévus dans 
e projet. L'interfa
e doit répondre aux

spé
i�
ations suivantes:

1. L'interfa
e doit disposer de trois zones distin
tes: "Paramètres du modèle", "Paramètres de


al
uls", "Paramètres pour les simulations MC".

2. La zone "Paramètres du modèle" doit 
ontenir trois 
hamps de saisie:

• E
héan
e T

• Taux sans risque r

• Volatilité σ

• S0

3. Le 
hamps σ doit pouvoir être renseigné soit par saisie d'une valeur soit à l'aide de bouton

"Estimer la volatilité". Ce dernier doit dé
len
her l'estimation de la volatilité à partir des

données historiques 
ontenues dans un �
hier ex
el.

4. La zone "Paramètres de 
al
uls" doit 
ontenir les 
hamps de saisie:
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• pas temporel dt

• pas spatial dS

• limite spatiale L

• Nombre de 
hemins pour les simulations Monte Carlo

Un bouton doit ensuite permettre de 
hoisir la méthode de 
al
ul entre "Di�éren
es �nies"

et "Monte Carlo". Le bouton "Cal
uler la solution" doit lan
er l'exé
utable de 
al
ul 
orre-

spondant ave
 les bons paramètres. L'exé
utable doit sto
ker les données de la solution dans

un �
hier texte.

5. Pour la 
onsultation des résultats de 
e 
al
ul l'interfa
e doit proposer de saisir un S0 et

a�
her (un bouton à prévoir) dans un 
hamps à 
oté la valeur V (S0, 0).

6. Un bouton doit également permettre d'appeler une interfa
e d'a�
hage graphique (S
ilab ou

gnuplot) pour visualiser les graphiques.

Partie VI. Comparaison des résultats

1. Tra
ez la fon
tion V (S, 0), solution analytique, d'après la formule donnée dans l'énon
é et la


omparez ave
 les solutions numériques obtenues dans les parties I et II.

Appliquez l'approximation suivante de la fon
tion N(x)

N(x) =

{

1−N ′(x)(a1κ+ a2κ
2 + a3κ

3 + a4κ
4 + a5κ

5) si x ≥ 0
1−N(−x) si x < 0

où

N ′(x) =
1√
2π

e−
x
2

2 , κ =
1

1 + γx

Les 
oe�
ients sont: γ = 0.2316419, a1 = 0.319381530, a2 = −0.356563782, a3 = 1.781477937, a4 =
−1.821255978, a5 = 1.330274429

2. Sur toute la grille de 
al
ul de la solution numérique de l'EDP (partie II) évaluer

max
i,n

|V n
i − V (Si, tn)|

3. Cal
uler les gre
ques. Comparer les Gre
ques numériques aux valeurs exa
tes 
al
ulées à

partir de la formule de Bla
k et S
holes.
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16 Projet 16

Résolution numérique de l'équation de Bla
k et S
holes pour une

option Power Asymétrique.

Le but du Projet 16 est est l'évaluation numérique et analytique du prix d'a
hat

d'une option Power Asymétrique. Call.

L'équation de Bla
k et S
holes ave
 la 
ondition �nale s'e
rit de la forme:







∂V

∂t
− rV + rS

∂V

∂S
+

1

2
σ2S2 ∂

2V

∂S2
= 0

V (S, t = T ) = Λ(S) = max(0, (S2 −K))
(193)

Cette équation permet de trouver le prix V (S, t) de l'option d'a
hat (ou 
all) d'une a
tion qui

vaut initialement S et qu'on pourra a
heter au prix K dans un temps ultérieur T . V (0, S) est le
prix au temps t = 0 de 
all de prix d'exer
i
e K à l'é
héan
e T > 0, et d'a
tif S en t = 0. On note

σ la volatilité de l'a
tion, r le taux d'intérêt.

On étudie également le problème d'évaluation des gre
ques, dé�nis par les expressions:

∆ =
∂V

∂S
, Γ =

∂2V

∂S2
, Θ =

∂V

∂t

Partie I. Solution analytique.

Montrer que la solution analytique de l'équation de Bla
k et S
holes 
i-dessus est:

V (S, t) = S2e(σ
2+r)(T−t)N(d̃1)−Ke−(T−t)rN(d̃2)

d̃1 =
ln(S/

√
K) + (r + 3σ2/2)(T − t)

σ
√
T − t

d̃2 =
ln(S/

√
K) + (r − σ2/2)(T − t)

σ
√
T − t

Elle sera utilisée pour véri�er la pré
ision des 
al
uls et déduire les 
onditions aux limites pour

le s
héma aux di�éren
es �nies.

Cal
uler les gre
ques.

Partie II. Résolution numérique de l'équation de BS.

2.1 Dis
rétisation de l'équation de BS.
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a) Dis
rétisons les variables: spatiale et temporelle:

x: S0 = 0, ...Si, ...SN+1 = L.

t: t0 = 0, ...tn, ...tM+1 = T .

Don




















i = 0, 1, 2, ...N + 1
n = 0, 1, 2, ...M + 1

∆S =
L

N + 1
, ∆t =

T

M + 1
V (tn, Si) ≡ V n

i

(194)

b) Pour dis
rétiser l'équation (1) on utilise:

• pour

∂V

∂t
la dérivée retrograde,

• pour

∂2V

∂S2
la se
onde dérivée, 
entrée,

• pour

∂V

∂S
la dérivée 
entrée

On dé�nit l'opérateur Mn
BS par l'expression:

Mn
BS = rV n

i − rSi

V n
i+1 − V n

i−1

2∆S
− 1

2
σ2S2

i

V n
i+1 + V n

i−1 − 2V n
i

(∆S)2


) L'équation de Bla
k et S
holes dis
rétisée par di�érentes méthodes s'é
rit :

• par la méthode d'Euler expli
ite

V n
i − V n−1

i

∆t
= Mn

BS(V
n
i−1, V

n
i+1, V

n
i ),

• par la méthode d'Euler impli
ite :

V n
i − V n−1

i

∆t
= Mn−1

BS ,

• par la méthode de Crank-Ni
olson impli
ite:

V n
i − V n−1

i

∆t
=

1

2
(Mn−1

BS +Mn
BS).

2.2 Travail à faire

1. Montrer les 
ondition aux limites:

{

V (0, t) = 0
V (S, t) = 0

(195)
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2. Dis
rétiser les 
onditions aux limites et les 
onditions initiales.

3. Appliquer la méthode impli
ite de Crank-Ni
olson et montrer qu'on peut reé
rire 
ette équa-

tion sous la forme :

BiV
n−1
i−1 +DiV

n−1
i +AiV

n−1
i+1 = Kn

i , (196)

4. Pré
iser Ai,Di, Bi,K
n
i et é
rire l'équation sous la forme matri
ielle.

5. Appliquer l'algorithme de Thomas et trouver la solution.

6. Visualiser les solutions pour t = 0, T4 ,
T
2 ,

3T
4 , T.

7. Imposer en S = 0 la 
onditions aux limites de Neumann

∂V

∂S
(0, t) = 0,

dis
rétiser 
ette 
ondition et résoudre l'équation de Bla
k et S
holes ave
 nouvelles 
onditions

aux limites.

8. Utiliser les di�éren
es �nies pour évaluer les gre
ques ∆ = ∂V
∂S

et Γ = ∂2V
∂S2 dans un point S.

Utilisez les valeurs suivantes:







L = 20, T = 0.5
K = 10, r = 0.1, σ = 0.5
N = 100, ∆t = 10−2

Partie III. Simulation Monte Carlo.

On suppose que l'a
tif sousja
ent S est un pro
essus sto
hastique S(t), t ∈ [0, T ] qui véri�e
l'équation di�érentielle sto
hastique suivante:

dSt = rSdt+ σSdW (t), S(0) = S0 (197)

où (r, σ) sont les mêmes paramètres que dans l'EDP de Bla
k-S
holes et où W (t) est un mou-

vement brownien sur [0, T ].
La solution de 
ette équation est dé�nie par:

S(t) = S(0) exp

((

r − σ2

2

)

t+ σW (t)

)

Alors le prix d'une option européenne au moment de temps t = 0 de fon
tion de payo� Λ(S) est
donné par

V (S0, 0) = e−rT
E[Λ(S(T ))/S(t = 0) = S0] (198)
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La valeur �nale de S(T ) est dé�nit par

S(T ) = S(0) exp

( (

r − σ2

2

)

T + σ
√
TN(0, 1)

)

,

où N(0, 1) est le nombre qui suit la loi normale 
entré réduite et l'expression

√
TN(0, 1) rempla
e

W (T ).
1) Finalement on peut estimer le prix de l'option par la moyenne empirique suivante (sauf Projet

12):

V (S0, 0) =
e−rT

NMC

NMC
∑

k=1

[

Λ

(

S(0) exp

( (

r − σ2

2

)

T + σ
√
TN(k)(0, 1)

))]

(199)

2) Delta d'une option européenne

∆ =
∂V

∂S
∼ V (S + h)− V (S)

h

au moment de temps t = 0 est donné par

∆(S0, 0) = e−rT
E[

Λ(Sh(T ))− Λ(S(T ))

h
] (200)

où l'évolution de l'a
tif Sh(t) 
ommen
e de S0 + h:

Sh(t) = (S(0) + h) exp

( (

r − σ2

2

)

t+ σW (t)

)

et h est un petit nombre.

3) Gamma d'une option européenne

Γ =
∂2V

∂S2
∼ V (S + h)− 2V (S) + V (S − h)

h2

au moment t = 0 est donné par

Γ(S0, 0) = e−rT
E[

Λ(Sh1(T ))− 2Λ(S(T )) + Λ(Sh2(T ))

h2
] (201)

où l'évolution de l'a
tif Sh1(t) 
ommen
e de S0 + h:

Sh1(t) = (S(0) + h) exp

( (

r − σ2

2

)

t+ σW (t)

)

,

l'évolution de l'a
tif Sh2(t) 
ommen
e de S0 − h:

Sh2(t) = (S(0) − h) exp

( (

r − σ2

2

)

t+ σW (t)

)

,

4) Evaluation des gre
ques par le 
al
ul de Malliavin.
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La méthode développée la première fois par Fournié permet d'é
rire les sensibilités sous la forme

d'une espéran
e.

∆(S0, 0) = e−rT
E[Λ(S(T ))ω∆]

Γ(S0, 0) = e−rT
E[Λ(S(T ))ωΓ]

où les poids ω∆ et ωΓ ne dépendent pas du payo� de l'option.

ω∆ =
WT

S0σT

ωΓ =
1

S2
0σT

(
W 2

T

σT
−WT − 1

σ
)

I
i WT est la dernière 
oordonné du mouvement Brownien.

Travail à faire

1. Cal
uler par simulation une estimation de V (S0, 0). Pour 
ela on n'a besoin que la valeur

�nale S(T ). Don
 vous allez simuler un grand nombre (NMC) de nombres N(0, 1) qui

suivent la loi normale 
entré réduite. Ensuite il ne reste qu'à 
al
uler la moyenne empirique

de Λ(S(T )) par la formule (211)

2. Cal
uler par simulation une estimation de ∆(S0, 0). Pour 
ela vous simulez aussi un grand

nombre (NMC) de nombres N(0, 1) qui suivent la loi normale 
entré réduite. Pour


haque 
ouple S(T ) et Sh(T ) on utilise le même nombre N(0, 1) Ensuite on évalue

la moyenne empirique de

Λ(Sh(T ))− Λ(S(T ))

h

3. Cal
uler de façon similaire par simulation une estimation Γ(S0, 0).

4. Essayer de 
al
uler de façon similaire par simulation une estimation Θ(S0, 0).

5. E�e
tuer 
es 
al
uls ave
 les mêmes données que dans la partie 2, pour di�érentes

valeurs initiales de l'a
tif: S0 = 0, 0.2, 0.4, . . . , 20 et en prenant NMC = 100, 1000, 10000.
Réaliser les graphes de S0 7→ V (S0, 0), S0 7→ ∆(S0, 0), S0 7→ Γ(S0, 0), S0 7→
Θ(S0, 0)

6. Cal
uler par simulation une estimation de ∆(S0, 0) par le 
al
ul de Malliavin. Pour 
ela

vous simulez aussi un grand nombre (NMC) de nombres N(0, 1) qui suivent la loi normale


entré réduite. Pour 
haque 
ouple S(T ) et WT on utilise le même nombre N(0, 1)
Ensuite on évalue la moyenne empirique de

e−rT [Λ(S(T ))
WT

S0σT
]

e−rT [Λ(S(T ))
1

S2
0σT

(
W 2

T

σT
−WT − 1

σ
]
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Partie IV. Estimation de volatilité σ

L'a
tif sousja
ent S est un pro
essus sto
hastique S(t), t ∈ [0, T ] qui véri�e l'équation di�éren-

tielle sto
hastique suivante:

dSt = rStdt+ σStdWt, S(t = 0) = S0 (202)

On note σ la volatilité de l'a
tion, r le drift (r = µ dans le monde de risk - neutre). La solution

de 
ette équation est donnée par la formule:

S(t) = S0 exp((r −
σ2

2
)t+ σW (t))

On dé�nit sur l'intervalle [0, T ] une grille de points

ti = i∆t, i = 0, . . . , n

Alors pour tout i on a, en notant Si = S(ti)

Si+1 = Si exp((r −
σ2

2
)∆t+

√
∆t σN(0, 1))

Il s'ensuit que les variables aléatoires

Ui = ln

(

S(ti)

S(ti−1)

)

= (r − σ2

2
)∆t+

√
∆t σN(0, 1)

suivent la loi normale de moyenne

E[Ui] = (r − σ2

2
)∆t (203)

et de varian
e

V ar[Ui] = σ2∆t. (204)

Don
 on a une estimation pour la volatilité

σ =

√

V ar[Ui]

∆t

Supposons que nous 
onnaissons les valeurs de l'a
tif S entre les dates t0 et tn

S(t0), S(t1), ..., S(tn)

On peut alors 
al
uler les valeurs Ui = ln

(

S(ti)

S(ti−1)

)

aux instants de temps 
orrespondants et

en déduire une estimation de la moyenne et la varian
e des Ui:

E[Ui] =
1

n

n
∑

i=1

Ui, V ar[Ui] =
1

n− 1

n
∑

i=1

(Ui − a)2
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On peut maintenant estimer le paramètre in
onnu σ à partir de la relation pour V ar[Ui] 
i-
dessus:

σestime =

√

V ar[Ui]

∆t

soit

σestime =

√

√

√

√

1

∆t
(

1

n− 1

n
∑

i=1

U2
i − 1

n(n− 1)
(

n
∑

i=1

Ui)2)

Travail à faire

1. Simuler l'évolution de l'a
tion. Estimer sa volatilité et 
omparer ave
 la valeur exa
te σ.

2. Veri�er que la valeur de la volatilité estimée tombe bien ave
 la probabilité 95% dans l'intervalle:

σ = σexacte ∈ [σestime ± 1.96σestime

√
2M

]

3. é
rire en VBA une ma
ro pour EXCEL qui permet d'estimer la volatilité à partir des données

historiques 
ontenues dans une 
olonne de �
hier EXCEL.

Partie V. Interfa
e graphique

L'obje
tif de 
ette partie est de réaliser en VB.Net une interfa
e graphique qui permet de

paramétrer et réaliser les di�érents 
al
uls prévus dans 
e projet. L'interfa
e doit répondre aux

spé
i�
ations suivantes:

1. L'interfa
e doit disposer de trois zones distin
tes: "Paramètres du modèle", "Paramètres de


al
uls", "Paramètres pour les simulations MC".

2. La zone "Paramètres du modèle" doit 
ontenir trois 
hamps de saisie:

• E
héan
e T

• Taux sans risque r

• Volatilité σ

• S0

3. Le 
hamps σ doit pouvoir être renseigné soit par saisie d'une valeur soit à l'aide de bouton

"Estimer la volatilité". Ce dernier doit dé
len
her l'estimation de la volatilité à partir des

données historiques 
ontenues dans un �
hier ex
el.

4. La zone "Paramètres de 
al
uls" doit 
ontenir les 
hamps de saisie:
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• pas temporel dt

• pas spatial dS

• limite spatiale L

• Nombre de 
hemins pour les simulations Monte Carlo

Un bouton doit ensuite permettre de 
hoisir la méthode de 
al
ul entre "Di�éren
es �nies"

et "Monte Carlo". Le bouton "Cal
uler la solution" doit lan
er l'exé
utable de 
al
ul 
orre-

spondant ave
 les bons paramètres. L'exé
utable doit sto
ker les données de la solution dans

un �
hier texte.

5. Pour la 
onsultation des résultats de 
e 
al
ul l'interfa
e doit proposer de saisir un S0 et

a�
her (un bouton à prévoir) dans un 
hamps à 
oté la valeur V (S0, 0).

6. Un bouton doit également permettre d'appeler une interfa
e d'a�
hage graphique (S
ilab ou

gnuplot) pour visualiser les graphiques.

Partie VI. Comparaison des résultats

1. Tra
ez la fon
tion V (S, 0), solution analytique, d'après la formule donnée dans l'énon
é et la


omparez ave
 les solutions numériques obtenues dans les parties I et II.

Appliquez l'approximation suivante de la fon
tion N(x)

N(x) =

{

1−N ′(x)(a1κ+ a2κ
2 + a3κ

3 + a4κ
4 + a5κ

5) si x ≥ 0
1−N(−x) si x < 0

où

N ′(x) =
1√
2π

e−
x
2

2 , κ =
1

1 + γx

Les 
oe�
ients sont: γ = 0.2316419, a1 = 0.319381530, a2 = −0.356563782, a3 = 1.781477937, a4 =
−1.821255978, a5 = 1.330274429

2. Sur toute la grille de 
al
ul de la solution numérique de l'EDP (partie II) évaluer

max
i,n

|V n
i − V (Si, tn)|

3. Cal
uler les gre
ques. Comparer les Gre
ques numériques aux valeurs exa
tes 
al
ulées à

partir de la formule de Bla
k et S
holes.
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17 Projet 17

Résolution numérique de l'équation de Bla
k et S
holes pour une

option Power Asymétrique. Put.

Le but du Projet 17 est est l'évaluation numérique et analytique du prix de vente

d'une option Power Asymétrique.

L'équation de Bla
k et S
holes ave
 la 
ondition �nale s'é
rit de la forme:

{

∂V
∂t

− rV + rS ∂V
∂S

+ 1
2σ

2S2 ∂2V
∂S2 = 0

V (S, t = T ) = Λ(S) = max(0, (K − S2))
(205)

Cette équation permet de trouver le prix V (S, t) de l'option de vente (ou put) d'une a
tion qui

vaut initialement S et qu'on pourra vendre au prix K dans un temps ultérieur T . V (0, S) est le
prix au temps t = 0 de 
all de prix d'exer
i
e K à l'é
héan
e T > 0, et d'a
tif S en t = 0. On note

σ la volatilité de l'a
tion, r le taux d'intérêt.

On étudie également le problème d'évaluation des gre
ques, dé�nis par les expressions:

∆ =
∂V

∂S
, Γ =

∂2V

∂S2
, Θ =

∂V

∂t

Partie I. Solution analytique.

Montrer que la solution analytique de l'équation de Bla
k et S
holes 
i-dessus est:

V (S, t) = −S2e(σ
2+r)(T−t)N(−d̃1) +Ke−(T−t)rN(−d̃2)

d̃1 =
ln(S/

√
K) + (r + 3σ2/2)(T − t)

σ
√
T − t

d̃2 =
ln(S/

√
K) + (r − σ2/2)(T − t)

σ
√
T − t

Elle sera utilisée pour véri�er la pré
ision des 
al
uls et déduire les 
onditions aux limites pour

le s
héma aux di�éren
es �nies.

Cal
uler les gre
ques.

Partie II. Résolution numérique de l'équation de BS.

2.1 Dis
rétisation de l'équation de BS.
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a) Dis
rétisons les variables: spatiale et temporelle:

x: S0 = 0, ...Si, ...SN+1 = L.

t: t0 = 0, ...tn, ...tM+1 = T .

Don




















i = 0, 1, 2, ...N + 1
n = 0, 1, 2, ...M + 1

∆S =
L

N + 1
, ∆t =

T

M + 1
V (tn, Si) ≡ V n

i

(206)

b) Pour dis
rétiser l'équation (1) on utilise:

• pour

∂V

∂t
la dérivée retrograde,

• pour

∂2V

∂S2
la se
onde dérivée, 
entrée,

• pour

∂V

∂S
la dérivée 
entrée

On dé�nit l'opérateur Mn
BS par l'expression:

Mn
BS = rV n

i − rSi

V n
i+1 − V n

i−1

2∆S
− 1

2
σ2S2

i

V n
i+1 + V n

i−1 − 2V n
i

(∆S)2


) L'équation de Bla
k et S
holes dis
rétisée par di�érentes méthodes s'é
rit :

• par la méthode d'Euler expli
ite

V n
i − V n−1

i

∆t
= Mn

BS(V
n
i−1, V

n
i+1, V

n
i ),

• par la méthode d'Euler impli
ite :

V n
i − V n−1

i

∆t
= Mn−1

BS ,

• par la méthode de Crank-Ni
olson impli
ite:

V n
i − V n−1

i

∆t
=

1

2
(Mn−1

BS +Mn
BS).

2.2 Travail à faire

1. Montrer les 
ondition aux limites:

{

V (0, t) = Ke−(T−t)r

V (L, t) = 0
(207)
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2. Dis
rétiser les 
onditions aux limites et les 
onditions initiales.

3. Appliquer la méthode impli
ite de Crank-Ni
olson et montrer qu'on peut reé
rire 
ette équa-

tion sous la forme :

BiV
n−1
i−1 +DiV

n−1
i +AiV

n−1
i+1 = Kn

i , (208)

4. Pré
iser Ai,Di, Bi,K
n
i et é
rire l'équation sous la forme matri
ielle.

5. Appliquer l'algorithme de Thomas et trouver la solution.

6. Visualiser les solutions pour t = 0, T4 ,
T
2 ,

3T
4 , T.

7. Imposer en S = 0 la 
onditions aux limites de Neumann

∂V

∂S
(L, t) = 0,

dis
rétiser 
ette 
ondition et résoudre l'équation de Bla
k et S
holes ave
 nouvelles 
onditions

aux limites.

8. Utiliser les di�éren
es �nies pour évaluer les gre
ques ∆ = ∂V
∂S

et Γ = ∂2V
∂S2 dans un point S.

Utilisez les valeurs suivantes:







L = 20, T = 0.5
K = 10, r = 0.1, σ = 0.5
N = 100, ∆t = 10−2

Partie III. Simulation Monte Carlo.

On suppose que l'a
tif sousja
ent S est un pro
essus sto
hastique S(t), t ∈ [0, T ] qui véri�e
l'équation di�érentielle sto
hastique suivante:

dSt = rSdt+ σSdW (t), S(0) = S0 (209)

où (r, σ) sont les mêmes paramètres que dans l'EDP de Bla
k-S
holes et où W (t) est un mou-

vement brownien sur [0, T ].
La solution de 
ette équation est dé�nie par:

S(t) = S(0) exp

((

r − σ2

2

)

t+ σW (t)

)

Alors le prix d'une option européenne au moment de temps t = 0 de fon
tion de payo� Λ(S) est
donné par

V (S0, 0) = e−rT
E[Λ(S(T ))/S(t = 0) = S0] (210)
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La valeur �nale de S(T ) est dé�nit par

S(T ) = S(0) exp

( (

r − σ2

2

)

T + σ
√
TN(0, 1)

)

,

où N(0, 1) est le nombre qui suit la loi normale 
entré réduite et l'expression

√
TN(0, 1) rempla
e

W (T ).
1) Finalement on peut estimer le prix de l'option par la moyenne empirique suivante (sauf Projet

12):

V (S0, 0) =
e−rT

NMC

NMC
∑

k=1

[

Λ

(

S(0) exp

( (

r − σ2

2

)

T + σ
√
TN(k)(0, 1)

))]

(211)

2) Delta d'une option européenne

∆ =
∂V

∂S
∼ V (S + h)− V (S)

h

au moment de temps t = 0 est donné par

∆(S0, 0) = e−rT
E[

Λ(Sh(T ))− Λ(S(T ))

h
] (212)

où l'évolution de l'a
tif Sh(t) 
ommen
e de S0 + h:

Sh(t) = (S(0) + h) exp

( (

r − σ2

2

)

t+ σW (t)

)

et h est un petit nombre.

3) Gamma d'une option européenne

Γ =
∂2V

∂S2
∼ V (S + h)− 2V (S) + V (S − h)

h2

au moment t = 0 est donné par

Γ(S0, 0) = e−rT
E[

Λ(Sh1(T ))− 2Λ(S(T )) + Λ(Sh2(T ))

h2
] (213)

où l'évolution de l'a
tif Sh1(t) 
ommen
e de S0 + h:

Sh1(t) = (S(0) + h) exp

( (

r − σ2

2

)

t+ σW (t)

)

,

l'évolution de l'a
tif Sh2(t) 
ommen
e de S0 − h:

Sh2(t) = (S(0) − h) exp

( (

r − σ2

2

)

t+ σW (t)

)

,

4) Evaluation des gre
ques par le 
al
ul de Malliavin.
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La méthode développée la première fois par Fournié permet d'é
rire les sensibilités sous la forme

d'une espéran
e.

∆(S0, 0) = e−rT
E[Λ(S(T ))ω∆]

Γ(S0, 0) = e−rT
E[Λ(S(T ))ωΓ]

où les poids ω∆ et ωΓ ne dépendent pas du payo� de l'option.

ω∆ =
WT

S0σT

ωΓ =
1

S2
0σT

(
W 2

T

σT
−WT − 1

σ
)

I
i WT est la dernière 
oordonné du mouvement Brownien.

Travail à faire

1. Cal
uler par simulation une estimation de V (S0, 0). Pour 
ela on n'a besoin que la valeur

�nale S(T ). Don
 vous allez simuler un grand nombre (NMC) de nombres N(0, 1) qui

suivent la loi normale 
entré réduite. Ensuite il ne reste qu'à 
al
uler la moyenne empirique

de Λ(S(T )) par la formule (211)

2. Cal
uler par simulation une estimation de ∆(S0, 0). Pour 
ela vous simulez aussi un grand

nombre (NMC) de nombres N(0, 1) qui suivent la loi normale 
entré réduite. Pour


haque 
ouple S(T ) et Sh(T ) on utilise le même nombre N(0, 1) Ensuite on évalue

la moyenne empirique de

Λ(Sh(T ))− Λ(S(T ))

h

3. Cal
uler de façon similaire par simulation une estimation Γ(S0, 0).

4. Essayer de 
al
uler de façon similaire par simulation une estimation Θ(S0, 0).

5. E�e
tuer 
es 
al
uls ave
 les mêmes données que dans la partie 2, pour di�érentes

valeurs initiales de l'a
tif: S0 = 0, 0.2, 0.4, . . . , 20 et en prenant NMC = 100, 1000, 10000.
Réaliser les graphes de S0 7→ V (S0, 0), S0 7→ ∆(S0, 0), S0 7→ Γ(S0, 0), S0 7→
Θ(S0, 0)

6. Cal
uler par simulation une estimation de ∆(S0, 0) par le 
al
ul de Malliavin. Pour 
ela

vous simulez aussi un grand nombre (NMC) de nombres N(0, 1) qui suivent la loi normale


entré réduite. Pour 
haque 
ouple S(T ) et WT on utilise le même nombre N(0, 1)
Ensuite on évalue la moyenne empirique de

e−rT [Λ(S(T ))
WT

S0σT
]

e−rT [Λ(S(T ))
1

S2
0σT

(
W 2

T

σT
−WT − 1

σ
]
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Partie IV. Estimation de volatilité σ

L'a
tif sousja
ent S est un pro
essus sto
hastique S(t), t ∈ [0, T ] qui véri�e l'équation di�éren-

tielle sto
hastique suivante:

dSt = rStdt+ σStdWt, S(t = 0) = S0 (214)

On note σ la volatilité de l'a
tion, r le drift (r = µ dans le monde de risk - neutre). La solution

de 
ette équation est donnée par la formule:

S(t) = S0 exp((r −
σ2

2
)t+ σW (t))

On dé�nit sur l'intervalle [0, T ] une grille de points

ti = i∆t, i = 0, . . . , n

Alors pour tout i on a, en notant Si = S(ti)

Si+1 = Si exp((r −
σ2

2
)∆t+

√
∆t σN(0, 1))

Il s'ensuit que les variables aléatoires

Ui = ln

(

S(ti)

S(ti−1)

)

= (r − σ2

2
)∆t+

√
∆t σN(0, 1)

suivent la loi normale de moyenne

E[Ui] = (r − σ2

2
)∆t (215)

et de varian
e

V ar[Ui] = σ2∆t. (216)

Don
 on a une estimation pour la volatilité

σ =

√

V ar[Ui]

∆t

Supposons que nous 
onnaissons les valeurs de l'a
tif S entre les dates t0 et tn

S(t0), S(t1), ..., S(tn)

On peut alors 
al
uler les valeurs Ui = ln

(

S(ti)

S(ti−1)

)

aux instants de temps 
orrespondants et

en déduire une estimation de la moyenne et la varian
e des Ui:

E[Ui] =
1

n

n
∑

i=1

Ui, V ar[Ui] =
1

n− 1

n
∑

i=1

(Ui − a)2
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On peut maintenant estimer le paramètre in
onnu σ à partir de la relation pour V ar[Ui] 
i-
dessus:

σestime =

√

V ar[Ui]

∆t

soit

σestime =

√

√

√

√

1

∆t
(

1

n− 1

n
∑

i=1

U2
i − 1

n(n− 1)
(

n
∑

i=1

Ui)2)

Travail à faire

1. Simuler l'évolution de l'a
tion. Estimer sa volatilité et 
omparer ave
 la valeur exa
te σ.

2. Veri�er que la valeur de la volatilité estimée tombe bien ave
 la probabilité 95% dans l'intervalle:

σ = σexacte ∈ [σestime ± 1.96σestime

√
2M

]

3. é
rire en VBA une ma
ro pour EXCEL qui permet d'estimer la volatilité à partir des données

historiques 
ontenues dans une 
olonne de �
hier EXCEL.

Partie V. Interfa
e graphique

L'obje
tif de 
ette partie est de réaliser en VB.Net une interfa
e graphique qui permet de

paramétrer et réaliser les di�érents 
al
uls prévus dans 
e projet. L'interfa
e doit répondre aux

spé
i�
ations suivantes:

1. L'interfa
e doit disposer de trois zones distin
tes: "Paramètres du modèle", "Paramètres de


al
uls", "Paramètres pour les simulations MC".

2. La zone "Paramètres du modèle" doit 
ontenir trois 
hamps de saisie:

• E
héan
e T

• Taux sans risque r

• Volatilité σ

• S0

3. Le 
hamps σ doit pouvoir être renseigné soit par saisie d'une valeur soit à l'aide de bouton

"Estimer la volatilité". Ce dernier doit dé
len
her l'estimation de la volatilité à partir des

données historiques 
ontenues dans un �
hier ex
el.

4. La zone "Paramètres de 
al
uls" doit 
ontenir les 
hamps de saisie:
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• pas temporel dt

• pas spatial dS

• limite spatiale L

• Nombre de 
hemins pour les simulations Monte Carlo

Un bouton doit ensuite permettre de 
hoisir la méthode de 
al
ul entre "Di�éren
es �nies"

et "Monte Carlo". Le bouton "Cal
uler la solution" doit lan
er l'exé
utable de 
al
ul 
orre-

spondant ave
 les bons paramètres. L'exé
utable doit sto
ker les données de la solution dans

un �
hier texte.

5. Pour la 
onsultation des résultats de 
e 
al
ul l'interfa
e doit proposer de saisir un S0 et

a�
her (un bouton à prévoir) dans un 
hamps à 
oté la valeur V (S0, 0).

6. Un bouton doit également permettre d'appeler une interfa
e d'a�
hage graphique (S
ilab ou

gnuplot) pour visualiser les graphiques.

Partie VI. Comparaison des résultats

1. Tra
ez la fon
tion V (S, 0), solution analytique, d'après la formule donnée dans l'énon
é et la


omparez ave
 les solutions numériques obtenues dans les parties I et II.

Appliquez l'approximation suivante de la fon
tion N(x)

N(x) =

{

1−N ′(x)(a1κ+ a2κ
2 + a3κ

3 + a4κ
4 + a5κ

5) si x ≥ 0
1−N(−x) si x < 0

où

N ′(x) =
1√
2π

e−
x
2

2 , κ =
1

1 + γx

Les 
oe�
ients sont: γ = 0.2316419, a1 = 0.319381530, a2 = −0.356563782, a3 = 1.781477937, a4 =
−1.821255978, a5 = 1.330274429

2. Sur toute la grille de 
al
ul de la solution numérique de l'EDP (partie II) évaluer

max
i,n

|V n
i − V (Si, tn)|

3. Cal
uler les gre
ques. Comparer les Gre
ques numériques aux valeurs exa
tes 
al
ulées à

partir de la formule de Bla
k et S
holes.
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