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Séries temporelles

CHAPITRE 1 : INTRODUCTION, EXEMPLES

ET GENERALITES

Une série temporelle (ou série chronologique) est une suite d’observations
indexées par le temps (xi,...,xT). L’indice temps peut représenter suivant les

études, I’année, le jour, I’heure , la minute, etc...
pour but de construire un modele

N

observations futures a

L’étude des séries temporelles a
statistique permettant de prévoir les
partir de la connaissance des observations présentes et

passées. Bien entendu, cet objectif sous entend une dépendance dans le temps des
observations. Il ne sert a rien de prévoir le résultat du 11°"¢ lancer d’un dé

connaissant 10 lancers précédents.

1. EXEMPLES

Cette notion de dépendance est primordiale
pour modéliser une série chronologique.

Les séries temporelles s’appliquent a des domaines trés variés. De nombreux
exemples sont présents dans la littérature et parmi les plus connus, nous avons
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- La population américaine. Il s’agit un relevé tous les 10 ans de 1790 a 1980.
On observe une croissance de la population avec le temps sans grande

variabilité.

- Les ventes de champagne. Il s’agit d’un relevé mensuel de bouteilles vendues
entre mars 1970 et septembre 1978. Le graphique montre deux saisonnalités
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avec un pic correspondant aux fétes de fin d’année. On note de plus que la
moyenne et la variabilité augmentent au cours du temps

- La consommation d’électricité. Il s’agit d’un relevé sur toute la France a
raison d’une donnée toutes les demi-heures pendant 35 jours en juin-juillet
1991. On remarque deux périodes, une correspondant a la journée (jour-nuit) et

I’autre a la semaine (semaine-week-end).

- Les ventes de voitures. Il s’agit d’un relevé mensuel entre 1960 et 1995. On
remarque une tendance a la hausse ainsi que deux saisonnalités. La courbe
présente aussi une rupture aux environs de 1983, ce qui rend cette série

extrémement difficile a modéliser.

Toutes ces séries sont trés différentes mais toutes présentent une dépendance
« temporelle » des observations. Pour chacune d’elles, on comprend bien 1’intérét

stratégique a vouloir prévoir les valeurs de la série pour des temps futurs.

2.

2.1.

Premier objectif : décrire

OBJECTIFS DE L’ANALYSE D’UNE SERIE TEMPORELLE

Comme pour toutes séries de données, la premicre étape consiste a décrire et
résumer la série. On utilise pour ce faire les représentations graphiques et indices
numériques usuels. Afin d’illustrer notre propose, nous allons considérer des
données de la SNCF comptabilisant le trafic voyageurs entre 1963 et 1980
(Gouriéroux et Monfort)

JAN FEB MAR AVR MAI JUN JUL AOU SEP ocT NOV DEC

1963 1750 1560 1820 2090 1910 2410 3140 2850 2090 1850 1680 2420
1964 1710 1600 1800 2120 2100 2460 3200 2960 2190 1870 1770 2270
1965 1670 1640 1770 2190 2020 2610 3190 2860 2140 1870 1760 2360
1966 1810 1640 1860 1990 2110 2500 3030 2900 2160 1940 1750 2330
1967 1850 1590 1880 2210 2110 2480 2880 2670 2100 1920 1670 2520
1968 1834 1792 1860 2138 2115 2485 2581 2689 2038 1936 1734 2391
1969 1798 1850 1981 2085 2120 2491 2834 2725 1932 2085 1856 2553
1970 1854 1823 2005 2418 2219 2722 2912 2771 2153 2136 1910 2537
1971 2008 1835 2120 2304 2264 2175 2928 2738 2178 2137 2009 2546
1972 2084 2034 2152 2522 2318 2684 2971 2759 2267 2152 1978 2723
1973 2081 2112 2279 2661 2281 2929 3089 2803 2296 2210 2135 2862
1974 2223 2248 2421 2710 2505 3021 3327 3044 2607 2525 2160 2876
1975 2481 2428 2596 2923 2795 3287 3598 3118 2875 2754 2588 3266
1976 2667 2668 2804 2806 2976 3430 3705 3053 2764 2802 2707 3307
1977 2706 2586 2796 2978 3053 3468 3649 3095 2839 2966 2868 3375
1978 2820 2857 3306 3333 3141 3512 3744 3179 2984 2950 2896 3611
1979 3313 2644 2872 3267 3391 3682 3937 3284 2849 3085 3043 3541
1980 2848 2913 3248 3250 3375 3640 3771 3259 3206 3269 3181 4008
Moyenne 2195 2101 2309 2555 2489 2888 3249 2931 2426 2359 2205 2861

Moyenne
2131

2171
2173
2168
2157
2133
2193
2288
2270
2387
2478
2639
2892
2974
3032
3194
3242
3331
2547
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La moyenne
A chaque temps t, il est possible de calculer la moyenne des observations

précédentes,

i[ :IZXi .

Ce premier indicateur donne une idée de la tendance centrale. On constate par
exemple que le trafic voyageur suit une croissance moyenne linéaire.
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Les données étant mensuelles, il est possible de les moyenner par année pour faire
apparaitre la tendance ou par mois pour faire apparaitre une périodicité.
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La dispersion
De la méme facon, a chaque temps t, il est possible de calculer la variance
empirique sur les observations précédentes

Ig _
ZYZ(Xi -
=1

On pourra ainsi juger de la dispersion des observations autour de la tendance
centrale mais aussi de I’évolution de la variance. Nous verrons dans les chapitres
suivants qu’il est nécessaire que la variance soit constante (condition
d’homoscédasticité)
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La dépendance
Une question primordiale dans la modélisation des séries chronologiques est la
dépendance temporelle des données. On utilise pour cela [’auto-covariance

empirique.

. 1SS _ _
6. (1) =¥Z(xi =X, X1y —X,)
i=1
indique la dépendance entre deux observations successives,
1 t—2
6,(2)= 220 =X )y =X,)
-
indique la dépendance entre deux observations ayant deux unités de temps d’écart,
1 t—h
G () =2 206 =X, (X %)
—

etc...

Il est cependant difficile de juger de I’importance d’une dépendance a 1’aide de
I’auto-covariance (pas de valeur limite). C’est pourquoi, on utilise [’auto-
corrélation qui n’est rien d’autre que 1’auto-covariance moyennée par la variance,

JORL
o)

t

L’auto-corrélation prend des valeurs comprises entre -1 et 1 et plus elle est proche
de £1, plus la dépendance est forte.

Il est possible d’avoir une premiere idée de 1’auto-corrélation en visualisant les
nuages de points des séries {x(} et {xw+n}. Plus le nuage de points est allongé, plus
I’auto-corrélation est proche de *1. Sur I’exemple du trafic SNCF, on note la
dépendance entre x; et X(+1 mais surtout celle x; et xi+12. Ce qui semble indiquer
une période dans les données.
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Trafic SNCF - Dépendance entre {x} et {Xi+1}, {Xe2},{Xe+12}.

2.2 Deuxieme objectif : modéliser

Le deuxieme objectif est de modéliser la série de données afin d’expliquer ses
variations a 1’aide de peu de parametres. On cherche donc un modele, f, tel que

X, = f(xt—l’Xt—Z""’) + 8t
ou & représente une erreur.
2.2.1.

Il est classique d’introduire dans le mod¢ele une tendance my et un effet saisonnier
St, soit dans un modéle additif,

Tendance et saisonnalité

X, =m, +s, +E€&,

soit dans un modele multiplicatif,

Xy

=m,Xs, XE.
ou I’erreur & ne contient plus ni de tendance, ni d’effet saisonnier.

La tendance n’est pas nécessairement constante mais pourra €tre une fonction du
temps t (en général, une fonction polynomiale). Cette composante reflete la
croissance moyenne de la série. Elle peut prendre plusieurs formes dont les plus
courantes sont

- linéaire : z, =P, +[,t.

- exponentielle : z, =ar, ou z, =a(1+r)", ou encore z, =aexp(rt)
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On se rameéne au cas linéaire par transformation logarithmique. D’autres modeles
existent tels que la forme quadratique, z, =B, +B,t+B,t*, le modele de Gompertz,

z, =exp(art +y), ...

Exemple (Charpentier A.)

La série représente le logarithme de 1’indice du New York Stock Exchange sur
lequel trois tendances ont été ajustées : linéaire (en haut a droite), quadratique (en
bas a gauche) et exponentiel (en bas a droite). La tendance quadratique semble la
plus adaptée a la série de données mais il est difficile de lui trouver un sens
physique contrairement a la tendance linéaire qui représente une croissance
linéaire et la tendance exponentielle qui indique une augmentation constante
(rapport entre X/ X1 constant)
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Si I’étude porte sur le court terme, il est nécessaire d’introduire 1’effet saisonnier.
Par exemple, en gestion de stock, il faut tenir en compte la saison pour passer
commande aux fournisseurs. En revanche si 1’étude concerne le moyen terme,
I’effet saisonnier n’est pas important au regard des grandes tendances du
phénomene. Il existe alors des procédures pour désaisonnaliser les séries.

2.2.2. Les erreurs

L’objectif est que le modele explique entierement la série de données. Cela
implique que les erreurs & ne doivent pas €tre corrélées car dans le cas contraire,
€1 contiendrait de I’information permettant d’expliquer € et ainsi X, ne serait pas

10
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entierement expliquée par f(X¢1,Xt-2,...). Nous reviendrons sur 1’auto-corrélation
des résidus dans le chapitre 5.

Une méthode pour valider la qualité d’un modele est de regarder si celui-ci
reproduit bien les données observées. On examine donc les résidus,

€, =X, - (X, 1, X, Zgser), t=1,...T

Evidemment, plus les résidus sont petits, plus le modele est proche des valeurs
observées. Il existe plusieurs fonctions d’erreurs pour mesurer cet écart.

L’écart absolu moyen, noté MAD pour « mean absolute deviation »,

T T
MAD() = 1 ¥|e, ~€|. ot €= D¢,

t=1 i=1

Le carré moyen des erreurs, noté MSE pour « mean square error »,
T
MSE(e) = %Zef .
t=1
L’erreur quadratique moyenne, notée RMSE pour « root mean square error »,

RMSE(e) =

L’erreur absolue moyenne, notée MAE pour « mean absolute error »,

T
2le].
t=1

MAE(e) =

=

2.2.3. Opérateur de retard

Dans les modeles, I’observation de la série au temps t sera explicitée en fonction
des observations passées. Il est alors pratique d’introduire un opérateur de retard
ainsi qu’un opérateur de différence.

* Opérateur de retard B (backward) : Bx, =x,_,
= Opérateur de différence : Ax(=X(-X¢-1
On note que

B2x

B(Bx,) = Bx,_, =x,_,

t

et plus généralement,

On a de plus la relation,

Ax, = x, —Bx, =1 - B)x,.

t
Par exemple le modele de lissage exponentiel simple (chapitre 3)

X, =x,_, teg —-(A-me,_,,

t

11
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ou & représente les résidus, peut s’écrire

Ax, =[1- (1 - o)Ble,
2.3. Troisieme objectif : prévoir

La prévision de valeurs a des dates futures connaissant le présent et le passé de la
série peut étre basée sur un modele ou non. Supposons que 1’on dispose des
observations x; aux temps 1,...,T, alors on parle de prévision a 1’horizon h pour
toutes valeurs futures de la série, x,,, .

Exemple issu de Charpentier A.

La prévision dépend du poids que I’on accorde aux observations passées. Les
valeurs futures dépendent donc de 1’objectif, a savoir si 1’on souhaite faire de la
prévision a cout, moyen ou long terme.

3. PROCESSUS STATIONNAIRES

Afin de pouvoir établir un formalisme statistique, nous allons considérer les
observations de la séries temporelle {x1,...,xt} comme les réalisations de variables
aléatoires {Xi,...,Xt}. Les variables aléatoires ne sont en général pas
indépendantes. Nous parlerons alors du processus aléatoire {X:}. La série
chronologique observée constitue alors une observation du processus aléatoire. Il
est bien évidemment impossible de tirer des conclusions a partir d’un échantillon
constitué d’une seule observation. On est donc amené a émettre certaines
hypotheéses de telle sorte que le probleme statistique puisse €tre résolu. On
suppose ainsi que le processus est stationnaire.
Définition
On dit qu’une suite de variables aléatoires est un processus stationnaire si
- les espérances sont constantes,
E(X,)=u, OtO{1,...,T},

- les covariances sont stables par translation h du temps,

cov(X,,X.,)=o(h), Ot{1,....,T}.

On note qu’un processus stationnaire a une variance constante,

var(X,) =a(0)=a”.

12
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Si I’espérance est nulle, on parle de processus centré.

Définition de 1’auto-corrélation

La fonction h>o(h) est appelée fonction d’auto-covariance du processus
stationnaire.

La fonction

p:hH—O(?)
(0]
est appelée fonction d’auto-corrélation.
On remarque que ces deux fonctions sont paires, d(—h)=a(h) et p(-h) =p(h).

Bruits blancs
Un bruit blanc est un processus stationnaire donc la fonction d’auto-covariance
est nulle, pour tout h,

cov(X,,X,,,) =0, Ot0{1,....,T}.

Les bruits blancs sont les processus stationnaires les plus élémentaires. Ils ne
présentent pas d’intérét dans la prévision mais servent de base a la construction
de tous les modeles présentés dans ce cours.

Réalisation d’un bruit blanc

Il est courant d’utiliser comme bruit blanc, une suite de variables aléatoires
indépendantes de loi normale centrée réduites. On parle alors de bruit blanc
gaussien centré.

Définition de 1’auto-corrélation partielle
Les fonctions d’auto-covariance et d’auto-corrélation ne font intervenir que les
variables aléatoires X: et Xi+n sans tenir compte les variables intermédiaires
Xi+1,-..,Xe+h-1. La fonction d’auto-corrélation partielle pallie ce probléme en
calculant la corrélation entre les variables X et X+n auxquelles ont a retranché
leurs meilleures explications par les variables intermédiaires. Dans le cas d’un
processus stationnaire, la fonction d’auto-corrélation partielle ne dépend que de la
distance h et se définit par

r(h) = r(-h), Oh#0

(1) = p(1)

r(h) = corr(X,, X,.,), O0h>2

A

Xpar = Xy EL(Xh+1 Xz’m’Xh)

avec EL(Xh+1|X2,...,Xh) la projection orthogonale de Xp+1 sur 1’espace formé par

les combinaisons linéaires de Xo,...,Xh.

13
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CHAPITRE 2 : LISSAGE PAR
MOYENNE MOBILE

L’objectif du lissage par moyenne mobile, « moving average » (MA), est
d’éliminer certain aspects d’une série. Ce n’est en général pas un outil de
prévision méme si nous verrons qu’il est possible de prévoir des valeurs futures
de la série.

1. DESAISONNALISATION

Supposons que la série s’écrit
X, =z, +s,+€,, pout t=1,...,T.

Le but est de trouver une transformation du processus qui annule la composante
saisonnieére S¢. On cherche un « filtre » @ tel que la série

yt :(F(Xt) :Zt +8t

n’a plus de composante saisonniére
1.1  Moyenne mobile centrée

La moyenne mobile centrée d’ordre g de la série {X(}=1,. 1 est définie par
Si q est impair tel que qg=2m+1,

-1
2m +1 “

1=—m

X

M=

Y

t+i

Si q est pair tel que q=2m,

ou m+1<t<T-m.

Exemple
La moyenne mobile centrée d’ordre 3 : y,

La moyenne mobile centrée d’ordre 4 : y,

1

N |—

t=2

W= A= W=

—

La moyenne mobile centrée d’ordre 5 : y, X, T X, X, +x,,t XHZ]

Si on applique cette désaisonnalisation a la série trimestrielle du trafic SNCF
entre 1963 et 1968, on obtient

14
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Moyennes mobiles centrées sur série trimestrielle du trafic voyageur SNCF
entre 1963 et 1968

Ainsi la série obtenue par moyenne mobile centrée d’ordre 4
_1[1, +x 4 +1 3<t<T-2
Yo = 412 Xi2 X T Xy X+ P Xisg [» 2321

est désaisonnalisée.

1.2 Moyenne mobile différence

Supposons que la composante saisonniere vérifie une relation de période p du type
S, =S, , alors la moyenne mobile différence définie par

y, =(1-B°)x,

t t+p *

annule cette composante.
En effet,

Y. =(1-B°)x, =x, =X, =(z2, =2, ) +(s, =5, ) +(€, —€,,) =27, ~z,_, +E,
On remarque que la tendance de la série {y:} n’est plus Z; mais Z¢-Zis.

Exemple
Si on considere la série mensuelle du trafic voyageur alors la série

—_ 12
yt - (1 - B )Xt
ne présente plus de composante saisonniére.

15
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Série mensuelle du trafic voyageur SNCF entre 1963 et 1969

2. PREVISION D’UNE SERIE SANS COMPOSANTE
SAISONNIERE ET SANS TENDANCE

Supposons que la série {y:} soit sans composante saisonnieére (apres
éventuellement une phase de désaisonnalisation), et sans tendance alors on utilise
une moyenne mobile non centrée d’ordre q pour calculer les prévisions,

Les prévisions a 1’horizon h>0 sont alors constantes puisque la série ne présente
pas de tendance,

Exemple

Continuons 1’exemple précédent des données mensuelles entre 1966 et 1970 du
trafic voyageur. Une moyenne mobile différence a donné une série {y:} sans
composante saisonniere. Cette série semble ne pas présenter de tendance, on peut

donc appliquer une moyenne mobile non centrée (ordres 2 et 6) pour calculer les
prévisions.

300

200

| A
100 | Lo 1 | ’)ﬁ, A —
» \'\ ; \ N VL \ v }
\ \/ ! h>0

v

-200

-300

Série désaisonnalisée  =— =—MA(2) ===== MA(6)

Série mensuelle désaisonnalisée du trafic voyageur SNCF entre 1966 et 1970
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On remarque que plus 1’ordre de la moyenne mobile est grand, plus la prévision
est lisse.

3. PREVISION D’UNE SERIE SANS COMPOSANTE
SAISONNIERE ET AVEC TENDANCE

Supposons que la série {y(} soit sans composante saisonniere, mais avec tendance

linéaire de la forme

y, =at+b+e¢,.

On calcule les moyennes mobiles non centrée d’ordre q suivantes

q-1
2 M.,
i=0

q-1
Mt = ZYt—i et MMt =
i=0

a |—=
Q=

On obtient alors les prévisions,

y, =2M, - MM,, pour t<T

Exercice : On pose y=at+b
1) Calculez M. Que constatez-vous sur y, —y, si y,=M, ?

2) Calculez MM:. Que constatez-vous sur y,—y, si y, = 2M,Z — MM, ?

Les prévisions a 1’horizon h>0 respectent la relation linéaire,

Yo =¥y Tha,

.2

a, (M; —=MM;) (pente)
q-1

Exemple
Prenons le trafic voyageur entre 1970 et 1980 pour la série trimestrielle. Celui-ci

présente une forte saisonnalité qui peut étre lissée par une moyenne mobile
MA(4). On constate que la prévision faite en tenant compte de la tendance
approche mieux la série désaisonnalisée que celle faite sans tenir compte de la
tendance. On remarque que la prévision a 1’horizon h>0 continue a tenir compte
de la tendance.
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Série trimestrielle du trafic voyageur SNCF entre 1973 et 1980
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CHAPITRE 3 : PREVISION PAR LISSAGE
EXPONENTIEL

L’objectif du lissage exponentiel est de prévoir une série sans en chercher
préalablement un modele. Cette méthode s’applique a des séries qui ne présentent
pas de composante saisonniére. Nous supposons donc par la suite que la série est
de la forme

yt :Zt+£t

ou z; représente la tendance.

1. PREVISION D’UNE SERIE SANS COMPOSANTE
SAISONNIERE ET SANS TENDANCE

La méthode du lissage exponentiel simple permet de prévoir une série sans
tendance,

y, =b+eg,.
Elle se définit comme une somme pondérée des observations passées,
t-1
~ —_ k
yt+h —GZ(]._G) yt—k ’
k=0

ou 0<a<l1. On donne un poids d’autant moins important que les observations sont
loi dans le passé avec une décroissance exponentielle (d’ou le nom de la
méthode),

- o proche de 0 permet de prendre en compte un passé lointain. Les
prévisions sont alors rigides et peu sensibles aux variations conjoncturelles,

- o proche de 1 permet de ne prendre en compte que les valeurs récentes. Les
prévisions sont plus souples et sensibles aux fluctuations.

Etant donné que dans 1’expression ci-dessus, y,,, ne dépend pas de h, nous allons
le noter ¥,,, prévision faite pour l’instant t+1 a I’aide des informations
disponibles a I’instant t. Nous avons alors la formule de récurrence

Yoo =0y, +A-0)y,, 1<t<T-1
Les prévisions a 1’horizon h>0 sont constantes puisque la série est sans tendance,
§/T+h = S\/T

La formule de récurrence peut €tre initialisée
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- soit par I’observation au temps 1, §, =y,
- soit par la moyenne des valeurs observées
- soit par la moyenne des quelques-unes des premiéres observations

L’initialisation n’a pas beaucoup d’influence si t est grand.

1400
N
1380
1360 | \__ /\
1340 | .- ---\U/--_\\.
1320 [ 1Y _ 3
1300 I’.‘ it
4
1280 [\ A Il |
1260 |\~ A L h>0 |
PP N A WA W |
1220 \\C::_/ AN/
1200 N
K. A I Y R S
& @"'} &L S S S & @’"}
Série = = —alpha=0.3 ===-- alpha=0.7

Chiffre d’affaire d’une entreprise sur 18 mois entre janvier 1998 et avril
1999 (A. Charpentier)

On remarque sur le graphique que pour une valeur de a=0.7, la prévision par
lissage exponentiel retranscrit bien la rupture de septembre 1998. En revanche, la
prévision pour a=0.3 est sous-estimée a partir de septembre 1998 car elle prend en
compte un passé plus lointain. Les valeurs faibles du chiffre d’affaire observées
avant la rupture peésent donc dans la prévision.

Remarque : Le choix de la constante de lissage a est donc stratégique. Il est assez
usuel d’utiliser une valeur voisine de 0.7. Cependant le choix optimal de a peut se
faire par minimisation de I’erreur quadratique moyenne. C’est-a-dire de fagon a ce
que les prévisions « collent » au mieux avec les observations.

2. PREVISION D’UNE SERIE SANS COMPOSANTE
SAISONNIERE ET AVEC TENDANCE

La méthode du lissage exponentiel double permet de prévoir une série avec
tendance du type

y, =at+b+e¢,.

De la méme facon que pour la moyenne mobile avec tendance, on calcule
Et+1 = ayt+l + (1 - G)Et et EEt+1 = aEt+1 + (1 - G)EEt

On obtient les prévisions avec les formules
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y. =2E, —EE,, pour t<T
Les prévisions a 1’horizon h respectent une relation linéaire,

Y =ash+b;

A

b, =2E, —EE, (moyenne)

A

a
a; ZE(ET _EET) (pente)

Le graphique suivant représente un indice d’activité en 1982 et 1988 pour des
données semestrielles. On vérifie que la prévision a 1’horizon h>0 suit une
équation de droite fonction de h alors qu’avec un lissage exponentielle simple la

prévision reste constante.

12500
12000
11500
11000
10500
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9500 /7
9000
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UM - M- A A - M- I M- - M- - A D - o
¥ F g X g F G P F Y G
Série  ===-- Exp.Simple — —Exp.double

Indice d’activité entre 1982 et 1988 données semestrielles (A. Charpentier)

3. AJOUT D’UNE COMPOSANTE SAISONNIERE

Les méthodes vues précédemment ne s’appliquent que pour des séries sans
composantes saisonnieéres. Une premiére phase de désaisonnalisation a peut-€tre
été nécessaire pour appliquer les méthodes prévision. On peut alors souhaiter
retrouver cette composante saisonnie¢re dans la prévision.

Reprenons le cas du trafic voyageur de la SNCF entre 1970 et 1978. Les données
trimestrielles présentent une forte saisonnalité et la série est lissée grace a la
moyenne mobile centrée d’ordre 4

Yo = i[%xt—Z X XXy +%Xt+2j|‘

La composante saisonniére est alors obtenue en faisant la différence entre la série
brute x; et la série lissée y: puis en calculant la moyenne pour chaque semestre.
Par exemple la composante saisonniére du semestre 1 est
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Ag = [(X51—71 = Ysiom) to t Xgpg YS1—78)]

0 [—=

On normalise alors les composantes saisonnieres de facon a ce que la somme sur
les 4 trimestres soit nulle

6s1 = As1 _i(Am + Asz + As3 + As4)'

On construit alors la série corrigée de ses variations saisonnieres comme la
différence entre la série brute et la composante saisonniére du mois correspondant

z,(S1) = x,(SI) - & z,(S2) = x,(S2) - &,
2,(S3) = x,(S3) - &, z,(S4)

X, (S4) - &,

C’est sur la série corrigée que I’on applique une des méthodes de prévision vues
précédemment et ainsi obtenir la prévision Z,. La prévision sur la série initiale se

fait en ajoutant la composante saisonnieére du trimestre correspondant

%,(Si) = 2,(Si) + 8, i=1,....4
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Série trimestrielle du trafic voyageur SNCF entre 1970 et 1978

4. LISSAGE EXPONENTIEL DE HOLT-WINTER

4.1. Série sans composante saisonniere

Ce mode¢le traite les séries ou la tendance et 1’évolution de la tendance peuvent
fluctuer différemment 1’une de 1’autre. Donc au lieu de faire un lissage
exponentiel double, on va faire un lissage exponentiel simple sur la tendance et un
autre lissage exponentiel simple sur I’évolution. Nous avons donc les deux
relations de récurrence

Jow = Ay, + A -y, + 1))

Tl+l = y(9t+l - S\Il) + (1 - y)Tl

La premicére relation exprime que 1’estimation de la série a I’instant t+1 est une
moyenne pondérée de la valeur observée a l’instant t+1 avec la prévision faite a
I’instant t.

La deuxieme relation exprime que 1’estimation de la pente a I’instant t+1 est une
moyenne pondérée de la pente de la droite passant par (t+1,y+1) et (t,y)) d’une
part avec la derniere estimation de cette pente T; d’autre part.

.=y,
T =0

Les prévisions a 1’horizon h sont données par la droite,

On prendra comme valeurs initiales

A

Yren = 910 F hTT'
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Indice d’activité entre 1982 et 1988 données semestrielles (A. Charpentier)
4.2. Série avec composante saisonniere

Le modele de Holt-Winter permet de traiter directement une série avec une
composante saisonniere,

yt :Zt +St +€t’

ou St+p=St, avec p le nombre de périodes couvrant le cycle saisonnier (p=4 pour
des données trimestrielles, p=12 pour des données mensuelles). Au lissage de la
moyenne et de la tendance, il faut ajouter le lissage de la saisonnalité. Nous avons
donc les trois relations de récurrence pour t>p,

Vi =0 (Vt+1 - §t+1—p ) +(1- G)(yAlt + -i-t)

T =Y., —5)+a-9T,
§t+1 = B(yt+1 _\A/t+1)+(1 _B)§t+1—p

Les prévisions a 1’horizon h sont données par la droite corrigée par la
saisonnalité,

Yoo = V7 +hT; +s;, ou j=T-p+h

On prendra comme valeurs initiales
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gt

i=p+1

§J—=yj—“ =y-y; j=1..p

ou y; est la moyenne des observations sur la période j.

Il semble que dans I’exemple ci-dessous, la modélisation par lissage exponentiel
double avec ajout de composante saisonnieére donne de meilleurs résultats que le
modele de Holt. La difficulté de ce modele est de trouver la valeur optimale pour
maintenant trois constantes, o, B3, Y.
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Série trimestrielle du trafic voyageur SNCF entre 1970 et 1980
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CHAPITRE 4 : PREVISION PAR
REGRESSION LINEAIRE

1. LE MODELE LINEAIRE

On considere que la série {X:} est la somme de deux composantes déterministes,
une tendance Z, une saisonnalité S, et une composante aléatoire &,

X, =7 +8S, +¢,.

On suppose que Z; et S; sont des combinaisons linéaires de fonctions connues dans
le temps, i.e

Z, =B Z 4.t BZD
S, =YS e TS

La forme de la composante saisonniére S; dépend du type de données et de la
forme de la saisonnalité. On considérera ici des fonctions indicatrices,

i = 0 sit=périodei (mod i)
t 1 sit#périodei (mod i)

Par exemple pour des données trimestrielles on a
— 1 2 3 4
St - ylst + VZSt + y3St + y4St >
ol S! est la fonction indicatrice du trimestre i.

La composante tendancielle refléte la croissance moyenne de la série. Elle peut
prendre plusieurs formes dont la plus courante est la tendance linéaire,

Z, =B +Byt,
On a alors Z) =1 et Z} =t.

La modélisation de la série repose sur I’estimation des parameétres Bi,...,pm et
Yi,...,Yn a partir des observations.

Hypothéses sur le modéle

Comme pour toute régression linéaire, il convient de supposer qu’il n’existe pas
de relation linéaire entre les variables explicatives (tendancielles et saisonnieres).

On suppose les hypothéses classiques sur les erreurs a savoir les erreurs sont

- centrées : E(g,) =0
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N . — 2
- de méme variance : var(€,) = O

- non corrélées : cov(e,€,,) =0, h>0.

2. IDENTIFICATION DU MODELE

On considére donc le modéle de la forme
ZB Z + ZySJ +g,t=1,...,T

ou les parametres Pi et yj sont a estimer a partir des observations de la série.
2.1. Estimation par moindres carrés ordinaires

De fagcon classique, la méthode des moindres carrés ordinaires détermine les
parametres inconnus du modele de maniére a minimiser le carré des erreurs,

A

B,.9;) = arg mine,’}

avec
g =X, - ZBiZit + ZVJS-: .
i=1 j=1
Si on prend la notation matricielle du modéle,
X=BZ+AS+¢
ou ‘B=[B,,...B,let'y=[A,.,Y,] et

Simplifions les notations en posant
X=Dd+¢,
ot D=[Z]|S]et d=[B,.B, |V-V.]

Exemple
Considérons le modele dont la composante tendancielle est linéaire et la

composante saisonniere est trimestrielle,

{ =B, + B,
S, = V,S; +.,87 +V,S] +.y,S!

ou S¢ représente le 1°™° trimestre. Alors la matrice du modele s’ écrit
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1 1 1 0 0 O
1 2 0O 1 0O
1 3 0O 01 0
1 4 0 0 0 1
D=]|: : I,
1 T-3/1 0 0 O
1 T-2/0 1 0 O
1 T-1/0 0 1 O
1 T 0 0 0 1

La méthode des moindres carrés donne alors I’estimation des parametres

N -1

o= [tDD] ‘DX .
On obtient alors les prévisions des observations

X =0oD.

Pour que I’estimateur des paramétres existe, il faut donc que la matrice ‘DD soit
inversible, i.e il faut que les colonnes de la matrice D soient linéairement
indépendantes (absence de relation linéaire entre les variables explicatives). Ce
qui n’est généralement pas le cas quand on la composante tendancielle prend en
compte une constante. La colonne 1, associée au parameétre B, est alors la somme
des colonnes associées aux composantes saisonnieres. Pour pallier ce probléeme,
on supprime la colonne 1 de la matrice du modele. On peut alors estimer les
coefficients du modele grice aux moindres carrés. Si on note Y, ’estimation du
coefficient associé a S¢' alors au niveau de la représentation on pose

Exemple
Les données trimestrielles du trafic SNCF entre 1975 et 1980 présente une

composante tendancielle linéaire et une saisonnalité trimestrielle. Nous allons
donc utiliser le modele précédent. On obtient 1’estimation des coefficients

Coefficients B2 \ Y2 Y3 Y4
Estimation 67.69 7681 8906 8938 8422

On en déduit I’estimation de Bi puis les coefficients y corrigés

Coefficients Bi B2 Vi % Vs Va
Estimation 8487 | 67.69 | -806 | 418.9 | 541.6 | -64.8
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Série trimestrielle du trafic voyageur SNCF entre 1975 et 1980

2.2. Validation du modéle

Tout d’abord rappelons que sous 1’hypothese E(g,) = 0, les estimateurs ci-dessus
sont sans biais,
ES,) = 5.

Leur variance peut €tre estimée par

A 1 T

var(®.) = 67 =s*|('DD) ' o 87 = ———— Y e?,

¢) =62 =s2[cpm)7]; T L

avec e, = X, — X,.
2.2.1 Tests sur la pertinence du modele

e (Coefficient de détermination

Le coefficient de détermination,

> (x, =%’

T
A \2
- (x, =&,
RZ - t=1 t=1

> (x, —%)?

permet de quantifier la variance expliquée par le modele. En fait, R est le
coefficient de corrélation multiple. Dans une régression avec constante,
nous avons forcément, 0<R?<1. Plus R? est proche de 1, plus la relation
linéaire entre variable expliquée et variables explicatives est justifiée.
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Le coefficient de détermination a tendance a augmenter a mesure que l'on
ajoute des variables dans le modele. De ce fait, il est inopérant si 1'on veut
comparer des modeles comportant un nombre différent de variables. Il est
conseillé dans ce cas d'utiliser le coefficient de détermination ajusté qui est
corrigé des degrés de libertés,

R?=1-*m=lq_pg2
: T—(n+m)( )

Signification du modele

Le modele n’est pas pertinent si tous les coefficients de la régression (sauf
la constante) sont nuls. On rappelle que sous [’hypothése Hpo:
« 01=...=0m+n=0 » la variable aléatoire

R> T-(n+m
1-R? n+m-1

suit une loi de Fisher a (n+m-1;n+m) degrés de liberté.

Ainsi si le variable F prend une valeur supérieure a celle donnée par la
table de la loi de Fisher associée a un niveau de confiance de a (par
exemple 5%), on peut rejeter I’hypotheése Ho et considérer que le modele est
pertinent.

Signification d’un terme du modele

Un des principes de la modélisation statistique est la parcimonie, c’est-a-
dire qu’il importe de ne retenir que les termes essentiels du modele. Pour
ce faire, on teste les coefficients du modele un a un. On rappelle que sous
I’hypothése Hp : « 8;=0 » la variable aléatoire

Ql)

1

t =5
0.

suit une loi de Student a T-(n+m) degrés de liberté.

Ainsi si le variable ti prend une valeur supérieure a celle donnée par la
table de la loi de Student associée a un niveau de confiance de a (par
exemple 5%), on peut rejeter 1’hypotheése Ho et considérer que le terme
associé a O; est pertinent dans le modéle.

Exemple

Sur I’exemple précédent nous obtenons les résultats treés satisfaisants suivants
R? Raz F to t3 ta ts te
0.93 0.91 292.7 9.96 6.76 3.39 | 3.52 | 0.49
F(5,18,1%)=4.25 t(18,1%)=2.55

Seule la variable du trimestre 4 ne semble pas influente dans le mod¢le.
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2.2.2. Tests sur les hypotheses du modele
Corrélation des variables explicatives

Les variables explicatives ne doivent pas avoir de relation linéaire entre
elles. Afin de s’assurer de cette premicre hypothése, il convient d’examiner
la matrice de corrélation entre les variables explicatives.

Etudes graphique des résidus

La loi des erreurs doit étre normale centrée (hypothése de normalité) et
d’écart-type constant ¢ (hypothése d’homoscédasticité). 11 existe des tests
statistiques pour valider 1’hypothése de normalité. Nous nous contenterons
ici d’une étude graphique des résidus (résidus vs prévisions). Celui-ci ne
doit laisser apparaitre aucune tendance.

A
e A A e h
A A A A L 4
At A L a
A A AL 4 a A A A
A A e A
N A A & T, A A
A A A A
A A A
A A A A A A A
‘A A ‘A A
A .
Variance non constante Résidus corrélés

Détection de valeurs aberrantes (outliers)

Une valeur aberrante peut remettre en question 1’hypothése de normalité.
Pour détecter une valeur aberrante, on peut étudier les résidus studentisés,

~ X

A
j— t Xl

Ry h,~

ol h, = |_D(tDD)_“DJn. En effet, lorsque T est grand, les résidus studentisés

doivent rester entre -2 et 2. Un résidu sortant de cet intervalle peut indiquer
une valeur aberrante. Cependant une valeur peut étre aberrante sans que son
résidu soit important. Une autre méthode pour détecter une valeur aberrante
consiste a introduire une nouvelle variable explicative B; égale a 0 sauf
pour la iéme observation. Plus le coefficient associé a B; est significatif

(test de Student), plus la valeur est aberrante.
Auto corrélation des résidus

Les erreurs doivent étre indépendantes. Dans le cas ou les erreurs
dépendent du temps, on va tester I’hypotheése de Ho de non corrélation des
erreurs a l’aide du test de Durbin-Watson. La statistique de ce test est
donné par
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z (e, = et—1)2

DW ==

T

t=1

On a toujours 0<DW<4. Des valeurs proches de 0 ou de 4 expriment une
auto corrélation respectivement positive ou négative. Il est difficile de
tabuler cette statistique. Dans la pratique on utilise la regle suivante, si

DW 02 -2 +4],

alors on accepte 1’absence d’auto corrélation, sinon on la refuse.

Exemple

2,5

1,5

L 4
*
»

-0,5 o)

-1,5

-2,5

+ Résidus studentisés

Les résidus sont centrés et ne présentent pas de structure particuliere. Le test de
Durbin-Watson,

DW=1.820][1.18 ;2.82]

permet de valider 1’absence d’auto corrélation des résidus. On détecte une valeur
aberrante sur le graphique, ce qui est peu pour remettre en cause I’hypothése de
normalité. Les tests pour détecter des valeurs aberrantes en introduisant une
variable B; ne donnent rien au niveau 5% et détectent les observations n°3 et n°14
au niveau 1%.

2.3. Prévision a I’horizon h

Soit h>1. On suppose que le modele reste valide en T+h. La variable Xt+n peut
alors étre approchée par

m n
XT+h = ZBiZ;Wh + ZVJS'JF+h :
i=1 1

i j=
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Séries temporelles

Cette prévision est la meilleure prévision sans biais linéaire en Xi,...,Xt (au sens

de I’erreur quadratique moyenne).

Dans I’exemple précédent, on utilise les observations de 1975 a 1979 pour estimer
les parametres du modele puis on prévoit les valeurs de I’année 1980 avec la

formule ci-dessus.

11000
10500 =N
P \
10000 : /‘\i A
VA NTA AV \
[}
=\ ! \/
9000 ]\\/ \i "'! V
5\ \\f
8500! V \'/ h>0 H
80007 L
[/
7500
N wnww w0 W~ M~~~ 00000000 O OO0
e i e e e e I e S S
o e O 0 T e T o o T e T o O o T e T T o T o T O o R o T ¥ I T o
(% T T ¥ T ¥ e T ¥ o T ¥ o T ¥ T ¥ o T ¥ o T ¥ o T ¥ T o R ¥ o T ¥ o T ¥ o T ¥ o T ¥ o T ¥ T ¥ T ¥ T o T ¥ I ¥ O s
Série ===--- Reg. Lin

Série trimestrielle du trafic voyageur SNCF entre 1975 et 1980
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CHAPITRE 5 : ERREURS DE PREVISION ET
AUTO CORRELATION

Les différentes méthodes de prévision vues précédemment aboutissent toutes a des
erreurs de prévision &. Si la méthode utilisée est bonne, on peut émettre deux
hypothéses sur les résidus.

- Premicrement, les erreurs de prévision doivent €tre centrées, E[&]=0. Dans
le cas contraire, les prévisions seraient systématiquement biaisées.

- Deuxiémement, les erreurs de prévision ne doivent plus contenir
d’information sur les valeurs futures. En particulier, les séries {&} et {€w+1}
ne peuvent étre corrélées. Dans le cas contraire, & contiendrait de
I’information permettant de prévoir €+ et donc améliorer la prévision de
yi+1. On peut donc généraliser en affirmant qu’il ne doit pas y avoir de
corrélation entre les séries {&} et {&€wk} pour tout k>0.

Nous allons donc émettre que si la méthode est bonne alors le processus {&} est
un bruit blanc.

Pour tester les hypothéses sur les erreurs de prévision, nous allons utiliser les
résidus,

e, =x, —X,, t=1,....,T

t t?

ol x est la série observée et X, est la prévision obtenue par une des méthodes
vues précédemment.

1. TEST SUR LA MOYENNE DES RESIDUS

Dans un premier temps, nous allons vérifier si les erreurs de prévision sont
centrées. On suppose donc que les résidus sont les réalisations d’un échantillon
tiré d’une population d’espérance m et de variance o>. Alors sous 1’hypothése
Ho : « m=0 », la statistique

z=—2°% T

~ RMSE(e)
suit approximativement une loi normale N(0,1) pour T assez grand.

Ainsi si la variable Z prend une valeur inférieure (en valeur absolue) a celle
donnée par la table de la loi N(0,1) avec un niveau de confiance de a, on peut
accepter I’hypothése Ho et considérer que les erreurs sont centrées.
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2. TESTS D’AUTO CORRELATION DES RESIDUS

Pour tester 1’auto corrélation des erreurs, on utilise 1’auto corrélation empirique
des résidus,

. 652 (h
p(h) = &)
S
ou
lT—h . T
A2 -1 _ = _ = ) -1 = 5
6°(h) = T = (ei e)(ei+h e) ets T ;(ei e)” .
2.1. Tests individuels de bruit blanc

Il s’agit ici de tester I’auto corrélation pour chaque retard h>0. Sous 1’hypothese
Ho que le processus {&:} est un bruit blanc centré alors la statistique

Z, = JTp(h)

suit approximativement une loi normale N(0,1) pourvu que T soit suffisamment
grand.

Ainsi si la variable Zn prend une valeur supérieure (en valeur absolue) a celle
donnée par la table de la loi N(0,1) avec un niveau de confiance o, on peut rejeter
Ho, c’est-a-dire 1’hypothese de bruit blanc.

Pour tester un bruit blanc, il convient de tester plusieurs valeurs de retard h. Cette
technique présente un inconvénient majeur concernant les probabilités
d’acceptation ou de rejeter de 1’hypothése de bruit blanc. En effet, pour chaque
test, il y a une probabilité de 1-a d’accepter a raison 1’hypothése d’une absence
d’auto corrélation de retard h. Les auto corrélation étant indépendantes, on en
déduit une probabilité 1-(1-a) de rejeter I’hypothése de bruit blanc alors qu’elle
est exacte si on teste les H premiéres auto corrélations. Par exemple, si on prend
a=5%, il y a 5% de chance de rejeter a tord 1’absence d’auto corrélation pour
chaque test. Si on teste H=20 retard, il y a alors 64% de chance de rejeter a tord
I’hypothése de bruit blanc. Pour pallier ce probléme, a un seuil de 5%, on
rejettera 1’hypotheése de bruit blanc si plus de 5% des tests individuels ont rejeté
I’hypothése. Par exemple si on prend a=5% et H=20, on rejettera 1’hypothése de

bruit blanc si au moins 20x0.05=1 test individuel aboutit au rejet.
2.2. Test global de bruit blanc
Afin de ne pas effectuer des tests sur plusieurs retard, il est possible d’effecteur

un test global (test du Portemanteau). Sous I’hypothése Ho que le processus {&}
est un bruit blanc alors la statistique

Z=T),p"(h)

h=1
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suit approximativement une loi du ¥> 4 H degrés de liberté pourvu que T soit
suffisamment grand.

Ainsi si la variable Z prend une valeur supérieure a celle donnée par la table de la
loi du y* avec un niveau de confiance o, on peut rejeter Hp, c’est-a-dire
I’hypothése de bruit blanc.

N

Cependant, ce test manque de puissance et ameéne a accepter un bruit blanc alors
qu’il peut y avoir une auto corrélation important pour 1’un des retards.

Méthodologie
Afin de pallier aux inconvénients des deux tests précédents, il est recommandé
d’opérer de la facon suivante :

* Effectuer les tests individuels pour tous les retard de 1 a H (H pas trop
grand devant T) en s’intéressant plus particulierement aux retards suspects
(h=1,2,4,et 12).

* Effecteur le test global et considérer en méme temps le nombre de rejets
des tests individuels.

3. QUELQUES COMMANDES SAS

Cours de Aragon Y. :
http://w3.univ-tlsel.fr/GREMAQ/Statistique/Yvesweb/docs/IUP st cours.pdf

* Syntaxe pour la simulation du Bruit blanc gaussien de variance 1.5**2 . ;

data a;

do i =1 to 200;

z = 1.5*% rannor (45297);
output;

end;

run;

* caloul de la FAC de la série précédente ;
proc arima data= a;

i var = z; run;
quit;
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Tag. 5.1

FAC empirique d'un bruit Blanc

Séries temporelles

The EAE System

08:07 Sunday, July 11, 2004

5 The ARIMA Procedurs
Name of Variakle = =z
Mean of Working Esries -0.12203
i0 Etandard Dewviation 1.637604
Number of Cheervations 200
Autccorrelations
15
Lag Covariance Corrslation -1 98765 432101224586 7851 Std Errocr
(4] 2.6817456 1.00000 | |l"lt‘ll"l'll"ll"ll"l'll'ltll'l'| (]
1 0.05586R1 0.02076 | | | Q.070711
an 2 0.10020% 0.03740 | |* | 0.070741
3 0.049E8R1 0.01843 | | | Q.070840
4 -0.145572 -.05428 | *| | 0.070884
5 -0.055428 -.02087 | | . | 0.071072
& 0.218%40 0.081&64 | | . | Q.071102
as 7 0.247274 0.08221 | [l | 0.071E88%
g -0.1%555& -.07404 | *| | 0072160
2 -0.0814732 -.03028 | *| | 0.072E3%
10 -0.11877& -.044¢86 | *| | 0.072603
11 -0.019767 -.007237 | | | Q.072740
an 1z -0.161385 -.08018 | *| | 0.072744
12 -0.0%9227% -.03441 | *| | 0.072802
14 -0.1%5380 -.07420 | *| | 0.073073
15 -0.135982 -.05108 | *| | Q.072449
1& -0.10581% -.0304¢ | *| | Q.073627
as 17 -0.0588320 -.0z2100 | | | 0.073732
18 0.1473%08 0.05515 | |* | 0.073762
1% -0.12666% -.04723 | *| | 0.073%58
20 -0.114484 -.04289 | Lo | 0.07411%
21 -0.228822 -.08E2E | B | 0.074241
40 2z 0.020798 0.0077E | o | 0.07472%
23 -0.423658 -.15738 | s | | 0.074733
24 -0.105117 -.03020 | *| | 0.07%385
"." marks two atandard srroras
43
Tag. 5.2 — Test du portemantean pour un bruit Blane
Butocorrelation Check for White Hodse
To Chi - EFr =
Lag Square LF Chifg  -----mmmmmmmmmmmem e AButocorrelations--------------------
a3
& Z.583 & 0.8654 0.021 0.037 0.01% -0.054 -0.021 0.08z2
1z £.87 1z 0.86E81 0.0s2 -0.074 -0.030 -0.04% -0.007 0060
18 10.01 18 0.%317 -0.034 -0.074 -0.051 -0.03% -0.021 0.085
24 18.582 24 Q.7722 -0.047 -0.043 -0.085 o.0o8 -0.158 -0.030
in
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CHAPITRE 6 : MODELE ARMA

Dans ce chapitre nous allons introduire des modeles permettant d’exprimer X en
fonction des valeurs antérieures du processus. Ces modeles serviront ensuite a
prévoir des valeurs futures de la série.

1. PROCESSUS AUTOREGRESSIF (AR)

Les processus autorégressifs forment une famille simple de modeles dans lesquels
X¢ s’exprime comme combinaison linéaire des valeurs antérieures. Dans un
premier temps nous allons étudier le cas ol on ne prend en compte que le temps
précédent t.

1.1. Processus autorégressif d’ordre 1 — AR(1)

Définition
Soit {&} un bruit blanc centré de variance 0 et a une constante de 1’intervalle
1-1,1[. Un processus autorégressif d’ordre 1 est un processus défini par

X, =aX_, *¢&,.

Propriété
Un processus autorégressif est stationnaire centré dont les fonctions d’auto-
covariance et d’auto-corrélation sont

o’(h) = o%" —L et p(h) =a

2

(elles tendent vers zéro a vitesse exponentielle), et la fonction d’auto-corrélation
partielle est nulle pour tout retard supérieur ou égal a 2,

r(h) =0, h>2

On remarque que par récurrence on peut écrire
0
— 2 — i
X, =g +ag +a’s , +..= ) a'g,
i=0

On suppose que cette série converge et que les indices du bruit blanc peuvent étre
négatifs. La variable X: peut donc s’écrire en fonction des & ou le temps s est
égal ou antérieur a t.

On remarque alors que &+h est orthogonal a X pour tout h>0. Il représente donc
ce que X+ apporte de nouveau par rapport a ce qui a été observé jusqu’a 1’instant
t. On parle alors de bruit d’innovation.
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Exemple (Charpentier A. p. 98)
Processus AR(1) avec a=-0,5

‘ I

|||Iq

i
il M I

l
JIT

-4 LALAR LIRS LA AL

|
|~1|\M
]

o
———

“"”W |; “

100 120 140 160 180 200

Processus AR(1) avec a=0.85

O.H

6

4]

100 120 140 160 180 200

Démonstration

Sample: 1 1500

Included observations: 1500

Séries temporelles

Autocorrelation

Partial Correlation

PAC

Q-Stat

Prob

Sample: 11500

Included observations: 1500

(R N TS

-0.510
0.252
-0.138
0.079
-0.060
0.020
-0.011
0.017
0.002
10 0.004
11 0.018
12 -0.026
13 -0.028
14 -0.009
15 0.003
16 0.009
17 0.013
18 -0.020
19 0.017
20 -0.030
21 0.029
22 -0.032

-0.510
-0.011
-0.018
0.004
-0.022
-0.028
-0.009
0.014
0.022
0.014
0.031
-0.007
-0.065
-0.058
-0.019
0.012
0.029
-0.011
-0.005
-0.026
0.007
-0.007

390.47
485.86
514.48
523.77
529.21
529.84
530.01
530.46
530.46
530.49
531.00
531.99
53317
533.28
533.30
533.42
533.66
534.25
534.70
536.06
537.34
536.89

0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000

Autocorrelation

Partial Correlation

AC

PAC

Q-Stat

0.834
0.695
0.581
0.484
0.400
0.338
0.289
0.246
0.202
0.156
0.109
0.058
0.026
0.020
0.025
0.029
0.024
0.014
0.009
0.007
0.0$12
0.014

0.834
0.002
0.002

-0.005
-0.010

0.025
0.012

-0.005
-0.024
-0.030
-0.039
-0.048

0.017
0.055
0.033
0.002

-0.024
-0.020

0.015
0.010
0.024

-0.008

1044.4
1771.9
2279.8
2632.1
2872.9
3045.1
3171.4
3262.7
3324.2
3361.3
3379.2
3384.2
3385.3
3385.9
3386.9
3388.2
33891
3389.4
3389.5
3389.6
3389.8
3390.1

0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000

Par linéarité de I’espérance et étant donné que le bruit blanc est centré,
E(Xy)=0.

Le produit scalaire est égal a E(X&w+n) or les & sont indépendants et centrés donc
I’espérance est nulle, d’ou I’orthogonalité.

Les & étant indépendants, on en déduit que

var(X,) = var(€,) +a’ var(g,_,) +a* var(g _,) +...
2 2i 2
a- =0
; 1-a°
L’expression ci-dessus n’existe que si all]-1,1[. Dans le cas contraire la variance

est infinie.
Puisque le processus est centré, la covariance est I’espérance du produit,

0’ (h) =cov(X,,X ;) = E(X,X,.;)

on a

—02(1+a2 +a' +...):0

Or
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t—=i ©t+h—j

_ i j _
PO GHEDITENE DI LD
i=0 j=0 i=0

Les €x étant centrés et non corrélés, I’espérance du produit, E(&.i€+n-j), est nulle
sauf quand t-i=t+h-j et dans ce cas elle est égale a la variance 02. On rappelle que
la fonction d’auto-covariance est paire, 0°(-h)=02(h) donc t-i=t+h-j = i+j=2j-h =
i+j=2j+h, d’ou

atle €
e

J

o’(h)=0*) a" =g’a" ! - et ph) =a"
=0 I-a
Donc la covariance (ou auto-corrélation) est bien une fonction de h qui tend vers
0 a vitesse exponentielle quand h tend vers 1’infini.
La fonction d’auto-corrélation partielle est définie par

Oh>2, r(h) = corr(X,, X,,,), ot X,,, = X,., - EL(X,,[X,.... X, )
or

EL(X,, [X,... X, ) = EL{aX, +¢,,,[X,....X,) = aX,

car €n+1 est orthogonal a X»,...,Xn. D’ou
iy = Xy —aX, =€y

Finalement,
r(h) = con(Xl,sh+l) = 0 par orthogonalité

1.2. Processus autorégressif d’ordre p — AR(p)

Le modele autorégressif d’ordre 1 est trés simple et on se doute que 1’évolution de
X¢ ne dépend pas toujours de sa valeur au temps précédent. Une généralisation
consiste alors a introduire des temps supplémentaires.

Définition
Soit {&} un bruit blanc centré de variance 0. Un processus autorégressif d’ ordre
p est un processus défini par
X, =aX_ +ta,X_,+.+aX_ +¢g,t0{p+l,.T}
tel que son polynome caractéristique
p(z) =1-az-az’ —..-az’

admet des racines de module strictement supérieure a 1.

Exemple
Le processus défini par le polynOme caractéristique

p(z) =1—z+%z2
est autorégressif puisque les racines de son polyndme caractéristique, z1=1-i et
et zo=1+i sont de module V2>1. Il est de la forme

X =X _%Xt—Z te

¢
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Propriété
Un processus AR(p) défini comme précédemment est centré, stationnaire et les
fonctions d’auto-covariance et d’auto-corrélation satisfont les équations de
récurrence

o(h) =a,o(h - 1) +a,o(h - 2) +..a 0 - p), Th>0
p(h) = a,p(h = 1) + a,p(h - 2) +..a,p(h - p), Th>0
et la fonction d’auto-corrélation partielle est nulle pour tout retard supérieur ou
égal a p,
r(h) =0, Oh=>p

Exemple
Prenons I’exemple des modeles d’ordre 2,

X, =a X ta X, +E.
Alors la fonction d’auto-corrélation vérifie I’équation de récurrence
pth) =a,pth —1) +a,pth —2), Uh>0.
Cette équation définie une suite récurrente linéaire d’ordre 2. Elle est donc
enticrement déterminée par les racines du polyndome caractéristique ainsi que par
les deux premiers termes de la suite. Or on sait que p(0) =1, il reste donc a

calculer p(l).
o(l) = cov(X,,X,.,) = E(X X)) =a,EX;,) +a,EX,_X,) + EX_g,)
=a,B(X] ) +a,E(X,_,X,) car & est supposé indépendant du passé de X,

t

(cf. paragraphe suivant)

= a,0(0) + a,0(1)

a,0’ a(l) a,
= 1 = = .
l1-a, p() o’ 1l-a,

= o) =
Appliquons I’exemple précédent au modele AR(2) suivant,
X =X~ %Xt—Z tE.

Les racines du polyndme caractéristique sont complexes conjuguées telles que
z1=1-i=V2e ™4 donc la fonction d’auto-corrélation est de la forme

p(h) = (JE)*‘(K1 cos(h g) + K, sin(h g)) .

— _ _ _ 1 __1
p(0) =K, =1 et p(l)_Kl+K2_m:K2__§

Finalement,

_ h T _ 1. T
o(h) = (V2) (cos(hz) Lsinh 4)].
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Exemple (Charpentier A. p 100)
Processus AR(2) avec a;=0,5 et a2=0,3

6 Sample: 1 5000
Included observations: 5000

Autocorrelation Partial Correlation AC PAC  O-Stat  Prob

1 0.699 0.699 2441.3 0.000
2 0.634 0.286 4455.8 0.000
3 0.510 -0.013 5757.6 0.000
4 0.433 -0.000 6694.5 0.000
5 0.350 -0.017 7307.9 0.000
(]
7
8

" 1

v

| (o J ri
Ty TR
| IH|| "Ulrf ‘, hh |[||W| ““n‘i‘ ﬂ' Illﬂ\ Hl | H

f “ | r\ 1wl| |' VoY Nh| i "w‘l
_2,U I | ” ||| W \|| jf

4] V

0.297 0.011 7748.3 0.000
0.249 0.010 B8057.8 0.000
0.213 0.009 8284.7 0.000

9 0.184 0.011 8455.2 0.000
10 0.160 0.005 8583.8 0.000
11 0,131 -0.015 8670.3 0.000
12 0.110 -0.005 8731.3 0.000
13 0.090 -0.002 8772.3 0.000
b 14 0.077 0.005 8802.4 0.000
[ 15 0.073 0.018 8826.8 0.000
16 0.053 -0.021 8842.8 0.000
[ 17 0.048 0.002 8854.3 0.000
18 0.033 -0.010 6859.8 0.000
19 0.025 -0.007 8862.9 0.000
20 0.007 -0.022 8863.1 0.000
[ 21 0.006 0.010 8863.3 0.000
L 22 -0.001 0.004 8863.3 0.000

o

720 40 60 80 100 120 140 180 180 200

Processus AR(2) avec a;=-0,5 et a2=0,3

B Sample: 1 5000

WM

-4

Autocorrelation Partial Correlation AC PAC  Q-Stat Prob

1-0.718 -0.718 2577.6 0.000
2 0.661 0.302 4766.6 0.000
3 -0.555 -0.015 63056.7 0.000
4 0.478 -0.006 7450.1 0.000
5 -0.415 -0.014 83141 0.000
6 0.345 -0.028 8909.1 0.000
7 -0.298 -0.003 93539 0.000
8 0.247 -0.010 9659.3 0.000
9 -0.208 0.004 9876.5 0.000
10 0.178 0.008 10036. 0.000
11 -0.144 0.012 10140. 0.000
12 0.115 -0.017 10206. 0.000
13 -0.092 0.003 10248. 0.000
14 0.064 -0.020 10269. 0.000
15 -0.039 0.022 10276. 0.000
16 0.024 0.003 10279. 0.000
17 -0.010 0.000 10280. 0.000
18 0.002 0.002 10280. 0.000
19 0.009 0.007 10280. 0.000
20 -0.020 -0.014 10282. 0.000
21 0.019 -0.012 10284. 0.000
22 -0.023 0.003 10287. 0.000

o

hm i
. | M|‘ "I

i !

720 40 60 80 100 120 140 160 180 200

'z il ‘:l'x V| ” ¢|’ w

2]

Ecriture sous la forme d’un MA ()
En utilisant un opérateur de retard, le modele autorégressif d’ordre p peut s’écrire
sous la forme

(1-aB-a,B’-..-aB")X =¢
Notons zi,...,Zzp les p racines du polyndme caractéristique, on a alors
p(z)=(1-a1z)(1-022)...(1-0pz) Ol 0n=z,"'. Chaque terme de la factorisation est
inversible puisque |zn|>1 entraine |on|<1 et (1-az)'=1+az+o’z>+...+a"z"+... . Le
polyndme est donc lui aussi inversible et p !(z)=1+Pz+B2z*+...+B"z"+... . On a
alors
X, =(-aB-a,B’-..-aB")"g

(1+BB+B,B>+..+a B" + ..k

€ + z ant—n

n=1

t
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La variable X peut donc s’écrire en fonction des & ou le temps s est égal ou
antérieur a t. La encore on parle de bruit d’innovation car £+n est orthogonal a X
pout h>0.

1.3  Quelques commandes SAS

Cours de Aragon Y. :
http://w3.univ-tlsel.fr/GREMAQ/Statistique/Yvesweb/docs/IUP st _cours.pdf

Simulation d’un AR On veut simuler 200 observations d'un processus stationnaire obéissant
a:

1y = 1Ay — 045 % y_0 + ay (6.22)
ol a; est un bruit blanc gaussien de variance 1, ¢’est un AR(2) gaussien. L’étape data ci-dessous

fait le travail,

titlel 'AR(2) simule’;

data a;
uml = 0; um2=0; /* valeurs initiales */
do 1 = -50 teo 200;
a = rannor( 43201 );
u=1.4 * uml - .45* um2 +a;
if i = 0 then output;
umz = uml;
uml = u;
end ;
run;

Commentaires. Noter qu’il faut deux valeurs initiales y; et yo. Au début de la simulation le
processus dépend de ces valeurs. C'est pourquoi on abandonne le début de la série, 1c1 les 51
premieres valeurs.

* gimulation d’'un AR(1)
data a;
o= 4;
phi= -.8;
y1l=0;
do 1 = -50 teo 150;
Zz = rannor( 32565 );
¥y = ¢+ phi* y1 +z;
¥i=v;
if i = 0 then output;
end;
run;
proc arima data = a;
i var= y; run;
quit;
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2. PROCESSUS MOYENNE MOBILE (MA)

2.1. Processus moyenne mobile d’ordre 1 — MA(1)

Définition

Séries temporelles

Soit {&} un bruit blanc centré de variance 0 et b une constante de 1’intervalle
1-1,1[. Un processus moyenne mobile d’ordre 1 est un processus défini par

X

t

Propriété

=g +be_,.

Un processus moyenne mobile d’ordre 1 est stationnaire centré dont les fonctions

d’auto-covariance et d’auto-corrélation sont

o2 (h) = o’b sih =
0 sin on

Exemple (Charpentier A. p 104)
Processus MA(1) avec b=-0,5

3

Balh i

wl

N f
il
|'d ‘ H|Ill‘rﬂ“|ﬂl||‘l’\l‘ ‘H “ w#‘
" i

\|
I '“‘ ||| ‘| \,ql II
_1_| |;| || I‘ ‘”H \ H[ |'
'2"! | | I “ 4 ‘
| Lo

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Processus MA(1) avec b=0,85

4

MM Mh i M w‘ A

’l \

‘ ¥
U \ ,M

i

"'20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

et

_b  Gh=1
p(h) ={1+b°

0

Sample: 11500

sin on

Included observations: 1500

Autocorrelation

Partial Correlation

AC PAC

Q-Stat

Prob

Sample: 1 1500

r

Included observations: 1500

0.383 0.383

-0.024 -0.200
-0.013 0.090
-0.017 -0.063
-0.039 -0.008
-0.023 -0.007

0.011 D.020
0.031 0.019
0.033 0.018
0.032 0.19
0.005 -0.015

-0.071 -0.075
-0.103 -D.048
-0.055 -0.006

0.005 D0.019
0.035 0.023
0.021 -0.008

-0.009 -0.020
-0.018 -0.009
-0.018 -0.008
-0.002 0.017
-0.004 -0.007

220.63
221.46
221.72
222.18
224.44
225.23
225.41
226.85
228.50
230.09
23012
237.85
253.89
258.56
258.59
260.49
261.16
261.30
261.81
262.31
262.32
262.34

0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000

Autocorrelation

Partial Correlation

AC PAC

Q-Stat

Prob

Lo~ AW -

-0.494 -0.494
-0.001 -0.324
-0.004 -0.242

0.021 -0.160

-0.027 -0.149

0.000 -0.138
0.003 -0.124
0.010 -0.095%

-0.004 -0.078

0.004 -0.060
0.031 0.007

-0.023 0.017
-0.030 -0.028

0.001 -0.059
0.008 -0.067
0.015 -0.0M1
0.008 -0.008

-0.017 -0.018

0.011 -0.007

-0.021 -0.035

0.022 -0.014

-0.017 -0.024

366.71
366.71
366.73
367.38
368.50
368.50
368.51
368.67
368.70
368.73
370.14
370.93
372.32
372.32
372.42
372,78
372.87
373.29
373.49
374.14
374.85
375.26

0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
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Démonstration
Par linéarité de l’espérance et étant donné que le bruit blanc est centré, on a
E(Xy)=0.
La fonction d’auto-covariance du bruit blanc étant nulle, on en déduit que
var(X,) = var(g,) + b’ var(g,_,) = 0’ (1 + b?)
Puisque le processus est centré, la covariance est I’espérance du produit,
0’ (h) = cov(X,, X,,,) = E(X X,p)

= B(e£) *+ DE(EE ) + DE(EE,.y) + DPEE 8 )
Si h>1 alors 0°(h) = 0 car les & sont indépendants. Si h=1,0(1) = bE(g;) = bo>.
On en déduit immédiatement p(h). [

De méme que pour les processus AR, on aimerait pouvoir écrire le processus MA
en fonction de son passé (observé) et pas seulement en fonction d’un bruit non
observé. On remarque que le processus peut s’écrire a 1’aide d’un opérateur de
retard
X, = (1 -bB)g,.
Etant donné que bO]-1,1[, (1-bB)™! peut se développer en série entiére,
(1-bB)" =1+ > a,B'.
i1
Dou g =(1-bB)'X, = ¢ =(1+> aB)X, =X, =-aX,_, ~0,X _, ~... — €.
i1
Le processus peut s’écrire comme une auto-régression infinie. On parle alors de
processus inversible.

2.2.  Processus moyenne mobile d’ordre q — MA(q)

Définition
Soit {&} un bruit blanc centré de variance 0~ Un processus moyenne mobile
d’ordre g est un processus défini par

X, =¢ +beg_, +..+bet

t

Propriété
Un processus moyenne mobile d’ordre q est stationnaire centré dont les fonctions
d’auto-covariance et d’auto-corrélation sont nulles a partir de 1’ordre q+1.

Exemple
Prenons I’exemple des processus moyenne mobile d’ordre 2,

X, =¢ +beg_, +be _,.
Etant donné que les & sont indépendants, on a
var(X,) = var(g,) + b’ var(g,_,) + b; var(e,_,) = c°(1 +b; +bJ).
On sait que la fonction d’auto-covariance est nulle pour h>3.
o(l) = EX,X,.,,) =El(, +beg,_, +b,g _,)E_, +beE _, +b,E _ ;)]
= b,E[e*-1] + b,b,E[€*-2] = 0°b,(1 + b))

t
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b,1+b,)
1+b’ +b;
0(2) = EX,X,.,) = E[(¢, +beg,_, +b,e _,)(E,_, +bE _; +b,E _,)]
= b,E[€’-2] = 0°b,)
b2
1+b’ +b;

= pD =

= p(2) =

Exemple (Charpentier A. p 105)
Processus MA(2) avec b1=0,5 et b2=0,3

4 Sample: 1 5000
Included observations: 4998

‘ Autocorrelation Partial Correlation AC PAC

Q-Stat

-0.160 -0.160
-0.316 -0.350
-0.012 -0.160
-0.022 -0.207
0.006 -0.135

-

.1

‘ h

L | |
\ b

0.007 -0.134
-0.016 -0.129
-0.002 -0.118
0.021 -0.089
0.020 -0.061
-0.023 -0.080
-0.007 -0.063
0.016 -0.046
-0.001 -0.043
-0.017 -0.055
-0.017 -0.070
-0.006 -0.081
0.034 -0.046
0.016 -0.041
-0.005 -0.030
-0.022 -0.050
-0.023 -0.071

H‘

o
all I l.LIM \i.,\.! f

-
DWW NONAWRN=

L
[ e —
ML =

'
[=2]
-
-~

-
@

7207740 B0 80 100 120 140 180 180 200

Processus MA(2) avec b;=-0,5 et b=-0,7

MR =
- ow

r
N

128148
626.69
627.43
629.84
630.03
630.30
631.63
631.64
633.92
636.03
638.76
639.01
640.37
640.37
641.88
643.37
643.58
649.29
650.57
650.67
653.15
655.92

0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000

Autocorrelation Partial Correlation AC PAC

Q-Stat

Prob

1 0.186 0.186
2 -0.306 -0.353
3 -0.008 0.159
4 -0.022 -0.205
5 0.004 0.145
6
7
8

4 ﬁ.ﬂ:ﬂ:ﬂ ]nhﬁsugr[\lmtiuns: 4998
iy T
\\ |
l\ i il .

H
I'\ ;M“MMMI‘IJ[ F'“U |I‘ ‘ﬂh '”I‘J | || ” | |
Jl| V‘ (A M‘ ~ F I \ M ,

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 .

0.006 -0.141

-0.011 0.106

0.003 -0.097
9 0.032 0122
10 0.023 -0.077
11 -0.017 0.070
12 -0.011 -0.065
13 0.010 0.069
14 -0.009 -0.076
15 -0.028 0.036
16 -0.028 -0.084
17 -0.003 0.055
18 0.035 -0.031
19 0.025 0.056
20 -0.005 -0.041
21 -0.029 0.013
22 -0.020 -0.036

[==]
—

24

Ecriture d’un MA sous la forme d’un AR()

173.38
64117
641.48
b43.82
643.90
644.08
644.66
644.70
649.86
652.44
653.96
654.62
655.14
655.56
659.37
663.39
663.43
669.48
672.50
672.60
676.74
678.69

0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.0o0
0.000

De méme que pour 1’ordre 1, le processus peut s’écrire avec un opérateur de

retard,
, =(1+bB+..+ quq)st.

46



E.I.S.T.I. Ingénieurs 2°™ année Séries temporelles

Génie Mathématique

On montre alors que le processus est inversible si les racines du polynome
l+bz+..+b,z" sont toutes de module strictement supérieur a 1 et on peut le
développer en série entiere
_1 n
((+bz+..+ qu‘*) =1+ &z
n=1
D’ou
(1+bB+..+bB)H'X =g = X, =->aX_ +¢.
n=1
On remarque que techniquement la condition d’inversibilit¢ d’un MA est
identique a la condition de stationnarité d’un AR.

2.3. Quelques commandes SAS

Cours de Aragon Y.
http://w3.univ-tlsel.fr/ GREMAQ/Statistique/Yvesweb/docs/IUP_ st cours.pdf

Simulation d’un MA Un processus MA(q) est une combinaison linéaire de g v.a. non
corrélées de moyenne 0, de variance constante. On peut simuler dans SAS des v.a. i.i.d. N(0,1),
par la fonction rannor. Elle génére des nombres pseudo aléatoires a partir d'un germe (ou
graine) qu'on doit spécifier. Si on donne, a des emplois successifs de la fonction, le méme germe
constamment, on obtient toujours la méme suite de simulations.

Exemple : Simulation d'une série de 100 observations suivant :

:rr_ - G-f - 0,8(1-1—_1

avec a; v.a. 1.1.d. N(0,1) (z; MA(1) gaussien).

titlel ’'Serie MA(l) Simulee’;

data a;
al = 0;
do i = -50 to 150;
a = rannor( 32685 );
u= a- .8 *al;
if i » 0 then output;
al = a;
ul = u;
end;
run;
On a mitialisé la série du BB a 0: al = 0;, puis on fait 150 tirages et on ne conserve

que les 100 derniers (1f 1 > 0 then output; ).
Simulation du MA(2) (6.17)
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data a;
mu =3;
zml =0;
zmz =0;
do i=-10 to 200;
zm0 = 1.5*rannor (54629) ;
v =mu + 0.3*zml-0.9*zZm2 + zZmO;
Zmz2 = zZml;
zml=zmol ;
if 1 =0 then output;

proc arima data=a;
i war= v;

run;

quit;

3. PROCESSUS ARMA

Ces processus se représentent sous une forme auto-régressive a second membre de
type moyenne mobile. Ils généralisent ainsi les processus AR et MA vus
précédemment.

Définition

Soit {&} un bruit blanc centré de variance o’. Un processus ARMA(p,q) est un
processus stationnaire défini par

Xo—aX_ , —..—aX_ =g +bg_ +..+beE_,

p

tel que les polyndmes caractéristiques A(z) =1-a;z—-a,z’ —..—az" et

p

B(z)=1+bz+..+ quq ont des racines de module strictement supérieur a 1 et

n’ont pas de racine commune.

On remarque que si les bj sont nuls alors on retrouve les processus AR, et si les a;
sont nuls, on a un processus MA. Afin de distinguer les processus ARMA de ces
deux cas extrémes, on suppose que pq#0.

Propriété
Un processus ARMA(p,q) est centré stationnaire dont les fonctions d’auto-
covariance et d’auto-corrélation satisfont les équations de récurrence (équations

de Yule-Walker)
o(h)

P(h)

a,0(h —1) +a,0(h —2) +..+a,0(h - p), Oh>q
a,pth —1) +a,pth =2) +... +a pcth - p), Uh>q

et la fonction d’auto-corrélation partielle est nulle a partir de I’ordre p+1,
r(h) = 0, Oh>p+1.

Exemple
Prenons le cas le plus simple d’un processus ARMA(1,1)

X, —aX,, =g +be.,,
tel que O<la|<1 et O<|b|<I. Si on I’écrit avec un opérateur de retard, on a
(1-aB)X, = (1 +bB)g,.

t
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(1-aB)! peut se développer en série puisque |a]<1, d’ou

X, = (1-aB)™'(1 + bB)g,

g +(@+b) a"'e .

n=1

(1+aB +a’B* +a’B’ +...)(1 + bB)g,

Séries temporelles

Etant donné que {&¢} est un bruit blanc centré, on en déduit que X; est centré, puis

0(0) = var(X,) = var(g,) + (a + b)z a"! var(€,_, )
n>1
=0’ +@+bo’Ya"" =0 +(a+ b’ L =g>1%D

1-a

n=1

o) =EX X)) = E(aXlz—l +eg X, +bg_ X))

=202 Ltb L pg2 = g2ath
1-a 1-a

l1-a

n=1

Ensuite la relation de récurrence permet de dire que

Oh>2, ath) =a""'o(1) et p(h) =a""'p(1).

Exemple (Charpentier A. p 108)

Sample: 1 5000
Included observations: 5000

avar(X, ) +bvar(g,_)) car X, , =¢,_, +(a+b)D a"e

t—1-n

Autocorrelation Partial Correlation AC

Q-Stat

Prob

Wo0 =~ U M=
=]
]
-
I

ARMA(2,1)

1607.5
3439.3
4542.8
5224.2
5600.6
5839.6
5981.6
6071.3
6131.0
6172.7
61955
6211.2
6219.6
6224.8
6231.2
6232.4
6234.3
6234.4
62345
6235.6
6236.1
6237.2

0.000
0.000
0.000
0.000
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Sample: 1 5000
Included observations: 5000

Séries temporelles

Autocorrelation Partial Correlation

AC

PAC

Q-Stat

Prob

0.301
-0.358
-0.461
-0.153

0.137

0.195

0.063
-0.065
-0.076
-0.011

0.030

0.024
-0.008
-0.016

0.000

0.003

0.014

0.009
-0.005
-0.018

0.003

0.010

ARMA(1,2)

Sample: 1 5000
Included observations: 5000

0.301
-0.493
-0.221
-0.108
-0.076
-0.036
-0.042
-0.024
-0.003

0.002
-0.006
-0.002
-0.011

0.001

0.004
-0.015

0.021
-0.000

0.002
-0.008

0.021
-0.007

451.96
10931
2156.8
2273.6
2367.5
2558.2
25678.3
2599.6
2628.7
2629.4
2634.0
2637.0
2637.3
2638.6
2638.6
2638.7
2639.7
2640.1
2640.2
2641.8
2641.9
2642.3

0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000

Autocorrelation Partial Correlation

AC

PAC

Q-Stat

Prob

r

=N - U

0.538
0.187
0.005
0.028
0.110
0.148
0.107
0.046
0.020
0.026
0.031
0.028
0.014
0.009
0.017
0.010
0.015
0.008
-0.001
-0.015
-0.008
-0.007

ARMA(2,2)

Ecriture sous la forme d’un AR(e) ou d’un MA ()

En utilisant un opérateur de retard, un processus ARMA(p,q) peut s’écrire

0.538
-0.145
-0.046

0.103

0.084

0.044
-0.005
-0.001

0.015

0.011
-0.007
-0.001
-0.005

0.007

0.012
-0.014

0.016
-0.007
-0.006
-0.017

0.011
-0.011

1449.5
1623.7
1623.9
1627.8
1688.3
1798.7
1856.1
1866.9
1868.9
1872.4
1877.2
1881.2
1882.2
1882.6
1884.0
1884.6
1885.7
1886.0
1886.0
1887.2
1887.5
1887.8

0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000

(1-aB-..-aB")X, =(1+bB+..+bBE,.
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Etant donné que les racines du polyndme caractéristique A sont de module
strictement supérieure a 1, celui-ci est inversible et peut se décomposer en série
entiére, d’ou
X, =(1-aB-..- apo)_l(l +bB+..+b B
=(1+BB+..+B,B" +..)E,

=& + Zant—n

n=1

On obtient ainsi 1’écriture du processus sous la forme d’un MA(e). Comme nous
I’avons vu dans le cas ARMA(1,1), cette écriture permet d’établir la stationnarité
du processus et les formules de récurrence des fonctions d’auto-covariance et
d’auto-corrélation.

Etant donné que les racines du polyndme caractéristique B sont de module
strictement supérieur a 1, celui-ci est inversible et peut se décomposer en série
entiére, d’ou

g =(1-aB-..-aB")1+bB+..+bB")"'X,
=(l+aB+..+a,B" +.)X,
< Xt = ZanXl—n +€1

n=1
On obtient ainsi 1’écriture du processus sous la forme d’un AR(e). Celle-ci
servira dans le chapitre sur la prévision d’un modele ARMA.

Simulation d’un ARMA sous SAS
http://support.sas.com/documentation/cdl/en/imlug/59656/HTML/default/genstate
xpls sectl4.htm

4. IDENTIFICATION D’UN PROCESSUS ARMA

Identifier un modele ARMA consiste a
. choisir les parameétres p et q du processus ARMA(p,q)

. Estimer les coefficients ay,...,ap du processus AR, bi,...,bq du processus

MA et la variance du bruit d’innovation 2.

. Valider le modele
Nous supposons que le processus est stationnaire. Si cela n’est pas le cas, il faut

alors le différencier jusqu’a le rendre stationnaire.

4.1. Choix des parametres p et q d’un modele ARMA

Identification de g
Nous avons vu précédemment qu’un processus MA(q) est stationnaire centré dont

les fonctions d’auto-covariance et d’auto-
corrélation sont nulles a partir de I’ordre q+1.
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Cette derniere propriété est utile pour deviner 1’ordre de la moyenne mobile
convenable pour modéliser une série. En effet, en présence d’un corrélogramme
empirique non significativement différent de 0 a partir d’un certain ordre k, on
pensera a modéliser la série correspondante par un MA(k-1). Prenons ’exemple
ci-dessous (Charpentier A.) d’un processus MA(5) simulé. On constate que la

fonction d’auto-corrélation est significativement nulle a partir de 6.
6

=8 vy e

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Exemple simulé d’un MA(5) — Charpentier A.

Sample: 1 5000
Included observations: 4995

Autocorrelation Partial Correlation AC PAC  Q-Stat  Prob

Identification de p

-0.394 -0.394

0.277
0.348
-0.207

0.144
D.602
D.154

0,266 -0.127

776.33 0.000
1159.6 0.000
1764.0 0.000
1979.2 0.000
2338.3 0.000

0.005 -0.203

Nous avons vu précédemment que

22

0.00% 0.006
0.012 -0.090
-0.005 -D.106
0.015 D.046
-0.012 D.211
-0.002 D.079
0.007 -0.081
-0.019 -D.105

-0.001
-0.001
-0.024
0.021
-0.017
0.001
0.011
-0.021

-0.033
-0.027
-0.045
0.065
0.133
0.055
-0.063
-0.098

2338.4 0,000 —
2336.5 0.000
2339.2 0.000
2339.3 0.000
2340.4 0.000
2341.1 0.000
2341.1 0.000
2341.4 0.000
2343.1 0.000
2343.1 0.000
2343.1 0.000
2346.0 0.000
2348.2 0.000
2349.5 0.000
?349.5 0.000
2350.2 0.000
2352.4 0.000

la fonction d’auto-corrélation partielle d’un
processus AR(p) est nulle pour h>p

Ainsi, en présence d’un corrélogramme partiel empirique non significativement

différent de 0 a partir d’un certain ordre k, on pensera a modéliser la série
correspondante par un AR(k-1). Prenons 1’exemple ci-dessous (Charpentier A.)
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d’un processus AR(2) simulé. On constate que la fonction d’auto-corrélation
partielle est significativement nulle a partir de 3.

6

ﬂ| '

\ "u.“w|'w|\ { \ ”‘

n
1

H “" .|| M
|' m-l
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\‘ |

o
|

1

.) \
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w\ ‘M“\“ H Il
l

u[ ‘[

-4 Hiw JUMARRERARA) LLLRE LAASN ALY LLRRY LLAn) LAY AR RALL) LR LARAN AN LA LLL LLALE LA LA
20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

—— AR23

Exemple simulé d’'un AR(2) — Charpentier A

Sample: 1 5000
Included observations: 5000

Partial Correlation AC PAC Q-3tat Prob

Autocorrelation

0.294 0.294 431.72 0.000
-0.556 -D.703 1976.5 0.000

-0.483 0.004 31421 0.00
0.1 -0.003 3252.4 0.000

-R--RE NN L QN Y LR

10
mn
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22

0.405
0.091
-0.252
-0.198
0.084
0.192
0.040
-0.118
-0.095
0.034
0.087
0.020
-0.040
-0.033
0.004
D.021
0.020
-0.006

-0.01%
-0.006
-0.034
0.013
D.001
D.004
0.003
D.004
-0.011
-0.000
-0.005
-0.003
D.027
-0.010
-0.002
-0.001
0.018
-0.022

4072.7 0.000
4114.4 0.000
4431.8 0.000
4627.6 0.000
4662.8 0.000
4646.7 0.000
4854.6 0.000
4925.0 0.000
4970.6 0.000
4976.4 0.000
5014.1 0.000
5016.1 0.000
5024.2 0.000
5029.5 0.000
5029.9 0.000
5032.0 0.000
5033.9 0.000
5034.1 0.000

4.2. Estimation des parametres d’un modele ARMA

Maintenant que les parameétres p et q sont choisis, il reste a estimer les
coefficients ai,...,ap du processus AR, bi,...,bq du processus MA et la variance du
bruit d’innovation o>. Nous ne détaillerons pas les méthodes de calcul des
coefficients. Nous utiliserons directement les résultats fournis par le logiciel. On
précise seulement que les méthodes d’estimation supposent que les erreurs sont

des variables aléatoires indépendantes de loi normale.

Dans 1’exemple ci-dessous, nous considérons un modele ARMA(1,1). On obtient
le mode¢le

X, =0.767X,_, +€& - 0.463¢,
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LS // Dependent Variable is X

Sample: 2 5000

Included observations: 4999 after adjusting endpoints
Convergence achieved after 4 iterations

Variable Coefficient Std. Error T-Statistic Prob.

0.767134 0.018055 40.25967 0.0000
-0.463423 0.026398 -17.55536 0.0000
R-squared 0.183040 Mean dependent var 0.014388
Adjusted R-squared 0.182877 S.D. dependent var 1.115828
S.E. of regression  1.008651 Akaike info criterion 0.017628
Sum squared resid 5083.836 Schwartz criterion 0.020236
Log likelihood -7135.336 F-statistic 1119.579
Durbin-Watson stat 2.002189 Prob(F-statistic) 0.000000
Inverted AR Roots g7
Inverted MA Roots 46

4.3. Choix du modele ARMA

Critéres du pouvoir prédictif

Dans un modele ARMA, I’erreur de prévision a 1’horizon 1 dépend de la variance
du résidu. On peut alors choisir le modele conduisant a la plus petite erreur de
prévision. Plusieurs indicateurs sont possibles

- Minimiser la variance du résidu ou la somme des carrés des résidus
- Maximiser le coefficient de détermination R?, ou sa version modifiée
- Maximiser la statistique de Fisher

Critéres d’information

Les criteres d’information permettent de mesurer 1’écart entre le modele proposé
et la vraie loi (Akaike, Schwartz,...)

Validation des hypothéses

- Vérifier si les racines des polyndmes caractéristiques sont de module
strictement inférieur a 1 et que les polyndmes n’ont pas de racine commune

- Tests sur les résidus
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4.4. Exemple

http://docs.ufrmd.dauphine.fr/st/part/partie3.pdf

Nous allons considérér ici le nombre de contrats dans un pertefeuille, exprimé en nombre de contrats mensuels,
4 I'aide de données mensuelles, sur une dizaine d’années (source :Droesbeke, Fichet, Tassi (1992))

Seenple: 1144
Incluged nbsensatisns: 1484

GO0

A Partial Correlsti AL PAC QS Prob

5004

4l

] oI M nn‘luun |‘|| !‘
vﬂ o |

DA RS DAREE 082
0GE B0ET 0.54ATE 076
ARy BiF 6S2IE 0037
NAGE 9172 0,365
-0.04% -8.056
0163 8,171
[EUTER N
-.13% -9.1%3
022 waTe
10 0058 8,139
11 -0.047 9027
17 0G99 B.EIN
13 0075 8201
id 0026 .06
16 0113 9.074
16 -06F -9.038
17 0054 9.0e7
10 DAGE SR
19 -00id 5073
0 -DARY A6
21 DR -B0ER
2P DA BT

T e e

200, o Ul
lf,nu. 'f%n” |,|

100

LML LR L RS LLahl LaA)
20 40 60 80 00 120 140

La série brute (X;) présente une forte saisonnalité, correspondant aux mois de septembre. En particulier 4
points se distinguent. correspondant a 4 fortes campagnes de publicité faites & partir de fin aoiit.

9.1.1 DNModélisation de la série

Afin d’enlever une éventuelle tendance, considérons ¥; = {1 — L) X: = AX;

&00 Samanplu! 1 144
Induded obsoreations: 143

Sutecarrelafion  Partisd Correkatisn L PG SIS Prok
U518 2010 ISITS .00

400

2004

_‘W‘.Pm, I '|| INhn. U I'\ ll'.‘r"lq I'Lllll »lllu'l\"r'uiw{

-200

[=]

4004

-G00

Cette approche n'apportant rien de plus & 'étude de la série, nous pouvons noter que la série brute X;
posséde de fortes autocorrélations O(h) quand h est un multiple de 12. 11 est donc possible d'étudier la série
’désaisonnalisée’ Z; = (1 — L'%) X;

Dates TEVDN Timwe: 15351

Saample: 1144
400 Included obsereations: 132

Butechivelafon  Partisd Cosrebatisn AL PRC OrSt8 Prok

NIEE 8160 3178531 0851
Al03F 8062 39378 0.040
1026 00 4823 0266
1065 -8.062 46037 0.530
AIA11 B0 BE2TO 0276
A03F -8.084 FATER 0,372
0013 8080 FALEL 0345
D12 B.0FE 9.99%1 0.265
0261 B0 1R0F3 0825

200 ‘

| "nwm 'L"‘ |'\JI'|{ Al

[=]
L

i
”‘blu"'mlih |’\| !r

e umon s o

l|L| [

-2004
T4 0015 BO0RE B3L2%E 0800

-400.

#0005 H019 BUiE1 0800
1 -105% 8159 BLEFE 0.800

Nous allons modéliser cette série (Z;) & I'aide d'un processus ARMA.
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9.1.2 Estimation de modéles ARMA

Si la série parait stationnaire, une autocorrélation reste significativement non nulle, pour & = 12 1l peut éire
intéressant de considérer un modéle de type M.A (12) sur cette série,

M (- X =0+(1-6.L") e

étant donné que les autocorrélations entre 1 et 11 peuvent sembler négligeables. Une méthode basée sur des
moindres carrés conditionnels, donne les estimations suivantes (respectivement avec et sans constante)

LS ¥ Dependent Waiable s T LS & Dependent Varlable s T
Sample- 13 144 Sapke: 13 144
nduded afmersaiions: 132 afier adusing endpoinks noiuded cbhsensabons: 132 afler adesing endpolnts
Comsergence achleyved afler 17 Berabons Comverperce achieved a%er 44 Rerabons
‘arlable Coetigent Sid. Emor T-Emlsic Frob. ‘iarfabie CosMiclent Ehd. Emor T-Etalistic Pron
[+ 205042 845862 1130118 O.2808 MA12) 0.EES005 ACEZTED =ZT.A2585 il i
B4 1) -DEB1E98 O.043054 =Z04s182 00200
S-gquarsd AI50EES kizan dependent var &,7=0000
S-squarsd 0285818 ki=an depeEndent var 4.750002 Adusted R-squaned AI50EES 20, dependent war E5E33z
Adusted F-sgquansd 0253218 ELL. dependent var EE.E3328 S.E of regression 5595230 Al g crilerion B.EaM2
&.E of regreszion SE.EE0se Akalke g crilerion 8.057303 Sum sguarss nesid IS EChaearE criveron B.11501
Sum squared resid 4207553 Schwartz citeron 8140987 o lksirooc ~ral.egis Durpin-ivatzon st 1.
Lizg le=imcod s F-statistic 45 41873
Curbin-WNersan sist 1.517T&T Probi=shatisfic) 0.030000 nverbed KA Roos E3 BB+ 0 B8 -201 S0+BEl
E0-B8 =0~ =00+.251 -0 - 26l
nezried M Riools L] 85 -451 .B5=45 &3-26l -50+B8 -EE+.500 -36 -.501 -55
A9+26l O0==29 -00-.939 -45+.56]
-45 -B6 -86+43 -56-49 -52

Pour ce premier modéle, nous obtenons ’éeriture suivante

M  (1-L") X, = (1+0.89901L" | 5
{0.0228)

ot la volatilité O de l'erreur (Eg) est estimée par 57. Les résidus, représentés ci-dessous & gauche, ont 'autocorrélogramme

suivant
e e LU — 1
a0 Wi Pt | k| B M P
Moy
l - E——

a0 oy Al lll N P ;
| Lo | \
W%WL" N:'Fq‘ ! |

= L-200 = - i
200 3 3
L-210 | '
100 Lo | | |
SR P T |
ol bl MNPV T g T ! '
T T A L WA 1\ i 2
=100 L - o
20 &1 &0 e 1m0 120 140 A 1
L] 1
[——Feshiual ——— Actual ——— Feied | ! |

= = T e

Le modéle présenté est rejeté : les erreurs ne suivent pas un bruit blanc. En particulier, si I'on considére
les autocorrélations de {Zt} la premiére semble significativement non nulle : cecl pousse & tester un modéle
ARMA(1,12) de la forme (1 — ¢L) Z; = (1 — 8L?) =, soit

LSV Dependent Varksble 5 Z

Earnpdz: 14 144

Irciuded obsenvations: 131 afler adlesing endocints
Convengence achiesed after 10 Berators

LE iV Depencent Yaranie s Z

Sampe: 12 144

Included coseraalions: 139 ater sdusting andocicts
Carrarpanse scnimied afar 13 beratons

Liaranle Doefficens 43 Error T-taleic Frot. ‘“arlabl= CoefTicient Ehi. Emor T-Siabisic Frob.
c 1555250 2238375 O.E7S300 ak i) AR} OLAT243 el iy 281288 ooz
ART] QLI3EITE CUEST ITTEEED am0s3 MATZ) 0250845 0034450 -25.8517 el e]
WA} 022256 CUESEE0 2242 aliia o]
Resquares 0.237IES M=an depencantvar 4655433
Besouams L3952 Wizan deperdertvar 4 ESS4E3 Adpested R-squarss £.2s1z22 S0, dependert var E507720
Adjusi=d R-rquares [.2=0T0s & O, dapendent var EE.O7720 E.E. of negression £E,60616 Axalke Ino orberon 2051737
S E. of regression S5 E45ED A= mfo criepor E.0807EZ Eum squaned resid ISHATIA Schweartz critsrion E.055633
Sur squarsd resid 2554036 Schwantz crisron S1EI Log Iesihood <711.2857 F-statzhc 5455563
Log lkslhood TA0EEDE Frtadisic 27.64084 Durtis-ivalzon stat I04EET2 FromF-stalistic) £L.000000
Curbin-WWatson siat 2040457 FrobiF-stafstic) Tk cha]
rearted A% Boots 25
Ineees A% Roots 34 reriad WA Roots 39 25+ 501 25 -850 50+ 281
Iremes WS Rocts 59 25+.481 5543 45 -85 S0-88 -00 -5 -00=55 - 50—
A3=-EE oo-28 -00+581 - 4588 - B8 - EE=501 -5 50 -]
-4+ 2El | -B6 -4 -53
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g

2] (1

dont les résidus =; ont le comportement sulvant

— u.24724L) (1-2")x

1+ 0.890851)2) £
(0.084)

(0.0245)

400

NN
uILu‘I'
'H'Jl N "H" 'J'J ul"
100

=]

A
3 eI i TR,
PV R ¥ bl
b A

[— Resuial —— actual

st- ! T . i)

Fiteo |

La encore, 'hypothése de bruit blanc des résidus est rejetée.
A titre de comparaison (de la méme fagon que cela est fait dans Droesbeke, Fichet, Tassi (1992)), I'estimation

d’un modéle ARMA (3,12) donne

LS ¥ Dependent \Variabis 1s Z

Sample- 16 144

noluded ooservations: 123 afler acjusing sndpoints
Convergence achieved ater § Rerations

LE & Dependent Variable 15 2

Sample: 16 144

Incluced chsensations: 123 afler adlesting endpoints
Comiergerce achived ater B leatons

Varabe Cosfiziant Ebd. Smar T-StalEn From. ‘Variable Cosfident Ehd. Emor T-Sladsdc Frob.
ART]  D3D3T3E 2 31E310 022 AR{1} D.21=E83 OLOo8sseD 252055 [ | ol
ARIT] D=4z [l 05477 AR{3} D182 oogsTa4 1.25447 [.0s0s
AR{Z 0452470 1700578 0oEs A1) -DUES20E 0o24:0s -ZE.00140 C.0000
PRI 08535 -25.81143 0.0000

F-sguared E 3xee3 Mean depencent var 4558140
F-souansd 3, Kiman capandEns var £558140 Adusted R-scuared E.C. dependent var EE.55241
Adusted R-sguared Q307442 80. depencent war 65581 SE of regression Akailz info crilericn E04TEI3
SE of regressicn =411 Akalke infio criterion 8020077 Sum squared reskd ‘Echwartz criterion 24021
Sum souared resid BEITEEE Scrar crierion 2148734 Log Ik=incod F-stalistic 2587288
Log lesihood ~53E S50 F-siadziic 1883505 Curbin-ivalson stat 2091EeD Frob{F-statisic) 0.002C00
Curbin-#&atmon siat 1885017 ProciF-stagstic) 0.000000

nyveriad AR Roots B3 ~21+471 -2 -47
Inverted AR Rocis &S -3+A3 -32-43 nveriad MA Roots ) B+ E0 BS -5001 El+28l
Inverted MA RD0S - BB -501 BE+.50 EQ-88 =0-.88 -02-3281 =00+.35 -50-88

E0+251 0O=281 -00 -5 ~50+ 26 =50+ 26l -B85+201 -&6-50 -533
-.50 -85l -+ 500 -8B -.500 -55
Le modele avec des composantes AR (1), AR (3) et MA(12) est significatif.
-y 1
3] 1—0.21566L — 0.16429L% | (1 - L'*) X, = [ 1 +0.89208L"" | ¢
{0.056) (0.057) [0.0343)

On peut également noter que les racines des polynémes de Ia composante AR et de la composante M A sont
distinctes deux a deux. Toutefois, 'allure des résidus, représzentée ci-dessous. pousse encore une fois 4 rejeter
I"hypothese de bruit blanc des erreurs.

!uwc—-—mnucn-n—ln EE

230 o | Wyt n] Pyl | Edorn Haws | Deiean | Collmas Timaas Sww | Hasids |
~ - Cwvwlegrws Fitwd iy 1
.hmﬂHlH _|~uip-'.m|-m L _ ‘ﬂ': M‘l L] - 3
200 — ==
lI
402 U“w ’]-M a % % e
N 3 e
300 =00 r:_ i protige
200 i ] il
100 s j
ola ﬂHMﬂl‘nJLl.'I...IF."'-n'.aM i |
k' Tl LATAA ] "|J |J'J"'f; H i
100 3 :
3L -
=200 4, T T T T T T T T T o -
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En revenant au modéle précédant, on peut noter la présence d'une forte autocorrélation & l'ordre 9. On peut
alors tenter de modéliser la série a I'aide d’'un modeéle de la forme (1 — oL} Z. = (1 — aL® — 3L7) =,
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LB it DEpendent arakie 13 2

Sample: 14 144

Inchuzed observations: 131 after adusdng endooints
Comiergence achieved ater 12 kerations

Warlable Coefficent St Ermor T-Siatistic Pron Warasoie Coetident Std. Emor T-Ehatislic Frob.
o 3. 716450 3 EEBETE 1.012745 0.3121 ART) 0214083 0.oa7s81 2A333ER 0.aiss
AR{1}  0.208215 0028354 2356553 00200 MA12) -0.ET4EEE 0.08045 =11.23831 0.002C
MAS] 0226580 alli=ch g 2.506522 00002 MAE) 0234509 0.057178 £.101524 C.0om
MAL1Z) DEBSdT2 e bl -11.23845 n.ocon
R-squasred 0.333420 hean dependent var
R-sguared 0338724 Mea dEsendensvar  4.555483 Adjustas R=squarss 0.32300< 5.0 geparcent var
Adusi=d R-squared 03231032 S0 dependend var ER.OFT20 5.E. of negression 5428816 Axake Imia criierion
8 E. of regression o Asalk= Imo crferion &021470 Sum squared resk ITEEEAT Schweantz coberion
Sum squared resld ITEaaad Schmartz orberion 1283 Liog Brefhood -ToF.ei0s F-slatsic
Log |E=rood -rO7. 2872 F-slafzic 2.85428 Crornin-iabson sist 1.537787 Frobs F-siaf=dc)
Curbin-Natson siat 1522038 ProoiF-stagstc) 0.oaoon
ryerizd AR Rooks 21

Insered AR Roots 2 reeeried FAS Riocks =4 EE+ &5 25 48l
Inseried L& Rooks S 85 -4E| EE+a85 BI+:2El B0+ 261 =03=E7 -03-5M

Eg-&8 -02+571 -0az-an -47+ HI -A47+E1l =83=51 =83 -5

- 47 -.821 -23-511 -83=511 -53

d’ol le modele
4] 1—0.21409L | (1 — L) X; = ( 1 - 0.23450L° + 0.67498L" | =,
(0.088) (0.060}) (0.060)

Séries temporelles

LS ¥ Dependend Warible Is 2

Sample: 14 124

ruded chserations

Convergence achisved a%er 43 Rerafions

131 a%er adusing endpoints

La enkore, le modéle est significatif, et surtout, I’hypothése de bruit blanc des résidus est validée -

am
| 200
200 PACU R W e
m | 200
o | . ! | -a0a
ole ’m’ll'l Al ‘\l‘n“ l.m.uﬂ | n’ o Il bl
T Y] L
-100 | )
200 e T T T
41 Bl &d a0 120 140
— Residial —— Adual Filted

Ce modéle peut alors étre utilisé pour faire de la prévision. Sous SAS,

sur 10 mois, pour Z;

!muwl—mwlmuﬁ-m )
e | ey | il J

FamE—=-maTtgEa—- = gEm=g-——g=—

n Tammn ww
B3 A AR A,

P = LA | et - RS

h 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
rZy .| —1992 -1285 1618 -—1252 918 —69.64 2740 986 5236 32.02
volatilité| 55.20 5608 5H611 5611 5611 5611 5611 5611 5611 5611
400 400
200 | | 200 |||
.‘| | ﬁ 1 W [ || [
v LAl e oM, M| P A
TV Jﬁ”lﬂf‘hlllu”w‘h" It ) ﬁ-"' i Mﬁn 1 '|_/\.ul L | A Tl \“-.-'J,.
hl | I / ||| I.“qi'" | || L"V:”." i
-200 | 200 | ||| !
400 00 S ' rrereprreepreeeee
Im &b &b ad . 160 | 120 . 140 B0 @5 90 95 100 105 110 115 120 125 130 135 14D
— VALEUR -—— BORNE_INFED ——WALELR — BORNE_INFID
— FORECAST  ——- BORNE_SUPW — FORECAST  ——— EDRNE_SUPIO

2555483
BEOTT20
Boi4192
BOE0036
IzozEz
0030000

ED-281
-47 .81
=53

nous obtenons les prévisions sulvantes,
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*

On peut alors noter que X7,

=T X

*

T+h-—12

utilizsant la forme MA (o) du processus Z; @ (1 — ¢L) Z;

Z

le polynome MA B (L) s"écrit alors

*
T ZT—h'

Séries temporelles

De plus, la variable X; peut alors étre prédite en

(1—aL® — BL'?) . Ainsi,

(1—aL)™ (1-aL®—-38L")=(1- 0.21409.L)"" (1 —0.23450.L° + 0.67498.L'%) &;
(1-0.23450.L° £ 0.67495.L7%) (1 £ 0.2141.L £ 0.2141° L7 + 0.2141°.2° + )

£

il 3

1 pour i =10
oo .
P ri .o ) 021417 _ pour 1 ={=§
B‘L'_ZUM‘ OU B = 2141° — 0.2141°° x 0.2345 pour 9 < i < 11
= 0.2141% — 0.2141%72 x 0.2345 + 0.2141"-12 x 0.6746  pour 11 =4
La variance de la prévision 7 X5, est alors donnee par
R—1
V (eXen) =) [L+bi+ =5
i=0
soit ici, puisque [? est estimé par 5% = 54 3657,
h 1 2 3 4 ] 6 7 g 9 10
rXr.,| 117.08 17712 24118 17348 17218 23436 1734 16786 25536 277.02
volatilité | 5437 8552 10957 12950 14681 16229 17641 189.49 20173 20947
800 200
800 ; £00 | p
f |
- ' ~ I'l'! 400 |i| |I o
' I ! L LV Y S T
i '/ ”\ |.|| | 1 \ J iIJ | I4 'l‘ W i\ \ | f"\' L\” .l A .r"l I:' .
200 w,f -‘-,rI ! flhﬂlil | \ l“."J'l[,ﬂ-'" LI".""J "'.,Il| I'I W FIml". / L,q\l\},u' i 200 4 |,."h ""’"-;'I ||-'f\‘,'“\,| II ;ﬂl\j | v'(\'l I'.. FR IV
[ r'| 04 l-f'll.
-‘l!'lr A \.'r‘
1 — =200
40 e a0 100 120 140 80 85 B0 25 100 105 110 115 120 125 130 135 140
—— VALEUR -—— BORNE_INFED ‘ | VALEUR -—— BORNE_INFED
——— FORECAST ——— BORMNE_SUPSD -—— FORECAST  ——- BORNE_SUPED

5.

Etant donnée une série stationnaire {X;}, observée entre les instants 1 et T, on
cherche a faire la prévision a 1’horizon h, et donc de prévoir Xt+1,...,X¢+h. On sait
alors que la meilleure approximation de Xr+n par une fonction des X, avec t<T, est
I’espérance conditionnelle

PREVISION DANS UN PROCESSUS ARMA

Xopen = Bl X ] X X X1

La forme de ’espérance conditionnelle va dépendre du modele utilisé.

5.1. Prévision avec un processus AR

Supposons que {X:} soit modélisé par un modele AR(p) de coefficients connus et
nous allons procéder de facon récurrente.

A 1’horizon 1, on a le modéle
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Xpop ma Xy +a, X +o+ta X +En,,.

T+1 P

Or €1+1 est orthogonal a Xr, X7-1,..., donc

Xpa = BlXp| X X X1 = 2, X +2,X + ot a X

P
e A 1’horizon 2, on a

Xpwr =a, X, ta, X, +.0+ apXT_p + &,

A

XT+2 = a1}(T+1 + aZXT + + apXT—p

A

or X;,, n’a pas été observé mais est estimé a 1’horizon 1 par X,

A

XT+2 = a1}(T+1 + aZXT + + apXT—p
* A I’horizon h, on proceéde de fagon récurrente pour obtenir

5 (a1XT+h—l toot ah—lXTH) + (ahXT"‘ + apXT+h—p) sihs<p
Xy = -

a X teota Xeo, sth>p

Exemple
Prenons le cas tres simple d’un AR(1), X, =aX _, +&,. On a alors

XT+1 = aXT t e, = XT+1 = aXT

_ _ _ 2
Xpgy =Xy T &y, = Xpyy T aXy,, = a X,

_ 5 _ — .h
KXo = aXpyy, Y&y = Xy = aXgy,, =a X,

5.2.  Prévision dans les processus MA

Supposons que {X} soit modélisé par un modele MA(q) de coefficients connus,

X, =¢ +bg_ +..+bE_,.

Si on procede de facon récurrente comme précédemment, on obtient

X1 =€ t b18T oot bq€T+l—q

= Xyy = b€ +..+b &g, car €r+1 est orthogonal a Xr1,Xr-1,...
XT+2

= 8T+2 + b18T+1 + bZXT Tt bq8T+2—q

>
|

= =b,&; +..+b €, , car €r+2 et €r+1 sont orthogonaux a X1, X7-1,...

T+2

De proche en proche, on obtient th et on remarque qu’il est nul pour h>q. Cette
méthode présente le désavantage d’estimer Xr+nh a partir des résidus passés (a
priori non observables) et non pas a partir du passé de la variable. Pour contrer ce
probléme, nous allons utiliser 1’écriture AR(®) du processus MA(q),

Xt = _z BnXl—n + 81'

n21
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Xps = _Z BHXT+1—H ter,, = Xqyy = _Z BHXT+1—H

n=1 n=1
Xiir = _ZBHXT+2—H ter,, = Xqpy = _B1XT+1 - ZBHXT+2—H

n=1 n=2

= X = _BIXTH - anXT+2—n
n=2
R h-1

XT+h = _Z BHXT+h—H + 8T+h = XT+h = _Z BHXT+h—H - ZBHXT+h—H

n=1 n=1 n=h

A

h-1
= XT+h = _ZBHXT+h—n - ZBHXT+h—H

n=1 n=h
Le probléme dans I’expression ci-dessus est que les X ne sont pas observés pour
t<0. On va donc tronquer la somme infinie pour ne garder que les indices positifs

de X et négliger le reste de la somme,
T+h

h-1
XT+h = _Z BHXT+h—H - ZBHXT+h—n :
n=1 n=h

5.3. Prévision dans les processus ARMA

Supposons que {X:} soit modélisé par un modele ARMA(p,q) de coefficients
connus,

X, —aX_ ,—..—aX_, =€ +bg_ +..+be

On procede comme pour les processus MA, c’est-a-dire qu’on utilise 1’écriture

sous la forme d’un processus AR(®), puis on tronque la somme pour ne garder
que les indices positifs de X:.

Appliquons cette méthode au cas d’'un ARMA(1,1),
X, —aX,,, =¢ +bge
tel que O<|al<1 et O<|b|<1. Si on I’écrit avec un opérateur de retard, on a
(1-aB)X, = (1 +bB)g,.
(1-bB)™! peut se développer en série puisque |b|<1, d’oll
g, = (1 —aB)(1+bB) g,
=(1-aB)(1-bB+b’B*> -b’B’ +...)X
=X, +@+b)) -D"b"'X,_,.
nx1

= X, =(@+b)) -D)"b"'X,_, +¢g

n21

XT+1 = (a + b)z (_1)nbn_1XT+1—n tTE&ry = XTH = (a + b)z (_l)nbn_IXTH—n

nx1 n=1

Xpo =@+ D) (D"D"" Xy, + €1,

n=1

= X, =@+ D)X, + @+ D) (-D"d"'X,,,,

n=2

t=12
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T+2
= Xy, = ~@ + D)Xy, + @+ D)X ()" X,,
n=2

Xpey = @+0)D (=D"D"' Xy, + 80,

n=1

= X,y =@+ D)Xy, + @+ DXy, + @+ )Y (-D"b" X,

n=3
T+3
= Xppy = ~(@+ )Xy, +@+ X, +@+b)Y (-D"b" X5,
n=3
Par récurrence, on obtient
R h-1 R T+h
Xy =@+D)D (D" 'Ky, + @+ D) (-D"b" "Xy,
n=1 n=h

5.4. Intervalle de confiance

Nous avons vu précédemment que les processus AR, MA et ARMA peuvent
s’écrire sous la forme MA ()
Xt = 8t + ansl—n ‘
n21
Pour un modele MA(q), il suffit de poser b,=0 pour n>q.
On en déduit que

h-1 o
XT+h = 8T+h + ZBn£T+h—n = 8T+h + ZBn8T+h—n + ZBn£T+h—n
n=1 n=h

n21

indices >T indices <T

= XT+h = ZBH8T+h—H

n=1
D’ou I’erreur de prévision

A

h-1
e = Xpwn ~ Xpup T €y F an€T+h—n
n=1

Si on suppose de plus que le bruit blanc est gaussien alors on peut en déduire que
I’erreur de prévision suit une loi normale

en~N(0,6°(1 + D B2))

D’ou I'intervalle de confiance de niveau 1-a,

h-1
5 / 2
Xien TZ1_q/20,/1 F ZBH .
n=1

62



