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Exercice 1: Triangulation d'un SEL

1. En utilisant vos connaissances sur la méthode du pivot de Gauss, donnez l'algorithme de triangularisation d'un système d'équations linéaires AX=B où A est une matrice carrée.
2. Proposez et appliquez un invariant de boucle pour prouver cet algorithme.

3. Calculez la complexité de cet algorithme.

NB : à chaque étape de la triangularisation, nous supposerons que le pivot est non nul.

Exercice 2 : Relevés de températures

Afin d’analyser l’évolution du glacier d’Ossoue situé dans les Pyrénées, des géographes ont mis en place une sonde qui permet d’enregistrer chaque jour à midi la température à la surface du glacier. A travers ce dispositif, les chercheurs ont pu acquérir ces données sur plusieurs années. Le fichier récupéré est composé de la date d’acquisition ainsi que du relevé thermique. Par exemple, un extrait du fichier “tempOssoue.txt” correspond à : 
2015/06/18           5,04

2015/06/21           5,54

2015/06/22           5,77

2015/07/01           5,86

2015/07/02           5,85

2015/07/04           5,80

On suppose qu’il existe les fonctions suivantes : 

· Fonction mois(date : chaîne) : entier , qui renvoie le mois d’une date donnée au format AAAA/MM/JJ

· Fonction annee(date : chaîne) : entier , qui renvoie l’année d’une date donnée au format AAAA/MM/JJ

· Fonction convertir(mot : chaîne) : réel , qui renvoie la valeur numérique réelle associé au mot. 

Ecrire une procédure qui permet, pour un mois donné (sous forme numérique), d’afficher les températures moyennes par année du fichier “tempOssoue.txt”.

Problème : Tri par tas

Dans ce problème, nous introduisons une structure de données appelée "arbre binaire" définie comme suit :

· Nous disposons d’un ensemble de « nœuds », chaque nœud contenant une valeur (dans notre cas il s’agit d’une valeur réelle).

· Les nœuds sont réparties sur L+1 niveaux numérotés de 0 à L.

· Le niveau 0 contient un seul nœud appelé racine.

· Un nœud i du niveau niv est relié à 0, 1 ou 2 nœuds du niveau niv+1 appelés ses fils. Ces fils sont respectivement appelés fils gauche et fils droit.

· Un nœud qui n'a pas de fils est appelé une feuille.

· Un nœud du niveau niv niv=1,…,L, est relié à un seul nœud du niveau précédent appelé son père.

· Les arbres binaires que nous utilisons ici sont qualifiés de "presque-complets" car tous les nœuds des niveaux 0,…,L-1, possèdent exactement deux fils.

· Les nœuds d'un arbre sont stockés dans un tableau, pour cela l'arbre est parcouru de haut en bas et de gauche à droite. 

La figure suivante montre un exemple d'arbre binaire presque-complet représenté par le tableau (17, 11, 5, 8, 3, 13, 7, 4, 16, 9).
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Partie I 

1. Donnez le nombre de nœuds de chaque niveau niv=0,…,L-1 ainsi qu'un encadrement du nombre de nœuds du niveau L.

2. Exprimez la valeur de L (ou ce qui revient au même le nombre de niveaux L+1)  en fonction du nombre de nœuds que l'on notera N. 

3. Construire l'arbre binaire correspondant au tableau suivant : (5, 12, 1, 3, 13, 16, 4, 2, 8, 7, 15, 11).

4. Pour un nœud occupant la position i du tableau donnez les positions occupées par le père de i et ses fils éventuels, que l’on notera respectivement père(i), gauche(i) et droit(i).
5. Donnez les positions occupées par les feuilles de l’arbre.
Partie II
On s'intéresse à présent aux arbres binaires dans lesquels la valeur de chaque nœud est supérieure ou égale aux valeurs de ses fils. Autrement dit, en notant T le tableau représentant l’arbre, nous avons la propriété suivante :

P-Tas : Pour tout i, T(père(i)) >= T(i)
1. Est-ce que l'arbre binaire représenté par le tableau T1 suivant possède la propriété P-Tas ?

T1 = (23, 17, 14, 6, 13, 10, 1, 5, 7, 12)

2.  Montrez que dans un arbre binaire A qui possède la propriété P-Tas nous avons aussi la propriété : 

P2-Tas : Dans tout sous-arbre de A, la racine de ce sous arbre contient son plus grand élément.

Partie III

On considère la procédure suivante dans laquelle T est un tableau représentant un arbre binaire et i un indice (rappelons que les indices varient entre 1 et taille(T)) :

Procédure Entasser(T, i)

Début

l := gauche(i)

r := droit(i)

Si ((l<=taille(T) ET (T(l)>T(i))) Alors max :=l

Sinon max :=i

Si ((r<=taille(T))ET(T(r)>T(max)) Alors max :=r

Si (max <> i) Alors 

Début

Echanger(T(i), T(max))

Entasser(T, max)

Fin

Fin
1. Appliquez cette procédure à l'arbre A2 défini par le tableau T2 donné ci-dessous pour l'indice i=2. 

T2 = (16, 4, 10, 14, 7, 9, 3, 2, 8, 1)

2. Représentez l'arbre A2 avant et après l'application de la procédure.

3. Donnez une formule permettant de calculer la complexité de cette procédure en fonction de la taille du sous-arbre considéré (sous-arbre dont i est la racine) et calculez cette complexité.

4. Proposez un algorithme permettant de transformer un arbre binaire en un arbre binaire possédant la propriété P-Tas.

5. Déduire un algorithme pour trier un tableau en passant par un arbre possédant la propriété P-Tas.

6. Calculez la complexité de cet algorithme.

Indication : on remarquera que dans un arbre possédant la propriété P-Tas, le plus grand élément occupe la racine.

Arrivé à ce niveau, vous venez de ré-écrire un algorithme de tri très performant : le tri par tas.
� Ce problème a été rédigé à partir du chapitre consacré au tri par tas (Heapsort) dans le livre « Introduction to Algorithms » de Cormen et al.
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