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Tests

Exercice 1

Soit (Xn)n∈N une suite de variable aléatoire réelle de densité :

f
Xn

(x) = ne−nx1
[0;+∞[

(x)

1. Etudier la convergence en loi de (Xn)n∈N .

2. Montrer que (Xn)n∈N converge en probabilité vers 0 et retrouver le ré-

sultat du 1.

Exercice 2

1. Rappeler et démontrer l'inégalité de Markov

2. Soit (Xn)n∈N une suite de v.a.r. tel que

lim
n→+∞

E(Xn) = c et lim
n→+∞

V (Xn) = 0

Montrer que (Xn)n∈N converge en probabilité vers c. En déduire une

preuve directe de la démonstration de la loi faible des grands nombres.

Exercice 3

1. Soit (Zn)n≥1
une suite de v.a.r. tel que Zn suit la loi de Bernoulli de

paramètre
1

n
. Montrer que (Zn)n≥1

converge en probabilité, en moyenne

et en moyenne quadratique.

2. Soit (Un)n≥1
une suite de réels et (Xn)n≥1

une suite de v.a.r. tel que

P (Xn = Un) =
1

n2
et P (Xn = 0) = 1− 1

n2

1



(a) Lorsque Un = n2, Montrer que (Xn)n≥1
converge presque surement

et en probabilité vers 0, mais ne converge pas en moyenne vers 0.

(b) Lorsque Un = n, montrer que (Xn)n≥1
converge en moyenne vers 0,

mais ne converge pas en moyenne quadratique vers 0.

Exercice 4

On e�ectue n expériences successives indépendantes où on s'intéresse à chaque

fois à la réalisation d'un événement A. On associe à chaque expérience i, 1 ≤ i ≤ n,

une variable de Bernoulli Xi de paramètre p.

Montrer que la fréquence empirique fn ≡ Xn =
1

n

n∑
i=1

Xi converge en

probabilité vers p.

Exercice 5

Soit (Xn)n≥1
une suite de v.a. indépendantes de même loi tel que E(X1) < +∞.

Montrer que
Xn

n

c.p.s.−−−−−→
n→+∞

0.

Indication : Montrer puis utiliser :
Xn

n
=

n∑
i=1

Xi

n − n−1
n

n−1∑
i=1

Xi

n−1

Exercice 6

Soit (Xn)n≥0
une suite de v.a.r. qui converge en moyenne vers X et (Yn)n≥0

une suite de v.a.r. qui converge en moyenne vers Y.

Montrer que la suite (Xn + Yn)n≥0
converge en moyenne vers X + Y .
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