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Probabilité conditionnelle

Definition
Soient (£2,.4,P) un espace probabilisé et B € A avec P(B) > 0. A
tout événement A € A, la probabilité de A sachant que B est
réalisé :
P(AN B)
(1)

P(A|B) = Pg(A) = ~B(E)
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Probabilité conditionnelle

La figure suivante illustre la définition de la probabilité de A = U
sachant B = V/, c'est-a-dire

B _PUNV)
B(UIV) = Pv(U) = =5
Puisque Py (V) = 1, I'univers de Py (-) est restraint a

Qy=VcCQ.
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Probabilité conditionnelle : Proposition

Proposition

L'application
Pg : A — [O, 1] Ar— PB(A)
est une mesure de probabilité sur la tribu A ainsi que sur la tribu

Ag={ANB; Be A}, tracede A surB.

De plus Ag C A. Elle est appelée probabilité conditionnée a B.

L'espace (Q2,.A,Pg) est appelé I'espace de probabilité
conditionnelle
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Preuve de la proposition

1) 0<Pg<lcar VAEA, OSPB(A)g%:l
2
: P(QN B)
Pa() = gy — L
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Preuve de la proposition

1) 0<Pg<lcar VAEA, OSPB(A)g%:l
2
: P(QN B)
Pa() = gy — L

3) Pg est o-additive.

(Aj)i>1 événements incompatibles deux a deux =

(AiN B)ij>1 sont égalements incompatibles, d'ou

(U A,-) nB=|J(AinB)

ieN

Pg U Al = ZiEN ]P(AI N B) _ Z]P)B(AI)
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Probabilité conditionnelle : Exemple 1

Exemple

On jet deux fois un dé. Soit A ['événement :

"on obtient un 6 au premier jet”, et
soient By, 2 < k < 12, les événements :

"la somme des entiers obtenus est k.
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Suite Exemple 1

On modélise les deux lancers de dé par |'espace probabilisé
(Q,P(Q),P) o Q={1,2,...,6}>
P est la probabilité uniforme. On a :

A:{6} X {1,2,...,6} et Bk:{(wl,WQ) €N |UJ1—|—UJ2:/{}.

En particulier, on a :
B CA et B = {(5,6), (65)}

Il en résulte que :
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Suite Exemple 1

On modélise les deux lancers de dé par |'espace probabilisé
(Q,P(Q),P) o Q={1,2,...,6}>
P est la probabilité uniforme. On a :

A:{6} X {1,2,...,6} et Bk:{(wl,WQ) €N |UJ1—|—UJ2:/{}.

En particulier, on a :
B CA et B = {(5,6), (65)}

Il en résulte que :

1 1
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Probabilité conditionnelle : Exercice 1

Exercice
Une urne U; contient : (3-bB, 5-bN) ;

une autre Uy contient : (4-bB, 4-bN).

On choisit une urne au hasard, puis on tire simultanément 2
boules dans I'urne choisie.

Quelle est la probabilité d’avoir (1-bB , 1-bN) sachant que I'urne
choisie est Uy ? est Uy, respectivement ?

Définir les deux nouveau espaces probabilisés associés a cet
expérience.
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Solution Exercice 1

Bi="on choisit I'urne ;" (1 <i<2); et

A="on obtient (1-bB; 1-bN)"

On doit calculer : P(A|B;).

Si B est réalisé, on effectue le tirage dans U;. On aura donc
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Solution Exercice 1

Bi="on choisit I'urne ;" (1 <i<2); et

A="on obtient (1-bB; 1-bN)"

On doit calculer : P(A|B;).

Si B est réalisé, on effectue le tirage dans U;. On aura donc

GG xCG 15

P(A|By) = =,

Si B, est réalisé, on effectue le tirage dans U =
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Solution Exercice 1

Bi="on choisit I'urne ;" (1 <i<2); et

A="on obtient (1-bB; 1-bN)"

On doit calculer : P(A|B;).

Si B est réalisé, on effectue le tirage dans U;. On aura donc

GG xCG 15

P(A|By) = =,

Si B, est réalisé, on effectue le tirage dans U =

CGixC 16 4
P(ABy) = 242 = =_.
G 28 7
Les conditionnement par B; et By =
2- nouveaux univers probabilisés.
Si I'on numérote les boules de 1 a 8 dans chaque urne et que |I'on

désigne par 1 et 2 les deux urnes,
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Suite de Solution Exercice 1

I'univers initial (avant le conditionnement) est

Q={(,{,k}) [1<i<2,{jk} C[[1,8]], Jj#k}.

Le premier conditionnement réduit € a
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Suite de Solution Exercice 1

I'univers initial (avant le conditionnement) est

Q={(,{,k}) [1<i<2,{jk} C[[1,8]], Jj#k}.

Le premier conditionnement réduit € a

U =A{{, k) [ kL8]], J#k},

muni de la probabilité uniforme Pg,.
Le second conditionnement le réduit a :
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Suite de Solution Exercice 1

I'univers initial (avant le conditionnement) est

Q={(,{,k}) [1<i<2,{jk} C[[1,8]], Jj#k}.

Le premier conditionnement réduit € a

U =A{{, k) [ kL8]], J#k},

muni de la probabilité uniforme Pg,.
Le second conditionnement le réduit a :

Qo ={(2{j,k}) | {k} L8]], Jj#k},

muni de la probabilité uniforme Pg,.
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Probabilités conditionnelles en cascade : Proposition

Proposition
SiP(B) >0, on a

P(AN B) = Pg(A) x P(B).

Proposition

Soit (Ai)i<i<n une suite finie d'événements tels que

P (ﬂlgign—l A;) > 0. alors

P m A; = P(Al) X P(Az‘Al) X P(A3‘A1 N A2) ..

XP(An|A1 NAN...N An—l)-
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Preuve de Proposition

Preuve. On remarque que toutes les probabilités conditionnelles
introduites (dans le produit) sont bien définies, puisque

V1<j<n-1, AlﬂAgﬂ...A,‘ﬂ...ﬂAj O AinAn...NA, 1

V1<j<n-1, P m Al =P m Ai | >0 (hypothese).
1<i<j 1<i<n—1

Le résulte se démontre par récurrence sur n

Naamane LAIB 11-Probabilité conditionnelle et indépendance



11-Probabilité conditionnelle et indépendance _
Formule de Bays

Probabilités conditionnelles : Exemple 2

Deux urnes Uy et Us contenant chacune :2bN et 3bB.

On tire 1b dans Uy, on note sa couleur et on la remet dans .
On tire alors 1b de U>. Les choix se faisant au hasard.

Quelle est la probabilité d'obtenir deux fois 1bN 7

N; ="la boule tirée de U est noire”
N> ="la boule tirée de U est noire”.
On cherche : P(N; N No).
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Probabilités conditionnelles : Exemple 2

Deux urnes Uy et Us contenant chacune :2bN et 3bB.

On tire 1b dans Uy, on note sa couleur et on la remet dans .
On tire alors 1b de U>. Les choix se faisant au hasard.

Quelle est la probabilité d'obtenir deux fois 1bN 7

Ny ="la boule tirée de U1 est noire”

N> ="la boule tirée de U est noire”.

On cherche : P(N; N No).

Or P(Ny) = 2 et P(No|Ny) = 2 = 4, car si I'on sait que le premier
tirage a été noir, l'urne U, contlent maintenant 3 boules noires et
3 boules blanches. Ainsi :
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Probabilités conditionnelles : Exemple 2

Deux urnes Uy et Us contenant chacune :2bN et 3bB.

On tire 1b dans Uy, on note sa couleur et on la remet dans .
On tire alors 1b de U>. Les choix se faisant au hasard.

Quelle est la probabilité d'obtenir deux fois 1bN 7

Ny ="la boule tirée de U1 est noire”

N> ="la boule tirée de U est noire”.

On cherche : P(N; N No).

Or P(Ny) = 2 et P(No|Ny) = 2 = 4, car si I'on sait que le premier
tirage a été noir, l'urne U, contlent maintenant 3 boules noires et
3 boules blanches. Ainsi :

P(Ny N N2) = P(Np)P(Na|Ny) = %

Naamane LAIB 11-Probabilité conditionnelle et indépendance



11-Probabilité conditionnelle et indépendance _
Formule de Bays

Probabilités conditionnelles : Exemple 3

Une urne contenant 4- bB et 3-bN. On tire une a une et sans
remise 3 boules de /'urne. Quelle est la probabilité que :

la 1°"¢ boule tirée soit blanche, /a 2¢™¢ blanche et /a 3¢™¢
noire ?

B;="1a i-ieme boule tirée est blanche”
N;="1a i-ieme boule tirée est noire”
On cherche P(B; N Ba N N3). Or :
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Probabilités conditionnelles : Exemple 3

Une urne contenant 4- bB et 3-bN. On tire une a une et sans
remise 3 boules de /'urne. Quelle est la probabilité que :

la 1°"¢ boule tirée soit blanche, /a 2¢™¢ blanche et /a 3¢™¢
noire ?

B;="1a i-ieme boule tirée est blanche”
N;="1a i-ieme boule tirée est noire”
On cherche P(B; N Ba N N3). Or :

433 6
]P)(Bl N BN N3) = ]P)(Bl)]P)(BQ‘Bl).]P)(NﬂBl N Bz) === ==

765 35
puisqu'a tout moment du tirage on connaft la composition de

['urne.
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Probabilités conditionnelles : Systeme complet

Definition

Soit (£2,.4) un espace probabilisable. On appelle systeme complet
(ou exhaustif) une suite (finie ou infinie) (A;)i>o formée
d'événements deux a deux incompatibles, distincts de (), telle que

JAai=2a

i>0
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Formule des probabilités totales

Theorem

Soient (€2, A,P) un espace probabilisé, et (A;)i>1 un systéme
complét dévénemnts tous de probabilité non nulle. On a alors, pour
tout événement B € A :

P(B) = ) P(B|A) P(A). (2)

i>1

Un cas particulier (A, A) est un systéme complet avec
0 <P(A) < 1. On alors

VB e A, P(B)=P(B|AP(A)+ P(B|A)P(A) (3)
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Preuve Théoreme

Preuve. On a Q = U;A; avec AiNA;j =0 Vi#j. Or

B = BﬂQZU,‘(A,’ﬂB).

Les événements A;N B, i > 1 sont 2 a 2 incompatibles, on obtient
en utilisant la o-additivité de P :
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Preuve Théoreme

Preuve. On a Q = U;A; avec AiNA;j =0 Vi#j. Or

B = BﬂQZU,‘(A,’ﬂB).

Les événements A;N B, i > 1 sont 2 a 2 incompatibles, on obtient
en utilisant la o-additivité de P :

P(B) = P(GBmA,-):iP(BmA,-)

= Z P(B|A;) P(A;)
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Exercice

Exercice

Une urne contenant ni; boules blanches et n, boules noires.
On tire une boule de cette urne,

- si elle est blanche, on /a remet dans I'urne,
- si elle est noire, on la remplace par a boules blanches prises dans
une réserve auxiliaire (a € N).

On tire alors une deuxiéme boule de I'urne.

Quelle est la probabilité que la deuxieme boule tirée soit
blanche ?
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Solution : Exercice

Soient B1="1la premiére boule tirée est blanche”.
{Bi, B1} est un systeme complét d'événements,

la formule des probabilités totales relativement 3 :
B> ="la deuxiéme boule tirée est blanche”.

P(By) =
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Solution : Exercice

Soient B1="1la premiére boule tirée est blanche”.
{Bi, B1} est un systeme complét d'événements,

la formule des probabilités totales relativement 3 :
B> ="la deuxiéme boule tirée est blanche”.

P(Bz) = P(B1)P(B2|By) + P(B1)P(Bz|B1)

n -
- B) =
ny+ny’ 1)

, P(By|By) =

np
P(B;) = _
( 1) ny+ny’

n
P(B:|B) = S =
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Solution : Exercice

Soient B1="1la premiére boule tirée est blanche”.
{Bi, B1} est un systeme complét d'événements,

la formule des probabilités totales relativement 3 :
B> ="la deuxiéme boule tirée est blanche”.

P(Bz) = P(B1)P(B2|By) + P(B1)P(Bz|B1)

m = n
(B1) n + ny’ 1) n+np’
n = m+a
P(By|B) = ———, P(B)|B)) = ——F—«——.
(B[B1) ny+ ny’ (B2[B1) m+m+a—1
2
n no n+a
P(By) = + ) )
(B2) <n1+n2> m+n n+m+a-l
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Formule de Bays

Probleme. On se donne une suite d'événements (A;);i>o qui forme
un systéme complet.

On connait P(B|A;).

Comment faire pour calculer P(A;|B)?

Soit (2, A,IP) un espace probabilisé et (A;)i>1 un systéme complet
d’événements. Alors

P(B|A) P(A)
Y21 P(B|A) P(A)

VBeA, Vi>1,  P(AlB) =
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Formule de Bays : Preuve du théoreme

_ P(A;NB) _ P(BIA) P(A)
P(A|B) = P(B) P(B) '

Ensuite on applique la formule des
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Formule de Bays : Preuve du théoreme

_ P(A;NB) _ P(BIA) P(A)
P(A|B) = P(B) P(B) '

Ensuite on applique la formule des probabilités totales :

P(B) =) P(B|A;) P(A). (4)

i>1
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Formule de Bays : Exemple

Exemple

On prend un dé au hasard parmi un lot de 100 dés dont on sait
que 25 sont pipés.

Pour un dé pipé, la probabilité d’obtenir 6 est %

On lance le dé choisit et on obtient 6.
Quelle est la probabilité que ce dé soit pipé ?

On relance alors ce dé et on obtient a nouveau 6.
Quelle est la probabilité que ce dé soit pipé ?
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Formule de Bays : Exemple (suite)

T="le dé est pipé",

S1="on obtient 6 au premier lancer”.

{T, T} forme un systtme complét d'événements, en utilisant la
formule de Bayes. On a :

B(T)= 4 B(T) = 4, B(SIT) = 5, B(SiIT) = ¢ =
P(T[%51) =
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Formule de Bays : Exemple (suite)

T="le dé est pipé",

S1="on obtient 6 au premier lancer”.

{T, T} forme un systtme complét d'événements, en utilisant la
formule de Bayes. On a :

B(T) = 1 B(T) =2, B(5iT) = L. B(5i[T) =+ =
]P’(T\Sl) — P( T)P(Sﬂ T) _ 1

P(T).P(S|T)+P(T)P(5|T) 2

Soit S,="on obtient 6 aux deux premiers lancers”. On a de méme :

P(T|S2) =
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Formule de Bays : Exemple (suite)

T="le dé est pipé",
S1="on obtient 6 au premier lancer”.
{T, T} forme un systéme complét d'événements, en utilisant la

formule de Bayes. On a :

@|H

B(T) = 7. B(T) = 2. B(SIIT) = 2, B(SI|T) =

_ P(T)P(5:1|T) 1
(TS = P(T).P(SyT) +P(T).P(S|T) 2

Soit S,="on obtient 6 aux deux premiers lancers”. On a de méme :

P(T)P(S|T)
B(T)P(SI|T) + B(T)P(S|T) 1

P(T|S2) =

11-Probabilité conditionnelle et indépendance

Naadmane LAIB



11-Probabilité conditionnelle et indépendance
Formule de Bays

Formule de Bays : Exemple (suite)

Plus généralement si S, désigne I'événement "on obtient 6 aux n
premiers lancers”, on montre que

1

P(T|S)) = ————
(T15n) 1+ (1/3)"1
On en déduit en particulier que

lim P(T|S,) = 1.

n—o0
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Indépéndance Stochastique age @ .

Indépéndance Stochastique

A€ Aet B € A sont indépendants si :
La réalisation de I'un n’influe pas sur la réalisation de I'autre.

P(A|B) = P(A) et P(BJA)=P(B)= P(ANB)=P(A).P(B).
Définitions.
O Des événemnts (A;) sont dits deux a deux indépendants si
et seulement si :

Vi j, i #j,P(A;iNA}) = P(A;).P(A))

Q@ m événements A;, As,..., A, sont indépendants si :
vic{l,...,m} P <ﬂA,-) = [ P(4)
iel icl
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Remarque

-Attention. Il ne suffit pas que

n
P(ANAN...NAy)=]]P(A)
pour que les événements soient indépendants.

Exemple : Soient A, B et C trois événements. lls sont
mutuellement indépendants ssi :

o P(AN B) = P(A)P(B)
o P(AN C) = B(A)P(C)
e P(BNC) =P(B)P(C)
o P(AN BN C) = P(A)E(B)B(C)
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Indépéndance : Tirage avec ou sans remise

Les tirages avec remise (non exhaustifs) ou sans remise (exhaustifs)
illustrent bien les notions d'indépendance et de dépendance.

Soit une urne contenant n boules rouges (R) et N — n boules
blanches (B). On cherche la probabilité de tirer deux boules rouges.
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Indépéndance : Tirage avec remise

Soit :

R1="obtenir une boule rouge au premier tirage",

R>="obtenir une boule rouge au deuxiéme tirage"

Ici les tirages sont indépendants puisque la composition de I'urne
reste constante au cours des tirages.

P(R2|R1) = P(R?).
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Indépéndance : Tirage sans remise

La décomposition de |'urne évolue au cours des tirages :

n = n

Apres le premier tirage d'une boule rouge, il reste (n — 1) boules
rouges sur (N — 1) boules au total. Donc

n—1 - n
N1 et ]P’(Rz‘Rl)— N_1

On calcule ensuite P(R,); on retrouve une expression semblable
avec |'application du théoreme de Bayes.

P(Ra|Ry) =

P(Ry) = P(RiNR2)+P(RiNR,) = P(R)P(R| R )+P(Ry)P(R2|Ry) =

2|=

Conclusion : P(Rz2|R1) # P(R2) Les tirages sont dépendants.
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Indépendance et incompatibilité

Ne pas confondre indépendance et incompatibilité

P(ANB)#0=A et B compatibles,

ils pourront étre dépendants ou indépendants.

L'indépendance est une notion qui dépend de la probabilité.
Elle s’exprime donc dans (9, A4, P),

alors que I'incompatibilité est la disjonction des événements.
Elle s’exprime donc dans (£, A).
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Tirage avec ou sans remise

Indépéndance Stochastique

(Compatibles et indépendants).

A="aimer la musique”

B="vivre a la campagne”.

A et B sont compatibles, donc P(AN B) # 0

(on peut a la fois aimer la musique et vivre a la campagne).

A et B sont indépendant (I'apport d'information sur la réalisation
de A (ou B) ne modifie pas la probabilité de réalisation de B (ou
A),

et donc P(AN B) =P(A)P(B).
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Tirage avec ou sans remise

Indépéndance Stochastique

(Incompatibles, sont-ils dépendants ou indépendants ?)

Supposons que P(AN B) = 0 (incompatibles) et que P(A) # 0 et
P(B) # 0.

Alors, puisque

P(A|B) = % — 0+ P(A).

Les deux événements sont donc dépendants.
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