Thermodynamique QEI — Phénoménes de Transfert 2017 — 2018

Devoir surveillé — Diffusion Particulaire — Corrigd?

PREMIERE PARTIE : QUESTIONS DE COURS

1. Le flux élémentaire de particules d¢,, au travers un élément de surface dS est :

dén = ju - dS (1)
La dimension du flux élémentaire de particule est [d¢,| = s71 .
2. La définition du flux de particules ¢,, a travers une surface S est :

o= -

La dimension du flux particulaire est [¢,] = s~
3. La dimension du vecteur densité surfa(:lque de courant particulaire est :

~—

] = [6aldS] " =m2. 57! (3)

4. Pour faire un bilan de matiére, on considére un volume V fixe, délimité par une
surface S qui contient dN particules et on exploite la relation :

dN
b= =2 (1) (4)

ol ¢, est le flux de particules sortantes (on oriente la normal sortante a la surface ds
vers l'extérieur). On évalue le flux sortant a travers la surface S

- Sﬁ-dﬁ—///y(ﬁj‘n’)m

ot 'on a utilisé le théoréme de Green-Ostrogradsky. D’un autre coté, on a :

d];—p:% V//vn(?,t)dr} ://Vg—z(r Hdr

Ainsi, I'Equation s’écrit :

// Vgt = ///
///{v o0+ )
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soit :
dr =0




L’Equation précédente est indépendante du volume V et de 1’élément de volume dr.
Ainsi,
an N — —

W t) =~ i) )
5. La Loi de Fick s’écrit :
Jn(7,t) = =DV n(7,t) (6)
La dimension [D] du coefficient de diffusion D est
= - S

oll on remarque que [6)71] =m™*
6. Pour obtenir 'Equation de diffusion, on injecte la Loi de Fick — voir I’Equation @

— dans ’'Equation de conservation de la matiére — voir Equation . On obtient :

on

G0 = Vg =-Y. <—DVn(r,t)>
= DV -Vn(r,t) = DAn(7,t)
On obtient donc :
8” — —
E(r,t) = DAn(r,t) (7)

SECONDE PARTIE : PROBLEME A SYMETRIE SPHERIQUE

Bilan de matiére —
1. On note dV le volume de la coquille sphérique creuse de rayon r et d’épaisseur
dr, délimitée par deux sphéres S, et S,..4. de rayon r et r + dr, respectivement. La
premiére méthode consiste & calculer le volume par intégration dV = || fc squille dr avec
dr = 1" sin Odr'd0dy

r+dr T 27
v = /// 7' siner'd@dgp:/ T’er’/ sin@d@/ dp
coquille r 0 0

On trouve :

T’S r+dr i . Am \ \
v = = [—cosd]g [ely” = 5 ((r +dr)* =)

T

On utilise la Formule du binéme de Newtorf| pour n = 3. Comme (r + dr)® =
r3 + 3rdr 4+ 3r(dr)* + (dr)3, on trouve :

av = 4% (3r%dr + 3r(dr)* + (dr)?)

4
= 4rridr + 47 (dr)® + ?ﬂ(dr)?’
= dmr?dr + o(dr)

3La Formule du binéme de Newton : (r+ s)" =Y, (})r" *s*, avec (}) = ﬁlk),
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Au premier ordre en dr, on obtient dV = 4nridr.

Autre méthode : on sait que le volume d’une sphére de rayon r s’écrit : V(r) = %71’7“3.
On adont dV = V(r+dr)=V(r) = 37 [(r + dr)* — (r)?] = dmr2dr+47r(dr)?+ 5 (dr)?.
Donc, au premier ordre, dV = 4mr?dr. Ce résulat s’éxplique en prenant la différentielle
de la fonction du volume d’une sphere en fonction de son rayon dV(r) = d (3mr®).
Ainsi :

dV(r) = %ﬂ'd (r%) = %lﬂ' (3r%dr) = Amr*dr

2. Les expresions de dN(t) et dN(t 4 dt), le nombre de particules contenues dans le
volume dV a l'instant ¢ et a I'instant ¢ + dt sont :

{ dN(t) = n(rt)dV (8)
AN (t+dt) = n(r,t+dt)dV

Soit, avec dV = 4mr?dr, on obtient :

dN(t) = n(r,t)4dnxr?dr (9)
AN(t +dt) = n(r,t+dt)dnridr

3. La variation (62N )rempora A1 MOMbre de particules dans la coquille sphérique dV
entre les instants t et ¢ + dt est donc :

(0°N) dN(t+dt) — dN(t)

= n(r,t + dt)dwr?dr — n(r,t)dnridr
= (n(r,t+dt) — n(r,t)) 4mridr

temporel

On utilise un dévelopement de Taylor au premier ordre : n(r,t + dt) = n(r,t) +
91 (r,t)dt + o(dt). Ainsi,

(6°N) = 471'@(7“, t)ridrdt (10)

temporel at

4. Les flux élémentaires do.(r,t) et dos(r + dr,t) au travers un élément de surface
dc|g,, dans un plan paralléle au plan (eq, €,),

doe(r,t) = ju(r,1)-dola, an
dpy(r+dr,t) = ju(r+drt)-ddle,

5. Le flux ¢.(r,t) & travers la surface d’entrée S, est :

bu(r,t) = # Fu (1) - d7 g (12)

On a ﬂ(r, t) = jn(r,t)e,; ainsi que do' g, = r?sin OdOdye, .

Pe(r,t) = # Ju(r, t)r? sin dOdyp

T

= jn(r, t)r2# sin 6dfdy
Sr

™ 2m
= jn(r, t)r2/ sin 0d9/ dp
0 0
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Comme [ sin0df = [—cos0]f = 2 et 0% do = [p]2™ = 2, on obtient :
Ge(r,t) = jn(r,t)dmr? = 5, (1, 1)S, (13)

Le flux ¢s(r + dr,t) a travers la surface de sortie S, 4, est :
bu(r + dr 1) = # i+ drt) - di o, (14)
Sr+dr
On a Jj, (r + dr, t) = jo(r + dr,t)e; ainsi que dd'|p, = (r+ dr)?sinfdfdype, . Ainsi,

Gs(r +dr,t) = Jn(r 4 dr,t)(r + dr)?sin 0dOdep

5’r+dr

= Ju(r+dr,t)(r + dr)? # sin 0dfdp

fﬁ” o
= Ju(r+drt)(r+ dr)Q/ sin 9d9/ dp
On obtient : 0 :
Gs(r +dr,t) = jo(r +dr,t)dn(r + dr)* = G, (r + dr,t)S,ar (15)
6. Pour le bilan spatial, on utilise :

ANr) = ol t)dt
{ dNg(r+dr) = ¢s(r+drt)dt (16)

L’expression de la variation de particules (§2N) dans le volume dV s’écrit :

spatial

dN(r) — dNs(r + dr)
= ¢e(r,t)dt — ¢s(r + dr,t)dt

= # j_,;(r, t)-dole, — # ﬁ(r +dr,t)-doe,, | dt
T Sr+d'r

(3°N)

spatial

En utilisant le calcul de ¢, (r,t) et ¢4(r + dr,t) donnés par les Equations et (15),

respectivement, on trouve :

(6°N) [n(r, t)dmr® — jo(r + dr, t)dn (r + dr)?] dt

[in(r, ) — 4o (r + dr,t)(r + dr)?] 4ndt

spatial

On introduit la fonction g(r,t) := j,(r,t)r>. En particulier, g(r + dr,t) = j.(r +
dr,t)(r + dr)?. Le developement de Taylor au premier order s’écrit g(r + dr,t) =
g(r,t) + %(r, t)dr + o(dr). Ainsi,

(6°N)__ = —dm (g(r,+dr,t) — g(r,t)) dt = —477?(1", t)drdt
spatia r

Finalement :

(N, = —dn % () t))) drdt ()
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7. A partir du bilan temporel et du bilan spatial, on donne I’Equation de conservation
de la matiére. En identifiant I’Equation et ’Equation , on obtient :

on 9 B 0 5.
47?5(7“, tyredrdt = —47TE (r%4n(r,t)) drdt

Soit :
M) = — (% (r2jalr, t))) (18)

8. On introduit op et op le nombre de particules produites et détruites par unité de
volume et de temps, i.e. [op] =m™-s7! et [op] =m™> - s, respectivement.
Le bilan temporel reste inchangé.

(52N) temporel = 471-88_7;(7/.’ t)Terdt (19>

Pour le bilan spatial on obtient :

(6°N) = dN.(r) — dN(r + dr) + dNp — dNp

spatial

On a dNp = opdrdt et dNp = opdrdt. On note ¢ = op — op donc dNp — dNp =
odVdt. Finalement,

(0°N) i = Gelr,t)dt — o5(r + dr, t)dt + odVdt
- # G (1) - dels,y — # G+ drt) - 43 lg | dt + oVt
ST Sr+dr
Ainsi,
0
(52N)spataa| = —47 (E (%) (r, t))) drdt + o4nridrdt (20)
Finalement, ’équation de conservation de la matiére :
on 1 /0 ,,.
S0 =% (5 (%i00) ) o 1)

Equation de diffusion .
9. La définition intrinséque de l'opérateur gradient V d’une fonction scalaire est
donnée par la formule df = V f - dOM .
10. La différentielle de la fonction f = f(r,0, ) est donnée par :
of of of

df = Grdr+ 5580 + 55 (22)

Dans un second temps on sait que dOM = dre, +rdfeg +rsinfdype, . Le gradient se
décompose dans la base (e, €9, €,) selon V f := G,e, + Goeg + Gpe,. Ainsi

Vf-dOM = G,dr + Gordf + G rsin fdg (23)



En identifiant ’Equation avec 'Equation , on obtient :

of 10f 1 of
G, = = G G, = —=
or T o0 Y rsinf 0y
On en déduit : 5 10 _
V=t — -— +eé, — 24
v=e 8r+69 89+€¢rsin98g0 (24)
11. On utilise la Loi de Fick, j, (F,t) = —DVn(7,t). Dans le cas ou la densité

particulaire n(r, t) et le vecteur densité de courant particulaire j, (r,t) ne dépendent
pas des coordonnées 6 et ¢, la Loi de Fick s’écrit :

Jn(r,t) = =DV n(r, t) (25)

avec j, (r,t) = ju(r, )&, (ici ju(r,t) dénote la valeur algébrique du vecteur densité de
courant j, (r,t)). Le gradient s’écrit Vn(r t) = 2%(r,t)e,. Ainsi,

Jn(r,t) = —DZ—Z(T, t) (26)

12. On injecte la Loi de Fick (voir Equation (25])) déduire 1’équation de diffusion. On
note 6 = op — op

on
S = % (5 R ))+a
S

g—;’( = [ 282 )}—i—a (27)

13. Dans le cas du régime permanent, on a n(r,t) = n(r), soit 2%(r,t) = 0, et donc :

2[i (v50)] -

14. On utilise I'Equation de la diffusion :

on
E(rvt)

Dans le cas d’un probléme & symeétrie sphérique, n (7, t) = n(r,t). Le Laplacien scalaire
s’écrit :

19 ([ ,0n 1 0 on 1 n
An(rt) = =2 (297 9 (Gne™ o
n(r,?) r2 or (T or (r, t)) T e 00 (Smgae (r t)) T g Dp? (r;2)

et comme 22(r,t) = ?—Z(r, t) =0, on obtient :

On obtient

— DAn(F,t) + o (29)

An(rt) = L9 <r2@(r, t)) (30)



Ainsi, en utilisant I'Equation , I’équation de la diffusion s’écrit :

on Do ( ,0n
“(rit) = = — —(r,t 31
0 =S (P50 +o (31)
Dans le cas du régime permanent :
Dd [ ,dn
Z = - = — 2
r2dr (T dr (r)) g (32)
TROISIEME PARTIE : DUREE DE VIE
1. On ala relation dimensionnelle [D] = [(2][7]". Le temps caractéristique de diffusion

7, en fonction de la longueur caractéristique de la gravure en silicium ¢, ainsi que de
__E_
E . Tet Dyest: 7= EZ/D. En utilisant D = D.e *87T, on obtient
02 ? =B

F= = —eFsT 33
Do D ”

2. Le rapport r = 71/75 des durées de vie de deux microprocesseurs (dont les dimen-
sions de la gravure sont ¢; et /5 et les températures internes sont T} et T5, respective-
ment) est donné par :

2 2 B -1 0 \? E(1_
r= (_DloekBET1> (l)iekBETQ) — (é) ekﬁia(”fi le) (34)




