Fonctions de plusieurs variables

En premiére année on a étudié les fonctions f: R — R. La premiére généralisation est d’étudier les fonctions d’une
variable réelle & valeurs dans un espace vectoriel de dimension finie (R 2, R?3, par exemple C) ; on parlera de fonc-
tions vectorielles. La seconde généralisation sera de parler de fonctions définies sur une partie d’'un espace vectoriel
de dimension finie & valeurs dans R ou dans C, ou méme dans une espace vectoriel de dimension finie on parlera
dans ce cas la de fonction de plusieur variables.

Si f est une application d’une partie de R™ a valeurs dans RP on rencontre les cas particuliers suivants :

e n=1et p=2oup=3donc f est une application de I C R dans R?oulR?, on peut interpréter
fit)y= ( f1(t), fa(t), f3(t) ) comme les coordonnées d’un point, il s’agit d’une courbe paramétrée, ou comme les
coordonnées d’un vecteur.

e n=2oun=3et p=1 4 un point de coordonnées z = (1, x2) par exemple on associe un réel f(z) :
c’est un champ scalaire.

e n=2oun=3et p=2ou p=3 a4 un point de coordonnées = = (x1,22) on associe un vecteur f(x) :
c’est un champ de vecteurs.

I. Espaces vectoriels normés (E.V.N.)

Soit E un K espace vectoriel. K=RouC.

I.1. Norme et distance

Déf 1 : On dit qu'un K espace vectoriel est normé ssi on a défini une application de F dans Ry noté ||.|| telle que :

) E 7 R

7 ||z vérifiant les 3 axiomes suivants :
1. VzeE,|z]|=02=0

2. VeeK Ve e E || x| =|A| ||z
3. Vo, yeE lz+yl <z +yll

Une application vérifiant les 3 axiomes précédents s’appelle une norme.

Conséquence : Vo, y € E | ||z|| — |ly[| | < ||z — y|| = I'application norme est 1-lipschitzienne

et donc elle est continue sur F.

Démo : Ve cEx=z—y+y=|z|=|z—y+yll<|lz -yl +]yl
= ||2]| = [lyll <1 llz = yl|
y=y—zt+z=yl=ly -zt <[y -z +|z]=lz -yl + =]
=yl = llzll <zllz = yll

Let 2 = ||lz| = [lylll <[z -yl

Def 2 : On appelle espace métrique ou espace métrisable, un ensemble d’éléments appelés points,

EXE*)R+

sur lequel on a défini une distance d. d: (z,y) — d(z, y

) d vérifie 3 axiomes :
1. Ve, yeE, d(z,y)=0=x=y

2. Vax,y€eE, d(z,y)=d(y,x)

3. Va,y,z€ E,d(x,z)<d(x,y)+d(y,z) inégalité triangulaire

1.2. Distance associée a4 une norme

Soit F un K e.v.n. (espace vectoriel normé).



A la norme ||.|| de E on associe une distance d de la maniére suivante :
d:ExE—R
(z,y) = d(z,y) =z —y|
d est-elle une distance ?
1) Va,yeE,d(z,y)=0<|z—y||=0c2r—y=02=y
) Vr,y e E, d(z,y) =l —yll =y -zl =d(z,y)
F)Va,y,2€E, d(z,z) =z -z =z —y+y -zl <[z -yl +ly — 2| =d(z, y) + d(y, 2)
Donc d est une distance.

Propri¢tés : VA€ K, Vo, y€ E d(Az, \y) = ||[Ax — Ay|| = ||A (x — y)|| = |\ d(z, y)
Ve,y,z€Edz+y,z+y)=lr+y—(z+y)ll=lz—z[=dx,>2)

Exemple : ||.|loo: ?:}ﬂzﬁp £ E = e.v. de fonctions continues sur [0,1] & valeurs dans RR.

te0,1]
Norme dite de convergence uniforme ou la norme infinie.
L [[flle=0¢ Sup |f(t)|=0=Vt€[0,1]|f(t)|=0carVt€[0,1]0<|f(t)| < Sup |f(t)]
te0,1] t€(0,1]

<Vtel0,1] f(t)=0
< f=(0) fonction nulle sur [0, 1]

2. VAERVfEE|[Aflla= Sup [Af(t)[= Sup (|A[f(t))=IA| Sup [f(t)|=[A]]fle
te[0,1] te[0,1] te[0,1]

3.V 9€E[[f+glloo<z [ flloc+ 9]l
vte[0,1]]f(t) + 9@ <[f@®)]+[g9(@)] < Sup [f(E)|+ Sup [g(t)]=fllcc + [[glloc (constante)
te[0,1] te(0,1]

On a alors démontré Vi € [0,1] | f(t) + g(¢)| < A= Sup |f(¢)+ g(t)| <A
te[0,1]

Clest a dire : [|f 4 glloo <[ flloc + gl

I1.3. Normes équivalents

Def : Soient Njet Ny deux normes de 'e.v.n. E

N est équivalente a Ny ssi 33> 0 tq Vo € E, aNi(z) < No(z) < BN, ().

Si E=R™ alors on définir les trois normes équivalents usuelles : == (z1,...,2z,).
R"— R R™— Ry R"— Ry
Ni: T I—>N:_(:L'): Sup |z » Na: N, 0 Ns: -
oien z = No(w) = [ > a3 z — Na(x) = |ai]
i=1 i=1

(norme euclidienne)

1.4. Boules, sphéres

Soit (E,|.||) evn. ;a€ E, reR:
Def : On appelle boule ouverte de centre a et de rayon r et on note B,(a,r) 'ensemble :

Bo(a,r)={z € E,d(a,z)<r}
B¢(a,r)={x € E,d(a,z) <r} boule fermée de centre a et de rayon r.
S(a,r) ={x € E,d(a,x)=r} sphére de centre a et de rayon r.

1.5. Voisinages, ouverts et fermés

Voisinage : Un voisinage de a dans I’espace métrique (F,d) noté V(a)

est une partie de E contenant au moins une boule ouverte B,(a,r).



Def 2 : Un espace est dit séparable ou séparé ssi Va,be E,a#b,3V(a)et IV (D) tqV(a) NV (b) = 2.

Exemple : Un espace métrique est séparable.

En effet, soit a,b€ E avec a# b on choisit V(a) = B,(a, d(‘z b)) ; et V(b) = B,(b, @).
Supposons qu'il existe € V(a) NV (b) alors d(a, ) < M et d(b, z) < @ or d’apres l'inégalité triangu-
laire d(a,b) < d(a,z) +d(z,b) < @ + M =d(a,b) < M ce qui est impossible donc V(a)NV (b) = 2.

Ouverts : O est un ouvert de (E,||.||) < O est voisinage de chacun de ses points < Ve € O,3B,(x,r) CO.

En particulier @ et E sont des ouverts de E.

Fermes : F est fermé de (E, ||.||) ssi CgF (compiément de F dans E) est un ouvert de E.

Propriétés : Une intersection infinie d’ouverts n’est pas un ouvert.

En effet ﬂ ( |- %, %[ ) ={0} et {0} n’est pas un ouvert car son complémentaire dans R est
neN *
] — 00,0[U]0, + oo[ n’est pas un fermé de R (c’est un ouvert).

I.6. Intérieur et adhérence

1.6.1. Intérieur

Def : Soit P une partie d'un e.v.n. (E,|.||). On dit qu'un point a de E est intérieur & P ssi P est un voisinage de a
c’est a dire ssi 3r >0 tq Bo(a,r) CP.

L’ensemble des points intérieurs a P est appelé intérieur de P et on le note P.

Remarque : P peut étre, par exemple P={a}= P=0.

Théoréme : L'intérieur de P est le plus grand ouvert (au sens de l'inclusion) contenu dans P donc PCP.

Démo : P est un ouvert de (E,||.||) < P est voisinage de chacun de ses points (prouvons-le).

Soit z € P, par définition z est un point intérieur a P donc il existe Bo(z, 1) tq By(z, ) C P mais la boule
ouverte est un ouvert (voir TD) = Vy € Bo(z, ), IBo(y, ) C Bo(x, ) C P d’ou Vy € By(x, r), y est un point
intérieur a P, c’est a dire B,(z,r) C P ainsi P est un ouvert.

P est le plus grand ouvert inclus dans P, en effet soit O un ouvert quelconque inclu dans P est-ce que
OcP?

La réponse est oui, méme démonstation que précédement en remplagant B,(z,r) par O.

Théoréme 2 : Une partie P de E est ouverte ssi P = P.
Demo : Soit P ouvert alors on sait que PCP.

Mais P est le plus grand ouvert inclus dans P et comme P est ouvert alors P C P donc P="P.

Exemple : E=1R, les ouverts de R sont des intervalles ouverts de R.
|1,2[ est un ouvert de R, [2,3] fermé car [2,3]°=] — 00, 2[U]3, + 0.
[1,2[ n’est ni un ouvert ni un fermé de R.
SiA=[a,b]=A=]a,b] ; A=[1,2[=A=]1,2] A=]1,2[=A=A

SiA=Q= A= en effet si z € Q < @Q voisinage de z < QQ contient au moins un intervalle de centre z et de
rayon r >0 c’est a dire | —r,z +r[ C Q ceci est impossible car il existe des irrationnels dans |z — 7,z + 7|
=lr—r,x+7r[¢ Q.

De méme A:]R\(th‘i:@.

1.6.2. Adhérence




Def : Un point ade E est dit adhérent a une partie de P de E ssi tout voisinage de a rencontre P.
On note V(a) 'ensemble des voisinages de a d’out a est adhérent & P<VYveV(a), vN P+ @.
Def : L’ensemble des points adhérents 4 une partie de P est dit adhérent ou fermeture de P et on le note P.

Théoréme :
1. L’adhérence de P est le plus petit fermé contenant P.

2. Une partie de Pde E est fermé ssi P = P.

Exemple : E=R ; |a,b[=[a,b] ; ]a,b]=]a,b]
N =N en effet soit 29¢ N alors In € N tq n <xo<n+ 1 alors Ja>0 tq Jzo—a,z0+a[NN=2 = xo¢ N.
De méme Z =7.
Q=R en effet soit o ¢ Q Ve >0, |zg—¢c,20+e[NQ+# T = 19€ Q. On dit Q) dense dans R.
De méme R\Q =R.

II. Suites d’un espace topologique

Soit (E,d) un espace métrique.
II.1. Def:
1. On appelle suite d’'un R e.v.n. (E, ||.||) toute application de N dans F et on la note (zp)nen-
2. On dit qu’une suite (2, )nen est bornée ssi IM >0 tq Vn €N, ||z, || < M c’est a dire z, € B,(O, M).
3. On dit que la suite (z)nen converge vers [ ssi Ve>0, IngeN/Vn=ng,|z,—1|<e.
<V By(l,e), IngeN/Vn=ng,x,€By(l,¢)
<SVVeV(l),IngeN/Vnz2ng,x, €V
Remarque : Si on a défini une distance d sur E alors (x,),en converge vers [ ssi

Ve>0,3ngeN/ Vn=ngd(zy,l)<e, Cclestadire d(x,,l) — 0.

n—-+oo

Def : Soit l € E'; (F, d) espace métrique, on dit que [ est valeur d’adhérence de la suite () ssi :
o Ve>0,{neNtqq(x,,l)<ec} est infini

o VYWeV(l),{neNtqx,€V} est infini

I1.2. Propriétés de la limite

Théoréme : Si une suite (,)nen de (E,d) admet une limite alors cette limite est unique.

Démo : E est séparé donc Va,be E, AV eV(a)et W eV (b), tqVNW =2.

avec a#b

Supposons que xz, — aetx, — b aveca#b.
n—+oo n—+oo

Mais 952:03: Ini €N/Vn>ny, 2, CV N Vn > Sup(ni,ng) alors 2, € VNW
Tn—b=Iny e N/Vn=ny, 2, CV contradiction avec VNW =g.

n——4oo

Donc nécessairement a = b.

Théoréme : Si  lim  x, =a alors a est I'unique valeur d’adhérence de (z,,)nen-

n——+oo
Démo: Ona lim a,=aalors VVeV(a),Inm eN/Vnzny, x,€V
noee Ve, I eN/Vn=ng,d(xy,a)<e

<=Ve>0,{neN/d(x,,a)<e}estinfini
& aest une valeur d adhérence de (z,)nex



Soit b une autre valeur d’adhérence de (x,)nen avec a#£b alors VW € V(b), {n € N/x, € w} est infini. (*)
Or FE est séparé, c'est a dire VV e V(b)) tq VNI = 2.

Mais on sait que pour n >nq, x, €V (car z, - a) = pour n = Sup(n,nz) on aura x, € VNW impossible
n—-—+oo
car VNW=g.

(*) implique pour n > no, z, € W.

I1.3. Relation entre les différents emplois du mot adhérence

Soit A une partie de (E, d) métrique.

Soit B = {valeurs d’adhérence de toutes les suitres de A}

Soit C' = {limite des suites convergentes de A}

Alors A=B=C.

Corollaire : A est fermé (A = A) ssi pour toute suite de points de A qui converge dans E, sa limite appartient a A.

Exemple d’application : Soit E=R, A=Q.

Soit (5 )nen une suite d’éléments de Q.

Tn=1+1+4g+5+.+o

—+ oo
: . 1,1 1 1
Or ngrfoo zn:nEToo(l 1+ g+ +my) :ngom:e.

Or e € Q= Q n’est pas un fermé de R.

III. Limite

Def : Soit f définie sur A C F e.v.n. et soit a€ A .
On dira que f admet la limite ! pour x tendant vers a ssi Ve >0,3n>0,Va € A,z € B,(0,n) = f(z) € B,(l,¢).
Cette définition peut se traduire en terme de distance ou de norme :

lim f(z)=leVe>0,an>0/Ve e A, ||lx —al <n=|f(z) —1| <e.

r—a

Théoréme : Une fonction f & valeurs dans R? a pour limite [ = ({1, ...,1,) quand z—a

ssi les fonctions composantes f; de f ont pour limite /; quand x — a.

E—RP
v f(x)=( fi(z),..., fp(z) )

Choisissons la norme euclidienne.

Ona | f(z fznf,/ (filz \/p Sup (fi(x) —1)2=/p Sup |fi(x) — 1.
i=1 1<z<p 1<i<p

Supposons que pour tout i € [1, p], lim fi(z)=1; dou Ve >0tqVr € A, ||z —a| <ri=|fi(x) =] < %.

Démo : f:

Soit r=inf f(r;) douVe>0,IrtqVr e A, ||z —al||<r=|f(z)—1|| </pSup|fi(x) — ;| <V,

1<i<p %
= lim f(z)=I. Supposons que lim f(x)=1 alors on montre que lim f;(x)=1;

r—a

On sait que Ve >0,3rtqVae € A, ||z —a|| <r=||f(z) = 1| <e

P
douVe>0,IrtqVz €A, |z —al|<r=Vie[l,p], |fi—L|< /> (fi(z) = 1)?=|f(z) =] <e= lim fi(z)=1;

1=1

R?2—-R

f:fo(z):(fl(z) fata) ) avect€ER=>T= (21 2> =3).

fi(z)=af+ 23— 3
fo(z) =In(1 + 2% + 23)
lim f(z) = ( lim f1(@) Jim o) )=(0 0 )

x—0

Exemple :



IV. Continuité

IV.1. Def 1 : Soit f définie sur A et a € A.

On dit que f est continue en a ssi lim f(x)= f(a)
Tr—a

Clest a dire Ve >0,3u>0tqVz € A, ||z —al| < u= || f(z) — f(a)] <e.
Def 2 : f est continue sur A ssi elle est continue en tout point de A.

Théoréme : f est continue en a ssi pour toute suite (z,)nen d’éléments de A convergeant vers a, la suite
(f(zn))nen converge vers f(a).

Démo : Supposons f continue en a. Soit (2,),eN une suite convergeant vers a € A, d’ott on a :
1. Ve>0,3In>0/Ve € A ||z —al <n=|f(z) — f(a)]| <e continuité de f en a.
2. ¥e>0,3Ing e N/¥n>=ng ||z, —al|<e (la suite (x,)nen converge vers a)

Si e=mnalors Ing € N/Vn > ng ||z, —al| <e=||f(zn) — f(a)]| <e c’est a dire lim f(x,)= f(a).

n—oo
Réciproquement on la prouve par contraposition :
Supposons que f ne tende pas vers f(a) quand z — a.
Alors 3e > 0,Vn>0,3x € Atq ||z —al| <net | f(z) — fla)|| Ze.

11 1

Prenons pour 7 les valeurs successives 1, 7, Freea e

On va construire ainsi une suite (z,),en vérifiant :

|lz1—al| <1 cest adirexs € B,(a, 1) tq f(x1) ¢ Bo(f(a),e)
|z — all <% c'est a direxy € B,(a, %) tq f(z2) & Bo(f(a),€)

|2 —al| < clest a direz,, € Bo(a, =) tq f(wn) ¢ Bol f(a), )

On va construire une suite (x,)nen qui converge vers a et telle que (f(zy))nen+ ne converge pas vers f(a).

Remarques :

1. Toute application de R™ — R qui est une fonction polynomiale de n variables est continue.

E 1 'f']R3_)]R
Lxemple : N,y 2) 4222y + Pty

2. Toute fraction rationelle est continue sur toute partie de R™ ou son dénominateur ne s’annule pas.

R?®—R
z2 + y?2

Exemple : f:
(%yaz)'—’m

Exemple :
f(0,0)=0

_ wy? .
. Soit f:R?— R définie par { J(@,y) = si (w, ) £ (0,0)

Tous les chemins ménent & Rome : il existe une infinité de chemins pour approcher de O : on peut emprunter la premiére
bissectrice, la parabole comme un tobogan. Pour s’en sortir on utilise les majoratioms.

Montrons que f est continue en (0,0).

2 Yy Yy _ :
OnaV(z,y)eR*0<|f(z,y)|= |w2+y2| = | 157 S || (m,y)j?O,O)O_ £(0,0) = f est continue en (0, 0).
Autre fagon : Utiliser les coordonnées polaires : L=reos 9.

y=rsinf

_ reos(0) 72 sin?(9)

r2

= f(z,y) =r cos(f) sin(0)



=0<|f(z,y) F|rcos(9)sin?(9)| < 0= f(0,0) = f est continueen (0, 0).

ro —
(r,0)—(0,0)

Ty

2. Soit f:RR?— R définie par { Hey) =g igsu (@9 # 0,0

f(0,0)=0
2 3 3
Siy=—a®: f(,a?) = 2 = 2B 0= £(0,0).

Siy=z: f(z,0)= 025 = AN SN 0= £(0,0).

.z2+z2 2_12_5(%&0)*)(010)
= f n’est pas continue en (0, 0).
Autre fagon :
Soit la suite (v,)nen définie sur R? par v, = (%, %) On a alors lim v,= lim (% %) =(0,0).

11 n—-+oo n—-+oo ’
De plus f(vn) = f(=,2) :%: f(vn) —~ 0= f(0,0)= f n’est pas continue en (0, 0).
non 2 n— —+00

JNESEEES)

IV.2. Continuité uniforme

Def : (E,d),(f,d) deux espaces métriques

f:E— F est uniformément continue sur F ssi Ve >0,3n>0,Va,z' € E, d(z,z") <n=4(f(z), f(z')) <e.

R,CIIIHTQHC .

1. Si f est uniformément continue sur E alors f est continue sur E.

Rappel : f est continue en un point zo<=Ve>0,3n>0,Ve e E | d(x,zo) <n=0(f(z), f(x0)) <e.

Si f est uniformément continue sur £ alors Ve >0,3n>0,Vz,2' € E , d(z,z') <n=90(f(x), f(z')) <e.
I suffit de fixer ' =20=Ve>0,3n >0,V € FE , d(z,x0) <n=35(f(x), f(x0) <e= [ est continue en z.

R— . . , .
2. f: f est continue sur R mais f n’est pas unformément continue sur R.
x> 2

Démo : Supposons f uniformément continue sur R alors
Ve>0,39>0/Va,2'€R |z —a/| <n= |22 — 2| <e.
Or |22 — 2| =|(z — 2/)(x +')| on pose z =z’ + h alors 2% —2'°| =|h (22" + h)|.
Donc si f était uniformément continue sur R on aurait Ve > 0,37 >0/Va' € R dés que |h|<n

=1h(22'+h)|<e sih>0=Vz'eR h>n=2'< (%fh)% impossible.
= f ne peut pas étre uniformément continue sur R.

-]

ef : f est une isométrie ssi Vo, 2’ € R, d(z,z)=46(f(x), f(z')).

-]

ef : Soit f:(E,d)— (F,0) est dite lipschitzienne ssi Ik >0tqVa, 2’ € E, §(f(z), f(z) < Kd(z,x').

Si K €]0,1[ alors f est dite contractante.
Théoréme : Une application lipschitzienne est uniformément continue.
Démo : Montrons que Ve >0,3n>0,Vz,z' € E, d(z,z') <n=0(f(z), f(z') <e.

On a par hypotheése Va,z' € E 6(f(z), f(z')) < Kd(x,z').

Pour réaliser 6(f(x), f(x')) <e il suffit de réaliser K d(z,z') <e ou d(x,z') < —.

Soit € > 0 et choisissons n:% alors on aura Ve >0, n:%, Ve, o' e B, d(z,z) <% = Kd(z,z)<e
=6(f(z), f(2") < Kd(z,z')<e = f est uniformément continue sur F.

Théoréme : Soit f:IR — R, si f est dérivable et de dérivée bornée (c’est a dire AM >0tq Vx e R |f'(z)| < M)
alors f est lipschitzienne.
Démo : Le théoréme des accroissements finis donne :

VZL',SC/G]R |f(x) . f(z/)| g |1, _ 1,/| |f/(§)| aVeCé c (:C,:C/) . intervalle de x & x’, mais on ne sait pas qui est

le plus grand donc on ne met pas les crochets.

=Vr,z'cR |f(z)— f(2')| <M |z — 2’| = f est lipschitzienne.



V. Espaces compacts

V.1. Recouvrements

Soit E un ensemble quelconque ; I un sous ensemble de N ; Soit (X;);c; une famille de parties de E c’est a dire
Viel, X;€P(E).

(Xi)ier une famille de parties de E est appelée recouvrement de E ssi E= |J X.

Si JCI;si(X;)ies est un recouvrement de E alors (X;);c est appelé recéifzrement extrait.

(Xi)ies est un recouvrement fini ssi J est fini.

1°) (X;);e s est unrecouvrement de £

E espace topologique. (X;);ecs un recouvrement ouvert de E ssi { 2°)Vi € I X; est un ouvert de £

V.2. Espace compact

Def : (E, 6) espace topologique.

1°) E est séparé.
2°) de tout recouvrement ouvert de E on peut extraire un recouvrement fini,

(E, 0) est compact ssi
c’est a dire: V(6;);er ; O;ouvertsiE= | 0; ; alors3J fini tq E= | 0;.

iel ied
Exemple : R n’est pas compact car soit 6,, =|n — %, n+ %[
OnaR= | b
nez

Si on enléve 'ouvert 0, alors R+ |J 6,= R ne peut pas étre recouvert pas un recouvrement fini extrait du
nez
n#ng

recouvrement de « départ ».

Def : Soit E un espace topologique séparé ; Soit A C E.
A est compacte ssi V(0;)icr ; 0; ouvert tq AC |J 6;; alors 3JfiniC I tq AC | 6;.
i€l ied
A est compacte ssi V(F});er ; F; fermé tq Aﬁ( 'Q]Fi ):@ ;alors 4J fini C T tq Aﬂ( _QJFZ' ):@.

Exemples :

1. Soit F un espace topologique séparé ; Soit (x,),en suite de points de E convergeant vers a € E alors
A= | {xn}U{a} est compact.
neN
En effet : Soit (6;);eq, une famille d’ouverts de E tq AC | 6;.
iel
Alors Jig/a € 8;,ouvert =60, € V(a)=3IngEn>ng, € b,
De plus 1 €601, 25€05,...,0,_1€0,_1 = U 6:u86;, D A= A est compact.

(nombre fini d’ouvert)

2. [a,b] compact de R (voir TD)



