0.1 Etude de convergence

Soit x, € R2. (x,)nen converge si et seulement si :
J(a,b) € RQ,nILIEO xn = (a,b)

Soit A € M2(R). On définit x,, par la récurrence :

Tn+1 = Az,

Montrons que P, : (Vn € N, z,, = A"x() par récurrence :

— Pour n = 0, nous avons

Trog = ono = IQ.IO = X0

— Supposons que P, est vraie. Par conséquent,
Tpp1 = Azp, = AA g = A" g

Ainsi, si (x,)nen converge, (Ay)nen converge vers ses points fixes, donc vers
les vecteurs propres de la matrice A.

Soient A\; € Sp(A) et Ao € Sp(A) tels que A\ # Ay et (A1, A2) € R?, et
{v1,v2} la base de vecteurs propres associés.

Alors Avy = A1, Avy = Agug, et {v1,v9} étant une base de R?,
Vz € R? 3(a,b) € R?, 2 = avy + by

On peut alors écrire :
T, = A"xq
& I(a,b) € R? z,, = A"(av; + buwy)
< F(a,b) € R? 2, = aA™ v + bA™ vy
& Ia,b) € R, z,, = a\vy + bAJwy

Nous étudierons la convergence de (x,)nen selon les valeurs de A1 et Ao

= Si|A1] < 1et | <1, (AP )nen et (AJ)nen convergent vers 0, donc
(zn)nen converge vers 0.



= Si|A1] > 1et A2l > 1, (AD)nen et (A§)npen divergent, donc (zp)nen

diverge.

Si A1l < 1 et |A2] > 1, (A])nen converge vers 0 et (AJ),en diverge,

donc (xp,)nen diverge.

= Si |\ = 1et |A2] <1, (A])nen converge vers 1 et (AJ),en converge
vers 0, donc (zy,)nen converge vers avs.

= Si |A1] = 1 et [A2] > 1, (A])nen converge vers 0 et (A5)pen diverge,
donc (z,)nen diverge.

Nous revenons aux portraits de phase des matrices étudiés dans le probléme
1-X 0
e = |1 P [ a- 06 -3 = s = g
2
Or, nous pouvons constater que les orbites convergent vers la droite
y = 2z, ce qui s’accorde avec le quatriéme cas.

: XF<X>:\ g |Fe-mG X s s = (3.2)

Or, nous pouvons constater que les orbites divergent, ce qui s’accorde
avec le troisiéme cas.




