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Introduction

La théorie de l'information trouve ses origines sld@s débuts des communications électriques. Leipretélégraphe
élaboré par S. Morse entre 1832 et 1838 a pernisahenuniquer n'importe quel texte a I'aide de signélectriques.

Dans le code de Morse chaque lettre de I'alphadigeprésentée par une séquence de :
— points (courant électrique de courte durée);

— traits (courant de longue durée);

— espaces (absence de courant);

On peut remarquer que dans la version définitiveatie la lettre "e”, la plus fréquente dans 'aigjlast représentée par
la séquence la plus courte : un seul point. A oigpieque, S. Morse n'avait pas fait d’analyse tlig@ipour arriver a
cette conclusion, mais plutdt des observations equgs. Son but en effet était de concevoir le detique la saisie d’'un
texte par un opérateur soit, en moyenne, la plpgleapossible. Aujourd’hui, la théorie moderne denmunication a
montré qu'il est possible de gagner a peine 15 % s de saisie par rapport au code de Morse.

Quelques années plus tard, une premiére lignerégdégjue est installée entre Washington et Baltangn enterrant les
cébles, S. Morse rencontre une nouvelle difficuli#& milieu dans lequel ces derniers se trouvefiensur la qualité de
transmission. En particulier, il remarque que gpérateur saisit trop vite son code, le signal estundéchiffrable. Les
points, les traits, les espaces sont confondus danseul signal d’intensité moyenne. Ainsi appal@iprobléme de
perturbations dues aux conditions physiques desitnassion de I'information et, comme condition denbe réussite, la
nécessité de limiter le débit d’émission de symbole

Bien plus tard, dans les années 1940, I'ingéniemnahématicien C. Shannon et le mathématicien &davweaver, ont

formalisé le processus de communication et dorméuéls mathématiques permettant de répondre aestipns posées
empiriquement par les premiers télégraphes. llpgsent en particulier, une représentation schémmtiy processus de
communication, connue sous le nom de paradigmender®n.

Perturbations
Source Emetteur Canal de Récepteur Destinataire
d’information G {codeur) | transmission (décodeur) o

Figure 1. Paradigme de Shannon

Ce modéle est unapproximation linéaire de processus de communioatjoi met I'accent sur les aspects purement
techniques de transmission d’'un message. On pauner ce modeéle de la fagon suivante :

1. La source d’information choisit un messdgeparmi un certain nombre de messages possibles.
2. L’émetteur transforme le message en sighabmpatible physiquement avec le mode de transonisshoisi. On dit
gu'il encodde message.

3. Le signalSest alors soumis a I'entrée d’un canal de transions
4. Lors de la transmission des perturbations peuwegrtvenir et transformer le signal envoyé. On @aitbrs déruit de

canalB.
5. A la sortie du canal, le signdd éventuellement entaché d’erreurs dues au bruits@smis au décodeur qui le

transforme en messadd lisible par le destinataire.
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Voici un exemple pour illustrer ce schéma. Imagigezin ami vous envoie une carte postale du liesedevacances. La
carte voyage sans incident jusqu'a la ville ou vhebitez. Le jour ou le facteur doit enfin vouspparter, il la fait
tomber par mégarde. Malheur ! Il pleut. L'enveloppéris I'eau. C’est ainsi que vous retrouvez laslgues lignes
écrites par votre ami a moitié illisibles. Allezapouvoir reconstituer le contenu complet du ngs8a

Dans cet exemple, Bource d’'informatiorest votre ami, et plus précisément, son cerveast €ncore lui qui joue ici le
réle de [émetteur en transformant ses idées en mots et ensuiteramidt les mots a l'aide de lettres de I'alphaket.
canal de transmissiorest ici représenté par les services postaux. l&ggitd causés par I'eau a la carte postale
représentent Ibruit de canal Les questions que I'on pourrait poser dans a#ti@tion sont les suivantes :

1. Y a-t-il un moyen de préparer le message de facéviter les désagréments causés par les erretirandenission et
garantir a I'arrivée la lisibilité du message ? Beemple, pourrait-on écrire avec une encre indélébC’est le probléme
decodage de source

2.Y a-t-il un moyen de transporter le signal dansdeal de maniére a limiter les perturbations ?eRample, protéger le
courrier dans des enveloppes imperméables ? @@sbbléeme deodage de canal

3. Comment évaluer l'incertitude que le récepteunrales contenu réel du message recu ? C'est le gmubldemesure
de I'information .

Ce modéle, certes trés simplifié, de la commuricatia servi de base dans le développement de tmighde
l'information & partir des années 1940. |l s'insd@ns une description plus générale, donnée pareW&Veaver, des 3
niveaux de problemes de communication :

Niveau 1 : Technique: Avec quelle précision peut-on transmettre jgatles de la communication ?

Niveau 2 : Sémantique Dans quelle mesure les symboles véhiculentidnification ?

Niveau 3 : Efficacité: Dans quelle mesure la signification recue ierfice-t-elle le comportement et I'action du
destinataire ?

La théorie de l'information s'intéresse uniquemaunk problémes du®1iniveau de communication. En particulier, le sens
des messages traités n’a aucune importance.

L’information quantifiable associée a un messagendon’est pas dans son sens sémantique mais daaseta Un
message, méme tres significatif, connu a I'avarardgrécepteur ne lui apporte aucune informatiosens technique du
terme. Par contre, la réception d'un message ingsobable mais démuni de tout sens est dans ce camsidérée
comme événement porteur d’'une grande quantitéadtiimdtion.

Les chapitres qui suivent ont pour objectif d'imtaire les concepts principaux de la théorie defdiimation et les
théorémes fondamentaux. Ces derniers établissarini@ées théoriques en matiére de codage de Fm#tion et de
transmission. Ensuite, des applications serontatréss a I'étude de quelques algorithmes de baseddege de source.
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1. Modélisation mathématique d’'une source d’informé&on

1. Représentation mathématique d’une source

Soit une source (un émetteur) produisant des syealibln alphabet fini :

Q :{a{' B a)m}'
Nous supposons que chaque symbajg i =12 -, m est émis aléatoirement avec une probabilité conpuele
telle sorte que :

m
2p =1
i=1
On considére alors I'expérience aléatoire condisiambserver un symbole émis. A cette expériencs agsocions une

variable aléatoire, notéX , a valeurs dan§) .
C’est une variable aléatoire discréte, dont laekti définie par I'ensemble des probabilités d’émissles symboles de
l'alphabet :

PIX=a]=pl@)=p i=1--.m

Exemple 1.1. Soit X la variable associée a une source binaire, praduiges symboles 0 et 1 avec les probabilités
respectivesp et =1-p.

Nous avons ici I'alphabet constitué de 2 symbdks {O, 1} et P[X = O] =p, P[X = 1] =q.

Exemple 1.2. SoitY la variable associée a une source disposant doabulaire de 20 mots :
Q = {le, la, pomme, fruit, est, un, arbre, pommier, jarcombre, fait, soleil, vent, pluie, grandit, quhme, pas, mais,
oiseay et tous les mots sont supposggiiprobables

Ainsi, n'importe quel motM; [1 Q du vocabulaire est choisi avec la probabili0 et :

P[X :Mi]zz_lc i=1--,20.

Dans la suite nous allons considérer des événerasstgiés a la variable aléatoi¥e comme des sous-ensemblesdle
et la mesure de probabilité définie pour un évémenfe[] Q par :

P[A] = P[X O A]

, tn}, on peut y associer la

Si on considére I'émission de plusieurs symbolesessifs, a des instants pré£i§, t,, -
suite de variables aIéatoires{Xl, Xz, cee Xn}, chacune correspondant a [I'émission d'un symbole
s(t) 0 Q, tD{tl, ty, -, tn}. Nous supposons pour l'instant que tous les syesbeliccessifs sont émis de fagon
indépendante les uns des autres et avec les mé&atmsbpités d’émission :

p = HAs(t) = @]

Cela signifie que les variables aléatoire§, , k=1---,n sontdeux & deux indépendantes et identiquement

distribuées On parle alors d’'uneource stationnaire etans mémoireNous allons préciser la signification formelle de
ces termes plus loin.

2. Information propre

Pour introduire 'ensemble des axiomes qui défaniss’information propre d'un événemerk [1 Q , nous allons nous

servir du " exemple de source binaire précédent. Soit doncsonece binaire d’alphabe® ={0,1} et la variable
aléatoire X associée avec les probabilités données :

p(0)=P[X =0]=p e Pm=P[x=1=q=1-p
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Dans ce qui suit, nous allons construire de fagionaatique, une fonction
h: P(Q) -~ R

associant a un événemerk 1 Q, la mesure de la quantité d'information contena@msdA. Nous I'appellerons
"information propre d’un événement A”.

Nous avons déja indiqué de facon intuitive queuartjté d’information apportée par un événementaleétre d'autant
plus grande que I'événement est rare, improbab@isNoouvons donc postuler que la quantité d’infoionad’'un

événement doit étre de la forme :
1
h(A)= f| —
A= (o)

ou f est une fonction croissante.

En particulier, dans notre exemple de source EnAir {w} aveca [1Q . On doit avoir :

h(w) = f[ﬁ} wo{oy

Si un événementA est certain, c’est-a-dire EIP[A] =1, il n"apporte aucune information. La fonctiofi que I'on
recherche doit donc vérifier la condition limitesante :

lim (x) =0

Par ailleurs, on doit s’attendre a ce que l'infotioa apportée par 2 événements indépend#htst B, soit égale a la
somme des informations apportées par chacun desve@sementsrappel : 2 événements indépendarfis et B sont tels que
P(An B)=P(A)P(B)) :

h(An B)=h(A)+h(B)

(A0 B)= ‘E(p(Alm B)j - f(P(lA) Dp(ls)] - f(PlA)J+ f(W%J

Ainsi, la fonction f doit vérifier la propriété suivante :
fxy)= f(x)+ £ (y)

L'unique fonction (a une constante multiplicativeg) qui vérifie toutes ces propriétés est la fiondbgarithme Ainsi,
nous définissons l'information propre d’'un événetrdmla facon suivante :

et donc

Définition 1.1. Information propre. Soient Q ={a)l, e, W } un alphabet discret eXX la variable aléatoire

m

associée. Pour tout événeméhtl] Q , la quantité d’'information propre d& est définie par

h(A) = -log,(P(A))

Remarque 1.1.Dans la suite nous allons considérer le logaritdméase 2. L'unité de mesure de 'informationadsts
le ShannonlLe changement de base du logarithme provoquethfication de la constante multiplicative car

log, (x) = log, (b) dog, (x)

Voici quelques propriétés élémentaires de la foncfn(A) qui sont les conséquences immédiates des prapdétéa
fonctionlogarithme



Théorie de l'information 1. Modélisation mathématgue d'une source d'information

Proposition 1.1. Propriétés de l'information propre

1. La quantité d’'information est toujours une grandgasitive: OAOQ h(A) >0
2. Elle est nulle si et seulement si 'événeméhtestcertain: h(A) =0 = P(A) =1
3. lim h(A) =+

P(A) - 0

3. Information conditionnelle

Nous avons déja évoqué dans la section précédenigektion d’évaluation de la quantité d’'informatapportée par la
réalisation conjointe de 2 événemerfiset B . Nous avons postulé que dans le cas de 2 évéremeaé@pendantson a :

A et B indépendants h(An B)=h(A)+h(B)
Or, dans le cas ol et B ne sont pas indépendants peut utiliser la notion de probabilité conafitnelle :
P(An B
Probabilité de A sachantB (ou encordProbabilité de A si B) définie par : P(A{ B) = (PTB))

d’ou les relations :

P(An B)=P(B)P(AB) = P(A)P(B|A)

Alors, la quantité d’information propre d& N B est :
h(An B)=~log,(P(An B))=~log,(P(A)P(BA)) = ~log, (P(4)) - log, (P(B|A)) = h(A) ~log, (P(8| A)

Définition 1.2. Information conditionnelle. On appellénformation conditionnelle d8 sachantA la quantité :
h(B|A) = ~log, (P(B|A))

Remarque 1.2.0n peut donc écrirh(An B) de la fagon suivante :
h(AnB)=h(A)+h(B/A) - h(BA)=h(An B)-h(A)

On peut interpréter la quantité d’information cdimtinelle comme suit h(B|A) représente I'information apportée par

I'observation de I'événemert8 qui n'a pas déja été apportéar I'observation deA.

On a la relation duale :

h(AnB)=h(B)+h(AB) - h(AB)=h(An B)-h(B)

4. Information mutuelle

Définition 1.3. Information mutuelle. On appellénformation mutuellale 2 événement# et B la quantité :

i(A B) =h(A)-h(AB)=1log, PlAB) = log P(An B)

P(A) 7 P(A)P(B)

En particulier, i(A; B) est nulle lorsque les 2 événemetfiset B sont indépendants.

5. Information et incertitude

La définition de l'information associée a un évéeemA implique que cette quantité est d’autant plus deaque
'événement est rare (c'est-a-dire que sa proliahélst proche de zéro). Ainsi, on peut assimilefdfmation apportée

par 'observation deA et 'incertitude que nous avons sur sa réalisatiorencore la difficulté de prévoifh .
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Considérons par exemple I'expérience de lancé déuéquilibré a 6 faces. SoX la Variable Aléatoire (VA) associée :

Dwi{123456  P[X :w]:%

Imaginons que le résultat sa = 2. Soit A I'événement associé. Onlﬁ(A) =

ol

Si on essaie de deviner ce résultat, on a 1 cleamo@ de trouver la réponse correcte. L'informatissociée est :

h(A) = —Iog{%) =log,(6) = 2585 Shannon

Imaginons que I'on affirme que le résultat du laas€éun nombre pair. SoB I'événement associé. Onla(B) =

N

Alors, la quantité d’information que nous appomerenseignement est

h(B) = —Iogz[%j =log, (2) =1 shannon

1
Cette information augmente notre chance de réudsiteeffet, nous avons maintenant la probabil?t(ﬂ B) = 5 de

deviner le résultat. Et nous retrouvons la décoitipasde linformation associée 8A N B comme somme de
I'information apportée par I'observation d& et de I'information conditionnelldﬂ(N B) :

h(An B)=h(B)+h(AB)= —Iogz(%j - Iogz(%j =log,(2) +log,(3) = log, (6)

et la quantité d’information associéehéA N B) est identique a celle de(A).

6. Entropie d’'une source

On considére maintenant une source stationnaisaret mémoire, produisant a des instants pl{égjiz, el tk}, des

symboless(t) 0Q,, tO{t,,t,, -, t } d'un alphabetQ , donné.

L’ entropied’une telle source représenteglaantité moyenne d’information propassociée a I'observation de chacun des
symboles possibles.

Supposons que I'alphabet de la soufds, I{S, i=1--- ,n} comporten symboles et que la Variable Aléatoire

(VA) associée a Iobservation d'un symbole émisX, a la distribution de probabilit¢ donnée
{pi = P[X =s ], i=1... ,n}. L’entropie de la source est alors la fonction dgsobabilitésH (pl, Py, e, pn).

Tout comme pour l'information propre, I'entropieyp&tre définie par I'ensemble d’axiomes suivant :

1. Si tous les symboles sont équiprobables rentrddifl/n,1/n, --- ,1/n) = (n) est une fonction da, Ia taille de

l'alphabet. Nous souhaitons qu’elle soit la mesied'incertitude associée a la source, ou encola dédficulté a prédire
le symbole émis. Il est alors naturel de supposgerlgntropie augmente avec la taille de I'alphaPetr exemple, il est
plus difficile de deviner le résultat du lancé d'dé a 6 faces que celui d’'une piéce de monnaiesiAla fonction

f(n) =H (1/n, 1/n,---,1/ n) ci-dessus doit étreroissante
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2. Considérons une source qui émet des couples dbosgsnpuisés chacun dans un alphabet indépendatailids
respectived et M. La taille de I'alphabet produit est aldr$m. Or, I'observation de chaque couple apporte larsem
d’'informations liées a chaque symbole. Ainsi, landion f doit vérifier la propriété aidditivité:

f(mm)=f()+f(m).
3. La fonction H (pl, Py, pn) estcontinueselon chacune de ses variables.

4. Propriété de groupe. Si l'on divise l'alphabet donnéQ, en 2 parties disjointes 'A:{Sl,-n,sr} et
B={s

i1y Sn}, et dont la réunion es€d, (A et B realisent une partition d€2, ), chacune peut étre considérée
r n
comme alphabet. Noton§ = P(A) = Z p, etq=1-p= P(B) = Z p,. On a: p+q=1. On peut alors

k=1 k=r+1

définir sur A et sur B, les distributions de probabilités respectiv Pl ,&} et {p”l p”}. Alors
Y p q q

I'entropie associée a I'alphab€, se décompose de la fagon suivante :

H(X)=Hg, =H(p - B P P) = H(pa=p)+ pH| 2o Pl (1= p)H| Pt o Po )= py((p )+ pH, +gH,
p p 1-p 1-p
On remarquera qufbA :{pl pf} et Qs :{ P Py } définissent des distributions de probabilités eesipement suA etB.
1 1 1_ p’ !1_ p

On peut interpréter ainsi cette propriété : L'initede moyennel'entropie) sur X est composée de :
1. l'incertitude sur le choix de I'une des 2 partidset B : c'est H (p, q)

2.la moyenne des incertitudes associées a chacsremiaties séparément : c'ggH , + qH,

5. Symétriell est naturel de supposer que la quantité moyelinéormation associée a un alphalfdt, ne dépend pas
de I'ordre(de numérotationfles symboles. Ainsi, la permutation de 2 argumeats fonction d’entropie ne la modifie pas :

H(pl’..., pi,...,pj’..., pn): H(pl’..., pj’... N pn)

La fonction vérifiant ces 4 axiomes est unique & oonstante multiplicative prés. Aprés la publmaten 1948 par C. Shannon de son artitle
Mathematical Theory of Communicatigrde nombreux mathématiciens ont travaillé a I'étation de la définition axiomatique de I'entrop@n peut
citer Khinchin (1957), Fadeev (1956), Kullback (8)5Rényi (1962). En sélectionnant des ensembkesathes différents, tous ont abouti a la méme
fonction. D’ou la définition qui suit.

Définition 1.4. Entropie d’'une source.Soient Q ={a)l, e, a)} lalphabet fini d’'une source eX la variable

m
aléatoire associée telle un[a),]: p;, i=1---,m. On appelleentropie ou encorequantitt moyenne
d’'information de la source la quantité :

H(X)=H(p, Py, -+, p,) = E[h(w)] == p; log, (p))
i=1
L'unité de mesure de cette quantité esbiepar symbole”.

L'entropie représente la quantité d'information dioe obtient en moyenne, en observant les symbefesortie de la
source pendant suffisamment longtemps ou encoreyalaur de linformation moyenne obtenue en obsarva
simultanément les symboles en sortie d’un grandimerde sources identiques.

Elle mesure également le nombre de bits moyen séites pour coder chaque symbole de la sourcet Qreslimite
théorique. Nous verrons plus tard comment en pratigpprocher cette limite. Les différents algoriglsnde codage
donnent plus ou moins satisfaction.
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Exemple 1.3. Entropie d’une source binaireSoit une source binaire émettant des symddlagec la probabilitép et
1 avec la probabilité =1— p. Alors I'entropie de cette source est :

H,(p) = -plog,(p)- (L- p)log,(1- p)
Lorsque, par exemple, les 2 symboles sont équiptebaon ap =1/2 et alors

H,(1/2)= —%Iogz(%j —%Iogz(%j = log, (2) = 1bit/ symbole

Nous pouvons interpréter ce résultat ainsi :

Lorsque les symboles d’une source binaire sontpgghables, il faut un bit par symbole en moyennerpmder un
symbole

Il s’agit de lavaleur maximalgossiblede I'entropied’'une source binaire c#iincertitude est maximal@quiprobabilité des
symbole3. Nous allons dans la suite utiliser cette fonctmur introduire ou illustrer les propriétés fondarales de
I'entropie.

Proposition 1.2. Propriétés de I'entropie d’une soice binaire.
Soit H 2(p), p U [0,1], I'entropie d’'une source binaire définie dans &mple ci-dessous. En tant que fonction [de
elle a les propriétés suivantes :

H,(

est une‘onctioncontinuesur]O,]{ telle que Iirr(l)+ H,(p)=0= IIrYL H,(p)
p- p-

p)
(p) estpositivesur p [ [0,1]

(p) estsymétriquepar rapport ap, = 0.5 et atteint son maximum ep, tel que H 2(po) =
H.(p)

eststrictement concave

D(pl’ pZ)D[O,l], P, # P, UA D]OJ[ Hz(/]p1 +(1_/1)p2) >/\H2(p1)+(1—/])H2(p2)

Toutes ces propriétés sont faciles a vérifier deecméthodes simples de 'analyse des fonctionsedariable réelle.
Elles sont résumées par la représentation grapldiqdréz(p) donnée sur lfigure 1.1.

H(p,)

H(p,))

0.5

0
P
0 P, 0.5 D, 1

Figure 1.1. Fonction d’entropie d’une source binaireH , ( p) y est plus simplement notéé(p)

6.1. Interprétation de la fonction d’entropie

Considérons I'exemple d’'une sourd® dont l'alphabet est composé de 5 symbof@s= {a,b,c,d,e} et dont la
distribution de probabilité est la suivante :
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X |a b C [d]e€

P(x) |03 ] 02| 02| 015015

L’entropie de cette source, calculée selon la défmest :

5
H(X)=->_ plog,(p) = -03log,(0.3)- 2D2log,(0.2) - 2[(D15log,(015) = 227bits/ symbole
i=1

Entropie comme mesure d’information. Nous avons déja mentionné que I'entropie représkentpiantité moyenne
d’'information apportée par I'observation des syrmkale la source. On peut également l'interprétemee la difficulté
moyenne de prédire chaque symbole a la soffentropie, ou quantité d’information moyenne, rkevde degré
d’incertitude, d'aléa, quant a la prédiction desydyoles émis par la source.

Entropie comme mesure du nombre de bits de codagknaginons que I'on essaie de deviner le symboteoik a la
sortie de la source. Pour ce faire on peut poserdestions a un automate qui ne répond quéopér ou par'non” .
Voici un schéma représentant le déroulement du jeu

Oui a
X=a?
Oui Non b
X=aouX=b ?
Non

Figure 1.2. Questions

Il est facile de voir que le nombre de questionseséaire pour deviner le symbole est une varidbiaire N définie
sur Q de la fagon suivante :

X |8 b |C |d|F€

P(x) |03 ] 02| 02| 015015

N |2 |2 [2 [3 |3

Alors le nombre moyen de questiof (encore noté< N >) nécessaires pour deviner le symbole est :

N =2{03+ 02+ 02)+3[{015+ 015) = 2.3

Si I'on utilise 1 bit pour coder la réponse a ctaquestion (arbitrairement, bit 1 poDui, bit 0 pourNon), cela nous
permet de coder les symboles de cette source :

Oui —Oui 11
Oui - Non 10
Non-Oui 01

Non—Non—-Oui | 001

oo|OT| o

Non— Non—- Non | 000

Nous étudierons plus loin I'un des théoremes foretaaux de la théorie de I'information établissam tjentropie d’'une
source est le plus petit nombre moyen de bits yrabele nécessaire pour coder les messages preauitette source.

Dans cet exemple, nous avons bie[N = 2.3] > [227 =H (X)]
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6.2. Propriétés générales de la fonction d’entropie

Proposition 1.3. Positivité. Soit S une source sans mémoire et stationnaire d’alph&bet {CU.}in:l- Soit X la
variable aléatoire associée de distribution de abdié P donnée P[X :a),]= p,, i=1---,n. Notons
H (pl, Py, pn) sa fonction d’entropie. Alors

H(py, P, 1 Py) 2 0.

En plus, I'égalité a lieu uniqguement si 'une deslmbilités P, est égale a 1 et les autres nulles.

Preuve de la Propositioh.3.

Sachantquetdi =1,---,n  0< p <l ona: -p Ing(pi)ZO.

Si 'un des symboles de lalphabet est certaify, €1) alors tous les autres sont forcément impossibles
(Ok #i, p, =0).

On a alors :— 3, |ng(pi ) =0 et Ok Z1I, p, |ng(pk) =0 (par continuité)et doncH = 0. (Rappel: l0Q, (1) =0

Lemme 1.1. Inégalité de GibbsSoient P = (pi )in:l et Q= (qi )in:l deux distributions de probabilités sur le méme
univers fini Q = {a)|}in=1- Alors

Sp logz[ﬂJ >0

i=1

etl'égalité a lieu si et seulement dili =1,---,n  p, =¢.

Théoreme 1.1. Maximum de la fonction d’entropie.

H(p., Py, Py) < log, (n)

etl'égalité a lieu si et seulement dili =1,---,n  p, =—.
n

Preuve du Théoréntel.

SoientP = (pi )i:l.__ » une distribution de probabilité sur I'universififd = {a),} associée a une source

n
i=1’

1
etQ = (—j , la distribution uniforme sur le méme univers. Agpons l'inégalité de Gibbs & et Q :
i=1.n

2B Iogz(%j >0 ~ Y plog,(np)=0
i=1

i=1

I
d’ou

0<Y p(log,n+log, p) = log,n> p =-> plog, p, = log,n=H(p,p,..p,)
i=1 i=1

i=1

n
du fait que Z p =1
i=1

D’aprés le lemme précédetiégalité a lieu si et seulement dili =1,---,n p, =q, =—.
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Remarque 1.3. Nous pouvons interpréter ce résultat en disaeatlincertitude sur le symbole observé a la sattime
source est maximale lorsque tous les symboles émuiprobables. Nous retrouvons ici le cas partculie I'entropie

d’une source binaird 2(p) étudiée dans la propositidn2.

Proposition 1.4. Concavité Soient P = (pi )in:l et Q= (qi )in:l deux distributions de probabilités sur le mémevers
fini Q ={a)|}in:1 associé a une souré@. Alors A [ [O, 1]
H{AP +(1-1)Q)= AH(P)+(1- 1)H(Q)

ou encore
H(p, +(@- Aoy, -+ Ap, + (L= A)a,) 2 AH(py, -+ p,) + (L= A)H (g, -+ 0,)
De plus, I'égalité a lieu si et seulement si

P=Q

Remarque 1.4. Nous pouvons interpréter cette propriété comnie: $entropie d’une moyenne de deux souress
supérieurea lamoyenne de leur entropie

Exemple 1.4.  Considérons trois sources binair&, S, et S; sur l'alphabet Q :{a, b}. Supposons que les

distributions de probabilités d8, et S, sont les suivantes :

1 2

Pl(a):plzg’ P.(b) =1~ P =3

1 1

Pz(a):pzzzi Pz(b):]-_ p2:§

Supposons que la distribution & soit lamoyennedes deux premiéres :

o PtP, S _ _ !
P,(a) = == P(b)=1-p,=—
»(8) = ps > T 5 (b) Ps =15

Calculons les entropies des trois sources :
2
H(S) = H,(p,)=-p,log,(p,)- (- p,)log,(1- p,) = -5t log, (3) = 092 bit/symbole  Rappeliog, (2) =1

H(S,) =H,(p,)=-p,log,(p,)- (- p,)log,(1- p,) =1bit'symbole
H(S,) = H,(p,)=-p,log,(p,)- (- p,)log,(1- p,) = 098bit/symbole

On constate bien que I'entropie de la troisiemeaamest supérieure a la moyenne des entropiesedegpdemiéres :

(H(S,) = 098bit/ symbol¢ > (H(Q);H(Sz) ~ O.96bit/symbol%
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TD 1. Modélisation mathématique d’une source d’'infomation
Partie I. Entropie d’'une source. Définitions et prgriétés.

Exercice 1. Entropie. Soit une source d’alphabef ={ 1,2,3,4,5}. Calculer sonentropie pour les
distributions de probabilités suivantes.

1. R :{ 0.2,0.2,0.2,0.2,0.2} distribution uniforme
2. P, ={ 0050050050050.}
3.P,={ 010203015025

Exercice 2. Information moyenne.

1. On lance une piéce dont les deux cotés sont glergipile. Quelle est'entropie associée a cette expérience ?
2. On lance un dé équilibré a 6 faces. Quellel'@gbrmation moyenneapportée par I'observation de parité du
résultat ?

3. Un jeu de cartes contient 3 piques, 4 tréfleselirs et 1 carreau. On tire une carte au hasardle@s#’entropie de
I'observation de l@ouleur(pique® , tréfle %, cceur® ou carrea® ) de la carte ?

Exercice 3. Propriété de groupe. L'objectif de cet exercice est de vérifier sur exemple, une propriété
importante de la fonction d’entropie. So¥ une source d'alphabef) ={X1,---,Xn} et de distribution de

probabilités P, ={pl,---, pn}. Soit 1< r < n. On divise l'alphabet en deux sous-ensembfes {Xl,---,xr} et
B ={Xr+1,---,Xn} de telle sorte quQ, = A0 Bet An B=0 (A et B forment une partition de, ). Soit
p= P(A) etgq=1-p= P(B). Alors on a la relation suivante :

H()(): H(pl, P Prags pn): H(p,]_— p)+ pH(pl, ,pr.'.(l_ p)H(pf’fl, ’pﬂj = H(p’q)+ pHA+qHB
p p 1-p 1-p
On remarquera qupA :{pl pr} et Q. :{ Prs1 P } définissent des distributions de probabilités eetipement suA etB.
o 1-p° '1-p

On peut interpréter ainsi cette propriété : L'iitede moyennel’entropie) sur X est composée de :
1. lincertitude sur le choix de I'une des 2 partis et B : cestH(p,q)

2.la moyenne des incertitudes associées a chacsrizgieties séparément : c’epHA + qHB

Soit X une source d’'alphabd® :{ 12,3,4,5} de distribution de probabilit€ :{ O.l0.2,0.3,0.15,025}. Soient
A={135 etB={24}.

1. Calculer’entropie de X.
2. Calculer p = P(A) etq= P(B). En déduireH (p, q).

3. Définir lesdistributions de probabilitésur A et surB comme indiqué ci-dessus et lestropiesassociées. Vérifier
ensuite lgpropriété de groupe

TD 1. 1
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Exercice 4. Vers le codage de Shannon Soit la sourcéX dalphabetQ ={ 1,2,3.4,5} de distribution de

probabilité P :{ O.l0.2,0.3,0.15,025}. Supposons que I'on souhaite deviner le symbolis gar la source. On a

le droit de poser des questions binaires (répomsssibles "oui” et "non”). On cherche a constrdaestratégie qui, en
moyenne, permet de trouver la réponse enambre minimal de questians

Remarquons qu’une question binaire induit sur Benisle Q, une partition en deux sous-ensembleset B
correspondant aux réponses "oui” et "non”. Par gdemsi I'on demande "est-ce que le chiffre estam®”, la

partition qui en découle serAZ{l,S,S} et B ={2,4}. Soit p = P(A) la probabilité de la réponse "oui” a une
guestion donnée.

1. Calculer’entropie de X.

2. Quelle estinformation moyenn@btenue par la réponse a une question binaire ?

3. Quelle estinformation moyenne maximaf2Et pour quelle valeur eest-elle atteinte ?

4. Quel est alors lmeilleur choix de premiére questiarposer ?

Indication: il faut minimiser l'incertitude, ne pas posergleestion dont on connait la réponse et n’appodant pas d'information

5. Appliquer le méme raisonnemerdcursivemenpour choisir la meilleure deuxieme question sdéoonéponse a la
premiére. Continuer jusqu’'a I'identification de go@ symbole. Construire ambre représentant la stratégie obtenue.
6. Si on associarbitrairementle bit 1 a la réponse "oui” et le bit 0 a "now&t arbre définit utode Donner latable
de codeassociée.

7. Calculer lenombre moyen de questiofislongueur moyenne des mots de o@@mparer a &ntropiede X.

TD 1. 2
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2. Cryptographie

Ce chapitre n’a pas pour ambition de faire un e&pmsmplet sur la cryptographie. Nous allons ici tremen quoi les

principaux concepts de la théorie de I'informatipre nous venons d’introduire sont utiles dans ceaiioe.

En 1949 C. Shannon a publié un article intitl@®mmunication Theory of Secrecy Systerdahs la revue Bell System
Technical Journal. Dans cet ouvrage C. Shannonrdrétnoomment mesurer, a I'aide de la notion d'gu&pla sécurité

d’'un systéme de communications crypté. Il a intibBunotion decryptosystéme parfaitement séira mis en évidence
les faiblesses d’un tel systéme dues aux diffisulté sa mise en pratique. Nous suivrons son rasoent pour arriver a
montrer I'importance du concept d’entropie dansl@maine.

Pour cela nous commencerons par une bréve présentls notions élémentaires de la cryptographmsule, nous

allons exposer la théorie de C. Shannon sur laris@cliun cryptosysteme.

1. Quelques définitions
La cryptographieest une science qui étudie les méthodes permelganansmettre des messages de fagon confidentiell
On va appelemessage claiun ensemble de données (texte, image,...) questiahaite transmettre.

Le chiffrement (ou cryptage, ou encoreodageou ausstchiffrage) est un procédé permettant de transformer le rgessa
clair de telle sorte qu'il soit incompréhensible gai que ce soit d’autre que I'auteur du messade @estinataire.

Le chiffré (oucrypté) est le résultat du chiffrement.

Le déchiffrement (ou décryptage ou encoredécodageou aussidéchiffrage) est le procédé permettant de retrouver le
message clair a partir du chiffré.

La clé de chiffrement est un paramétre qui est utilisésda procédé de chiffrement ou de déchiffrement.

Un cryptosystémeest un ensemble de cld€ , de messages clairs possiblbt, de messages chiffrés possiblEs
associé a un algorithme de chiffrement, représgatéune fonctionE : KX M — C, et un procédé de déchiffrement,
représenté par une fonctiod : KxC — M. On suppose que pour toum[1M , il existe une paire de clés de
chiffrement et de déchiffrement telles que la iefat

D(ky ,E(ke,m))=m
est assurée. On not&(,M ,C,E, D) un cryptosystéme.

Remarque 2.1. Principe de Kerckhoffs. De nos jours, la plus grande partie des méthddesryptographie reposent
sur ce principe, énoncé par Auguste Kerckhoffs &naxiXe siécle (publié dans un article au Jourdak sciences
militaires, vol. IX, pp. 5-38, Janvier 1883, pp 11691, Février 1883ource : Wikipédih

La sécurité d'un cryptosysteme ne doit pas repsaeta non divulgation de la fonction de cryptagaisruniquement sur
la non divulgation de la clé.

Un autre énoncé de ce principe, connu sous le rmmasime de Shannanété proposé par Claude Shannon, au milieu
du XXe sciécle L'adversaire connait le systeme

Deux modeles principaux de chiffrement existentieiiément :

Chiffrement symétrique

On appelle aussi ce modele "chiffrement a clé $etr€’est 'approche classique. La méme clé efiséeé pour chiffrer
et déchiffrer un message. Cette clé doit alorerestcrete. Dans les systemes de communicatioar@eéchelle cela
représente la principale faiblesse de ces chiffreseEn effet la clé doit étre communiquée au defdire et dans de
nombreux cas elle est envoyée par le méme can@ahdemission que le message lui méme. Si ellenéstceptée a ce
moment 13, toute la communication est découverte !
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Chiffrement asymétrique

On l'appelle aussi chiffrement a clé publique. lé atilisée pour le chiffrement est publique etalkt différente de la
clé de déchiffrement, qui est secréte. Ainsi letidatire du message choisit la clé de déchiffranednla clé de
chiffrement associée. Il peut envoyer a I'émettaurlé de chiffrement (publique). Et la clé de dddment, secréte, ne
circule pas dans les canaux de transmission.

1.1. Quelques exemples élémentaires

1.1.1. Chiffrement de César (50 av. J.C.)

Le chiffre de César utilisait le principe de dégalayclique de I'alphabet. Soit en effet 'alphalagin A de 26 lettres.
Un messagem=m,m, --- M, est chiffré en remplagant chaque lett® par la Iettrea(m) obtenue par décalage
cyclique par exemple de 3 positions dans 'alphaBat exemple, la lettre "a” sera remplacée péettee "d”, la lettre

Z” par ”c”, ... On peut généraliser ce principe awet décalage d& caractéresk =1, --- 26. Le paramétrek de

décalage est alors la clé secréte. Ce systemaadistd casseen force brute, i.e. on essaie toutes les clésilges)car I'espace des
clés est trés réduit : ici il 'y a que 26 clésgibkes. |l suffit alors de tester toutes les 26sjimktés jusqu’a trouver un
texte intelligible.

Il est possible de rendre le chiffrage par suhtiituplus complexe. Au lieu d'utiliser les décalaggycliques, on peut
utiliser une permutation quelcongee: A — A des lettres du message. Alors la fonction de remifent se présente de

la fagon suivante. Soit un message=mm, --- m

n

E(m) = E(o, m) = o{m,)o(m,) - o(m,)

Exemple :avec 0 = 2, le message clair « robert » donne le chiffré gammme) « bertro ga permutation se fait avec une
lettre décalée d€J positions vers la droite)

La clé secréte est alors la permutat@net 'ensembleK de toutes les clés est celui de toutes les petimusapossibles

sur l'alphabet de 26 caractérgsriodicité des permutationsOn a doncCard(K) = 26! = 4[10%. Il est donc raisonnable

de supposer qu’'une attaque par force brgiieconsiste a tester toutes les clés possibi®) soit pas réalisablgmps calcul
rédhibitoire)

Il est néanmoins possible de casser un tel codaradyse statistique. En effet, si I'on connaiileggue du message clair,
on connait la table de fréquences des caractéageseX@mple, en francais, la lettre "e” est la phéguente. On peut
également utiliser les tables de fréquences d’srdupérieurs qui établissent les probabilités dioence de couples de
caractéres. En francais par exemple, le caractéra '95% de chances d'étre trouvé aprés "q”. Alers,analysant le

chiffré seul et en calculant les fréquences d’'ommge des différents caracteres dans le chiffréoeurt retrouver la

permutation et donc le texte clair. C’est un examattaque a chiffré seul.

1.1.2. Substitution polyalphabétique

Une variante de la méthode de substitution consistéliser un nombre fini de permutations au lééune seule. On
découpe alors le texte clair en blocs pPe caracteres et on chois{p permutations d'alphabeto g, --- g,. Alors

pour chaque bloc d§) caractéres de texte on applique la transformation
E(mlmZ mp): Ul(ml)az(mz)"' g, (mp)

Par exemple, le chiffrement de la machiirégmautilisée pendant 1a"¥ guerre mondiale était un chiffrement de ce type
avec des décalages cycliques pour chaque pernmruthatioclé était alors une suite de nombres dohtrigueur indiquait

la longueur des blocs et chaque nombre représémtddicalage a appliquer au caractére correspoddaribc.

Ce chiffrement, bien que plus complexe que leséutéots peut aussi étre cassé par les méthodesigtes basées sur
I'étude des fréquences d'apparition des caractéres.
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1.1.3. Chiffrement de Vernam

Cette méthode a été proposée en 1917. Elle arigéelops utilisée pour le chiffrement des messagégraphiques. Les
messages clairs sont des suites de bits de londueutespace des messages, de taBfe, est alorsM = {O,l}n. Les

clés sont les suites binaires de méme longueutegu@essagesK = M = {O,l}n. La fonction de chiffrage consiste a
ajouter, bit a bit modulo 2, la clé au message @aérateur ou exclusif]). Pour tout messagan = m,m, --- M, et pour
toute clék = kK, --- K, on obtient le chiffréc :

c=E(k,n)=mOk =m,0Ok,, m, Ok,,---m, Ok

n n

Nous allons expliquer dans la section suivante qumir ce chiffrement esparfaitement slrau sens de Shannon.
Remarquons pour I'instant ses faiblesgagrincipale qualité résidant dans sa simplidité au fait qu'il s’agit d'un code & clé secrételé-
identique pour le chiffrement et le déchiffremen@e chiffrement est vulnérable devant une attage&ir connu : si quelqu’un
découvre ne serait-ce qu’un bloc de message Bfairl peut immédiatement obtenir la clé en la caatit

k=mOc
du fait de la propriété de l'opérateur ou exclust =mOk et cOk=mOkOk=mO0=m

Il est alors indispensable de changer de clé aughbbpc. C'est pour cela qu'on appelle cette méthmdasque jetable”.
Si I'on prend en compte le fait que les clés santritme longueur que les blocs et qu'il faut lessimaettre par un canal
sécurisé avant de transmettre le chiffré il devéanmdent que la mise en pratique de cette méthsddiféicile. Ce code a
tout de méme été utilisé pour le téléphone rougeclé alors été envoyée par porteur car il ététdpable d’envoyer une
nouvelle clé si elle a été interceptée que de ctarisque que le message secret soit interceptéomdé.

2. La théorie de C. Shannon sur la sécurité entrogue

Nous allons maintenant nous intéresser a la stgnifin que prend le concept dentropie dans le ecaet de
cryptographie.

Rappelons que l'entropie d'une variable aléatoiresune l'incertitude associée au résultat d'une egpée que la
variable représente. Nous allons donc donner upepirétation probabiliste au probléme de chiffretannous plagant a

la place du cryptanalyste, celui qui cherche patyse a retrouver le message clair a partir duréhiDe son point de
vue, le choix d'un message clair et celui d'une stét des résultats d’'un tirage aléatoire. Le ngessaiffré est alors
aussi aléatoire. Soient donc les variables alémdii , C et K représentant respectivement le choix d’'un message
clair dans I'ensembldM , le choix d’un chiffré dans I'ensembl€ et celui d’une clé dans I'ensembi¢ .

C. Shannon définit un cryptosystéme parfaitementcstnme étant un systéme dans lequel la connaissanchiffré
n’'apporte pas d’'information sur le message clair.

Définition 2.1. Cryptosystéme parfaitement sdr.Soit un cryptosystemel ,M ,C,E,D). Soient M et C les
variables aléatoires représentant le choix d’'unsags clair et d’'un chiffré. Le systéme est dit aigement sir si et
seulement si

H(MIc)=H(m)

Proposition 2.1. La sécurité parfaite du chiffre devernam. Supposons que I'espace des clés est le mémeeagpacte
des messages claird = K et que toutes les clés sont équiprobables. Abochiffre de Vernam est parfaitement sar.

Preuve de la Propositio®.1.

Nous allons supposer sans perte de généralité’ajphdbet utilisé est binaire et que les messagésseclés sont des
séquences de bits de longueur confuéAlors I'espace des messages clairs et des diés es

M=K ={01"
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Comme toutes les clés sont supposées équiprobahles,

Ok OK, P[K = k] = 2—];1 carily a2" clés possibles

Pour établir I'égalité des entropies, il suffit skentrer 'égalité des probabilités :  Rappel :h(A) = — IOQZ(P[A]))
OmOM, OcOC, PM =mC=c|=PM =m|

Par définition de probabilité conditionnelle on a :
PIM=mC=c
ﬂM—nﬁ-d— [ ]

Plc =¢]

On sait que dans le chiffrement de Vernam les Blslrs K, M et C sont liges:C =K 1M . Alors :
C=cOM=m) « K=(c-m)O(M =m) enfait k=(c—m)modulo2 car k=00ul

Donc on a
PIM=mC=c|=P[M =mK =c-m|=P[M =m|P[K =c-m|

car les variables aléatoirdé et M sont indépendantes. De plus :
1 PIM =m
PlK=c-ml== - P[M=mcC =c]=M
2n n

2

On calcule maintenant la probabilité

PC=c]=>YPlC=cM =x]=zM=i

XOM xOOM 2n 2n
On a donc bierP[M |C] = P[M]

Le théoréme suivant permet de montrer qu’un systaniitement sdr doit avoir des clés au moinsidasgues que les
messages clairs.

Théoréme 2.1Dans un systéme cryptographique parfaitementsar o
H(K)=H(M)

En particulier, si tous les messages et touteslésssont équiprobables, les clés sont de longaeumoins égale a celle
des messagéds doit y avoir plus d’information dans les cléaedans les messages)

Il n'est donc pas possible de trouver un chiffretrarfaitement sdr ayant des clés moins longuesglles du chiffre de
Vernam(pour lequel tous les messages de méme tailleégpiiprobables, et toutes les clés de méme tailerie aussi)

Dans ses travaux C. Shannon s’est aussi intéregsgyatémes a clé courte, qui ne sont pas parfatguestion que I'on

peut alors poser est la suivante. Etant donné stémse cryptographique dans lequel toutes les tltsis les messages
clairs sont équiprobables, de combien de chiffeés il disposer pour étre capable de retrouveragerf unique la clé ?
Pour répondre a la question nous allons introdyikques notions supplémentaires.

Définition 2.2. Soit un langage composé de mots de longueur domhésur un alphabet donnd . On associe la
variable aléatoirdM au choix au hasard d’'un mot du Iangag(e. C))n aptmibe du langage ou taux d’entropie, la quantité
H(M

r=1lim
N - N
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Si le nombre de caractéres de I'alphabetlestn appelle taux maximal du langage la quantité
R=log, L

Enfin on appelle redondance du langage la diffé@enc
D=R-r

Dans cette définition, le taux du langage représ&nguantité moyenne d’'information par caracté&rengéssage, le taux
maximal correspond a I'entropie maximale d’un c#¥es c'est a dire au cas ou tous les messagesqaigrobables.
Enfin, la redondance représente la différence datmombre de bits maximal et ce qui est tout justeessaire pour
coder un caractere. Par exemple, le taux de I'@glaté évalué par des méthodes statistiquesalpré.5.

Nous allons maintenant introduire la mesure peanettle quantifier la quantité d’information done#t faut disposer
pour pouvoir déterminer la clé d'un chiffrement.

Définition 2.3. Distance d’unicité.Soit un cryptosystéemd{ ,M ,C , E, D). On appelle distance d’unicité le plus petit
nombre de messages chiffrés qu'il est nécessairdigmser pour que l'incertitude résiduelle surcka sachant ces
chiffrés soit nulle :

n: H(K|C,,C,)=0

On peut montrer la proposition suivante.

Proposition 2.2.La distance d’unicitéd d’un cryptosystéme est égale a
L A(K)_H(K)
D R-r

ou D est la redondance du langage.

Exemple 2.1.0n a établi par analyse statistique que le taartddpie du francais est d’envirah= 397 et que le taux

maximal est R= 467. Ainsi la redondance esD = 0.7. On peut donc calculer la distance d’'unicité poaor
chiffrement par substitution. L’espace des clésakst I'ensemble de toutes les permutations plessie I'alphabet latin
et, si on considere que les clés sont équiprobates :

4 = H(K) _ log,(26!)
D 0.7

=126

Il faut donc en moyenne 126 caracteres de texté&lpiour étre en mesure de déterminer la clé daerfainique.

Remarque 2.2.1l s’agit bien d’une condition nécessaire a lagiloitté de découvrir la clé. Il faut interprétez césultat
dans le sens suivant : si I'on ne dispose pasmpukur suffisante de message chiffré donnée pdistance d’unicité, il
est impossible de déterminer la clé avec certitude.

Ce résultat ne permet surtout pas de se prononcda puissance de calcul nécessaire pour décolavalé ni sur les
moyens d'y parvenir.

Remarque 2.3.1l est important d’observer que la distance d'iiéiest inversement proportionnelle a la redondatese
messages clairs. Plus I'ensemble des messages etdiredondant moins il faut d'informations poatedminer la clé.
Ainsi la sécurité du systéme dépend aussi de litgitrinséque des messages.

On en déduit que, pour améliorer la distance ditéid est préférable de traiter en amont les mgss de facon a réduire
la redondance. Par exemple, une compression sates par codage dduffmanou autre peut étre utilisée avant le
chiffrement. Nous allons aborder ces techniques tanchapitres suivants.
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TD 2. Cryptographie

Partie I. Entropie : un jeu d’espion !

Le chiffrement de César consiste a décaler I'alphdek positions de fagon cyclique et remplacer chaqtigele’un

message clair par une lettre correspondante gehtislet décalé. La clé secréte de ce chiffre esntiar1< k < 26
qui représente le décalage de I'alphabet. Noussalitans un premier temps étudier la sécurité diiffee, et ensuite
mettre en pratique la méthode d’analyse des frémpsequi a permis de le casser.

Exercice 1. Rendons a César ce qui est a César nsahiffre !

1. Montrer que pour les messages de longdearl, le chiffre de César est parfaitement sir au derShannon. Pour
cela montrez que :

OmOM, OcOC, PM =mC=c|=P[M =m|

2. Montrer que pour les messages de longueir2, le chiffre n'est plus parfaitement sir. Pour cefslyser
I'exemple suivant. Soient le messag@= AB et le chiffré c = DM . Montrer que P[M = njC = C] =0 tandis

que P[M = m]¢ 0.

Exercice 2. Cryptanalyse du chiffre de César. La méthode d’analyse des fréquences a été irveuae
le savant AL-Kindi au IX-éme siécle. On suppose tfjom connait la langue du texte clair et que l'dispose du
message chiffré. Dans le cas du chiffre de Césacherche a déterminer le paramdrelé du chiffre. La méthode
consiste a comparer I'histogramme d’occurrencescdeacteres du chiffré avec la table des fréquedmaEsurrence
des caractéres de la langue du texte clair. Vaitable des fréquences de la langue francaise.

Lettre | Fréquence (% Lettre | Fréquence (%
A 8.4 N 7.13
B 1.06 @) 5.26
C 3.03 P 3.01
D 4.18 Q 0.99
E 17.26 R 6.55
F 1.12 S 8.08
G 1.27 T 7.07
H 0.92 U 5.74
I 7.34 \Y 1.32
J 0.31 W 0.04
K 0.05 X 0.45
L 6.01 Y 0.3
M 2.96 Y 0.12

1. Le travail a réaliser consiste a déchiffrer le sag® issu du chiffrement du clair :
« BELLE MARQUISE VOS YEUX ME FONT MOURIR D AMOUR ».

Pourchiffrer ce message, utiliser I'applet Javatp://www.bibmath.net/crypto/substi/cryptcesar.php

Pourdéchiffrer: par exemple, soud/ord, compter le nombre d’occurrences de chaque symbbousExcel| tracer
l'allure de la table des occurrences obtenue etpemen & la courbe issue de la table des fréqueteda langue
francaise. En déduire la dtédu chiffrement : lelécalagedes 2 courbes.

2. Et maintenant, soit a déchiffrer ce message panéthode dinalyse des fréquences
UHGCHNK. GHNL OHNL IKHIHLHGL MKHBL PTZHGL IHNK ITKM BK TN STGSBUTK. OHMKX TOBHG

OT ITKMBK ET HN OHNL OHNEXS. NG OKTB OTNMHNK OXNM MANCHNKL OHEXK ATNM IHNK
OHBK LT IKHBX. NG SHFUB FTKVATBM XG SBZSTZTGM LNK EI KHNMX.

TD 2. 1
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Partie Il. Entropie et arbres de décision

Exercice 3. Le jeu de la fausse piece. On considére un jeu depiéces, toutes d’apparence identique. On
sait quune seule piéce est faus&dle a un poids différent des autres mais onaitepas si elle est plus Iégére ou plus
lourde.

On dispose d'une balance a deux plateaux. A champsge, la balance peut se trouver dans l'une des tr

configurations :

G Elle penche vers la gauche.
D Elle penche vers la droite.
E Elle reste a I'équilibre.

L'objectif est de déterminer avée moins de pesées possibla fausse piéce et si elle plus Iégere ou plusie

1.Soitn =8.

(a) Combien de réponses possibles il y a dans cdgmab?

(b) Combien de possibilités différentes peut-on obt@vec 2 pesées ? Avec 3 pesées ?

Conclusion sur la faisabilité de la déterminatiena fausse piéce en 2 ou en 3 pesées.

(c) Est-il intéressant de peser deux lots de 4 piébasun ? Pourquoi ? Quelle quantité d’informations apporterait
une telle pesée ?

(d) A l'aide du programme java a I'adresdgtp://nlvm.usu.edu/fr/nav/frames_asid_139 g_4 hirdl

élaborer une stratégie de pesée permettant dexdééerla fausse piece en 3 pesées dans tous le¥a@asquelques
conseils qui peuvent étre utiles :

i. Essayer, pour commencer, de diviser I'ensemblepie®s en trois lots, de taille & peu prés édear 8 piéces, on
peut tester les décompositions 8 =3 + 3 + 2 oR8+=2 + 4.

ii. Lorsque I'on compare le méme lot de piedgsa deux lots différentd, et L,, on peut interpréter les résultats de

la fagon suivante : si les deux résultats de coaipam sont identiques, la fausse piéce est ddos le, et nous avons
le sens de la différence de poids (+ ou -); il njEss possible que I'un des résultats €odt I'autreD.

(e) Représenter la stratégie sous forme d'arbre aeésidé. Les feuilles de I'arbre doivent représertautes les
réponses possibles. La profondeur de I'arbre irelmars le nombre maximal de pesées.

2. Facultatif. A raide du méme programme java, élaborer ungégia pourn = 910,12.

TD 2. 2
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3. Codage de sourc@odage sans bruit)

1. Codage

D’'une maniere générale le codage peut étre vu comnme transformation de symboles d'un alphabet donné
Q, = {Sl, e Sn} en suites de symboles d’un autre alphdgt = {Cl, e Cd} .

Dans un schéma de communication, la source enkd de transmission n’utilisent pas forcément lema&lphabet. Par
exemple, la source peut étre un texte anglaissani les 26 lettres de I'alphabet latin, et leatgreut étre tout support
numérique, utilisant I'alphabet binaire. Il se pasmc le probleme deodagecomme "traduction” entre I'alphabet de la
source et celui du canal. Si le récepteur utiisenEme alphabet que la source, il est égalemeptsaice delécoderle
message avant de pouvoir le lire, c’est-a-direigper la transformation inverse. Toute transfolipratcandidate doit
vérifier un certain nombre de critéres que nouwmnalidétailler plus loin.

Etant donné qu'il peut exister une grande quamtéécodages possibles, il se posera la questiorawtsr dequel est
meilleur que tous les autres. Cela dépendra d'itérerd’optimalité que I'on fixera. Nous allons dacette perspective
considérer deux types d'applications de codage :

1. Codage de sourceu encorecodage sans bruitNous allons supposer que la communication sevii@itin canal sans
bruit. Cela signifie que tout message est transhaifacon exacte. Sous cette hypothese le meillede sera celui qui
permettra la transmission la plus rapide posslt#gremier théoreme de Shannon donne la solut@npgrobleme.

2. Codage de canalou encorecodage en présence de bruEn supposant qu'il existe des perturbations pouva
engendrer des erreurs a la réception, on chercimeranéthode de codage permettant une transmissssn rapide que
possible tout en mini- misant la probabilité degers.Le second théoréme de Shandonne la solution a ce probléme.

2. Premier théoreme fondamental
2.1. Codage de source

Nous allons dans un premier temps considérer unélaade communication avec un canal discret san. I3oient
Qg = {Sl, e Sn} l'alphabet de la source &2, = {Cl, e Cd} l'alphabet du canal.
Supposons que la distribution de probabilité dipltabet de la source est connue :

A
P:Qs-[01 s ps(s)=p

On peut alors en déduire I'entropie de la source
n

H(S)=-> pilog, p

i=1
Nous utiliserons dans la suite la terminologie aate :

Lettre, symboleou caractére Tout élément d’'un alphabet donné.
Messageou mot Une séquence fini@ de caractéres d’'un alphabet donné.

Longueur de mot Le nombrel (m) de caractéres d’'un mm.

Le codage consiste a faire correspondre a chagubadg S de la source, une séquenm(sl) de symboles de
l'alphabet du canal, appeléenot-code Une telle association peut donc étre représemée un ensemble
{ml, m ,-~-,mn} den mots-codes correspondant chacun a un symbolalgddibet de la source :

Oi=1---,n m:m(%)
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Si I'on notel, les longueurs des mot¥ du code, et soil la variable aléatoire dont la valeur est la longuu mot-

code associé a un symbole émis par la soficélors cette variable aléatoire prend les valduravec les probabilités
P =Ps(s) P=Lwm
On définit alors la longueur moyenne du code par :

L= E[L] = —Zn: pl, notée encore <L >
i=1

Cette quantité est importante pour I'analyse deactéristiques d’'un code donné. Elle représent@bhabre moyen de
caractéres de I'alphab&2 . pour coder un symbole émis par la soufge
Supposons que le temps de transmission est le mpémetous les caractéres de I'alphabet du canalsAle temps

moyen de transmission d’un symbole de I'alphabdbdmurce est proportionnel a la longueur moyehndes mots du
code. C’est pour cette raison que nous allons @Bassite étudier en détail ce paramétre. Un codievéafier un certain

nombre de propriétés garantissant la possibilitéedenstituer tout message codé a la réceptionpfigsiétés sont les
suivantes :

Régularité. Un code{ml, m2,---,mn} est ditrégulier si tous les mots qui le composent sont distincts :
m#m, UO#k

Cette condition garantit au moins que tout messtigie seul caractére de I'alphabet de la source geatdécodé Un
code qui n'est paegulier est ditsingulier ouirréversible.

Déchiffrabilité. Un coderégulier est ditdéchiffrable(ou encore @écodage uniqyesi pour toute suite de mots de code
mt,m?,---,m*, il est possible de distinguesans ambiguité tous les mott donc identifier les symboles

s! j=1---,k composant le message.
Voici un exemple de plusieurs codes possibles ppunéme alphabet.

Exemple3.1. Soit I'alphabet de sourcé g ={a, b, C,d} de distribution de probabilitéPs ={ 0.4,0.3,0.2,0.]}.

L’entropie de cette source et (S)= 185 bits/symbole. Supposons que le canal est bina@etableau ci-dessous
propose quelques codes et leurs longueurs moyeiene®ts :

S Probabilité Code 1| Code 2| Code3 | Code4 | Code5 | Code 6

a 0.4 1 00 0 0 0 0

b 03 0 01 10 01 10 11

C 0.2 1 10 01 011 110 100

d 01 0 11 010 0111 1110 101
Longueur moyenné 1 2 1.7 2 2 1.9

Le code 1n'est pagégulier. En effet, le caractére 0 correspond a 2 caractdifférents dans I'alphabet initial. Tous les
autres codes du tableau soéguliers Le code 2est un code dngueur fixe: tous les mots du code sont de méme
longueur. Legodes 34, 5 et 6 sont ddongueur variable

Le code 3estrégulier maispas déchiffrable En effet, ladéchiffrabilité signifie que toute séquence de mots du code
correspond a au plus 1 message. Dans le casdii3 la séquence 010 correspond a la fois a 3 messliffaents :
"d”, " ca”et”ab”. Elle ne peut donc pas étre décodée correcterhnis allons maintenant analyser le probléme de
la déchiffrabilitéen détail.
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2.1.1. Le probléme de décodage unique
Il existe plusieurs fagons de garantir qu’un coaiedéchiffrable :

Codes de longueur fixe. Un code régulier dengueur fixepeut toujours étre décodé sans ambiguité caffit su
pour cela de découper la séquence en mots de longaanue. Cette solution présente néanmoins uavedtage. On

peut I'observer dans le tableau ci-dessuscade 2 de longueur fixe, a une longueur moyenne de égdée a 2 tandis
gu'il existe dans la méme table des codes avedomgrieur moyenne inférieure.

Utilisation d’'un séparateur. Il est possible de consacrer un symbole de I'diphau canal commséparateurde
mots du code. Par exemple, pour un canal binairpeot coder l&-émesymbole de la sourcs, a l'aide dd caractéres
1" et utiliser "0” comme séparateur. Dans le cad’dxemple3.1.cela donnerait le code suivant :

S | Probabilité Code 7

a 04 10

b 03 110

c 02 1110

d 0.1 11110
Longueur moyenng¢ 3

et la séquencedbC” donnerait "101101110".
On constate que la longueur moyenne qui tient cerdptséparateur est plus élevée que pour tousitiesaodes.

Codes sans préfixes instantanés). On dit quun motW est unpréfixed’un autre motV s'il existe un motUJ

tel queV =WU . Autrement dit, le moV commence par le mM/ . Dans ce cas, le mbd s’appellesuffixedeV .
On dit qu'un code donné estns préfixamuinstantanési aucun mot du code n’est le préfixe d’un autot du code.

Dans l'exemple3.1.le code 6est sans préfixe. Un tel code est toujours déciifé. En effet, pour décoder une séquence
guelconque de mots du code il suffit lire la séaqeecaractére par caractére de gauche a droitequDés mot du code

M est formé, on sait qu’il n'est pas le début d'wtra mot. On peut donc séparer (isoler) le motoatinuer ainsi la
lecture. Cela donne une procédure de décodaaed pa’s

Prenons une séquenW¥ = 011010011101 deode 6 Le décodage de la séquence se passe de la fagants :

1

Pas1 m'="0" = s'=a et W, =11010011101.
Pas2 m'="11" = s°=b et W, = 010011101.
Pas3 m®="0" = s'=a et W, = 10011101.
Pas4 m'="1000 = s'=c et W, = 11101.

Pas5 m° ="11" = s’=b et W, = 101.

Pas6 m°="101" = s=d et W, =0.

On obtient en symboles de I'alphabet de la sourcg@bachbd.

On remarque que dans la famille de codes a longesable et sans séparateur, les codes sans @@fidnstantanés
représentent un intérét. Il est évident que todle instantanéstdéchiffrable

La réciproque n'est pas vraie. Soit en effet unercm binaire d’alphabef) g :{a, b} et un canal binaire d’alphabet

Q. ={03}. Le code suivant: m, = m(a) =0 m, = m(b =01 n'est pagstantané
car M, est urpréfixede M, . Il est tout de mémeéchiffrable
Pour décoder une séquence de mots de ce codeffiil dai repérer d’abord les positions de "1". Chadgil” est

obligatoirement précédé de "0” et donne le caract®”. Les autres "0” correspondent au caractéae’.”
C’est comme cela qu’on trouve que la séquence "00000100” correspond au messagebbaabaa.
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On voit alors la signification du terménstantané et I'intérét principal de ces codes. Un code spréfixe peut étre
décodé pas a pas, par séparation successive desGatd peut étre fait en temps réel, au fur eeaume de la réception
du message. Tandis qu’un code déchiffrable maisimetantané nécessite un traitement plus long étiigue au code
pour étre déchiffré.

Nous allons nous intéresser maintenant au probtiari&existence des codes instantanés. Ce problénfiermule de la
fagcon suivante :

Soient I'alphabet de la sourc@ ¢ ={Sl, SRR Sn} de taillen et I'alphabet du canaf . ={Cl, SRR Cd} de tailled.
Etant donnédN nombres entiers positifs non nu(lsl,lz,...,ln), existe-t-il un code régulier instantané @emots

{ml, R mn} tel que chaque nombile soit la longueur du mot de cod®, ?

Le théoréme suivant donne la condition nécesstaaffisante d’existence de tels codes.

Théoréme 3.1. Inégalité de Kraft. Un code instantané (= sans préfixg de longueurs de mots-données
(Il,lz,...,ln) existe si et seulement si

Zn:d"i <1
i=1

oud est la taille de I'alphabet dianal etn, la taille de I'alphabet de Eource(d = 2 pour un candlinaire).

Historiquement, I'inégalité de Kraft a d'abord é&@émontrée par Mc Millan comme condition nécessairsuffisante
d’existence de codes déchiffrables de longueunnotis données. Voici le théoréme qui est une exdardii théoréme
précédent sur la classe entiére de codes déchéifsrab

Théoreme 3.2. Condition de Mc Millan. Un codedéchiffrablede longueurs de mots donné(é§,|2,...,|n) existe si
et seulement si

Zn:d"i <1
i=1

oud est la taille de I'alphabet du canalfeta taille de I'alphabet de Bource(d = 2 pour un candinaire).

Remarque 3.1. Ces deux théorémes montrent qu’il existe un cdéehiffrable de longueurs de mots données
(Il,lz,...,ln) si et seulement si il existe un cadstantanédemémes longueurs de mots

Nous allons maintenant pouvoir poser le problemeadiage de sourceu encoreodage sans bruit

Soit une sourc&d'alphabetQ g = {Sl, e Sn} de taillen et de distribution de probabilité®s = { P, pn}. Soit

un canal d’alphabet( . ={Cl, R Cd} de tailled, sans bruit, stationnaire et sans mémoire. Existesn code qui

minimise la longueur moyenne de mbts?

2.2. Le premier théoréme de Shannon

Nous allons approcher la solution du probléme diage de source en trois étapes. D'abord, noussafipancer ld@orne
inférieure pour la longueur moyenne de mots de cashsuite, nous allons proposer un@ne supérieureEnfin, le
premier théoreme fondamental de la théorie dedlimfation montrera qu'il est possible approcher la borne inférieure
avec autant de précision que I'on souhaite
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2.2.1. Borne inférieure de longueur moyenne de code

Théoréme 3.3. Borne inférieure.Soit une sourceS d’alphabet Q ¢ :{Sl, e Sn} de taillen et de distribution de
probabilités Py I{pl, e pn}. Soit un canal d'alphabef) . :{Cl, e Cd} de tailled, sans bruit, stationnaire et
sans mémoire. Soit un code déchiffra{ml, cee w} de longueurs de mo{il, cee In}.

Alors la longueur moyenne de mots de code vérifie :

L’égalité n’est possible que &li =1,---,n p; = d™.

Preuve du Théoréent®3.

Puisque le code que nous avons est déchiffrablérifie I'inégalité de Kraft :

O<Q:Zn:d"i <1
i=1

On peut alors définir les nombres :

q i=1---,n

Q

n
On a alors :Z g, =1 etdonc on peut appliquer I'inégalité de Gibbsiflemmel.1.Inégalité de Gibbs:

i=1
> p Iogz[&J >0

i=1

et I'égalité a liewsi et seulement €ili =1,---,n  p, =q,.

On en déduit alors :

> p log, p; 2> p log, g (3.0)
i=1 i=1
- =Y p log, p;<-> . p log, q (3.1)
i=1 i=1
n n d—li
- -> p/log, p, <= p log,— (3.2)
i=1 i=1 Q
- -> p/log, p, <-> plog,d™ +> p/log,Q (3.3)
i=1 i=1 i=1
. =Y p log, p; <D pl;log,d +log, Q> p, (3.4)
i=1 i=1 i=1

n

En remarquant quez pli = L, quez P, =1 et que par définitionH (S) = —Z p;log, p;.ona:

i=1 i=1 i=1

H(S) < L og,(d)+log, Q

H(S)

log, (d)

Enfin, d’aprés l'inégalité de Kraft@Q < 1. Donclog, Q < 0 d’ot inégalité a démontrer £ >
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()

Remarque 3.2. On peut noter que la quant&eﬁ représente I'entropie de la source calculée papaa a la basd :
2

S) _ o 2(i)_ \ =
%_—;g%——;pﬁlogd(pi)—Hd(S)

Un code dont la longueur moyenne de mots atteirtiolane inférieure s’appelle un codésolument optimal Un
exemple de codabsolument optimatst donné par le tableau suivant :

S | Probabilité Code absolument optimal
a 05 0

b 0.25 10

C 0125 110

d 0.125 111

etona: H(S) =L= (0.5EL)+(025D2)+(0125[3[2) 22

2.2.2. Borne supérieure de longueur moyenne de code

Cependant, un code absolument optimal n'est pgeusuréalisable En effet, pour atteindre la borne inférieure, les
log, p,
log, d

longueurs de mots de code doivent vériflgr=d ' et doncl, = —

Or ces nombres ne sont pas forcément entiers. @anas, la meilleure solution consiste a choisindagueurs de mots
de code de sorte que :

Di:l,"',n _|092 pi S|i<_|092 pi +1
log, d log, d
Théoréme 3.4. Borne supérieureSoit une sourceS d'alphabet Q ¢ ={Sl, R Sn} de taillen et de distribution de
probabilités Py ={pl, R pn}. Soit un canal d’'alphabef . ={C1, SRR Cd} de tailled, sans bruit, stationnaire et

sans mémoire. Alors il existe un code déchiffratdat la longueur moyenne de mots de code vérifie :

log, (d log, (d)

Preuve du Théoréent4.

. lo » lo .
Choisissons les longueurs de mots comme précigéssius : i =1,---,n _98. b <l < _109, P +1
log, d log, d

Tout d’abord, montrons que l'inégalité de Kraft eétifiée. En effet, de I'inégalité ci-dessus omluié que :
Oi=%---,n log,p, 2 log,d = p =d™

Alors pour la somme on a :

i=1
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Alors il existe un code instantané de longueursniss |i gue nous avons choisies. |l reste a étudier sgukeur

n _ n
moyenne. On a, du fait quz p, =1, etde par la relatioh. = Z pl :

i=1 i=1
log, p: log, p,
< L+1 | <- L+1
( gl J Zp( l0g, d j " og,d
ToN - [ 1og, b
- L_Zpili _z (IOZ J-l_zp'
i=1 g,d =]
__ n n ng pl
- L=2.pli|< +1
— n 1 n
- L= 1< - log, p; +1
; p| i |092 d ; p| gz pl
o0 )< HOS)
- L= A< +1
;p. )< og. d
et, en utilisant 'inégalitd i =1,---,n |, = _lloo%—zzzi' soit : [[ =;pi|ij 2(—2 p, Il(z)ijzz Zi = IOHg(i)jj
— finalement : H(S) < [=Z:pi|i < H(S) +1
l0g, d 2P ) log, d

2.2.3. Extension de source et Premier théoréme daeBnon

Nous avons déja vu que, pour un alphabet et urnghdison de probabilité donnés, il est possibletariver un code

H(S
déchiffrable et de longueur moyenne des mots de poache de la borne inférieu1|ﬂe—d a un bit de basd pres. La
09,
derniére question qu'il reste a éclaircir est dmses’il est possible d’approcher cette borne awee précision arbitraire.
Pour répondre a cette question nous allons élagne point de vue sur le probleme d'encodage dssagyes d'une
source. Nous allons introduire I'idée de codagehpars. Commencons par un exemple.

31
Exemple3.2. Soit une sourcX d'alphabetw, = {a, b} et de distribution de probabilit®, = {Z Z} et un canal

binaire (d = 2). L’entropie de cette source est :
H(X)= -gmgz[gj -%mgz@ =-2100,(8)+ 2109, (a)+ 2109, (4)= - 10g, (3} + 2= 0811 bvsymboe.
En codant cette source caractére par caractepewdrenvisager le code suivant :
m =m(a)=0 m, =m(b) =1
de longueur moyenne de mdt_a =1 bit par caractére. Un messa@ede longueur initiald (T) sera alors codé par une
suite binaire dd (T bits et Fapplication du théorénge4.donne : H(X)< Ly <H(X)+1 car log,(d)=1.

Et si on voulait coder les messages de cette semressocianin code aux couples de caracteres ?

Tout d’abord, formalisons cette idée. Avec un al@tale taille 2 il est possible de formaf = 4 couples de caractéres

différents. On peut considérer cela comme un noai@habet, d’'une nouvelle sourc¥,. La variable aléatoireY
associée a cette nouvelle source correspond debedtion de 2 caracteres émis indépendamment paoulee initiale

X . Ainsi, Y = (Xl, Xz) ou X; et X, sont 2 variables aléatoires indépendantes ayanétae distribution queX .
Compte tenu de l'indépendance #g et X, , on peut construire la distribution de probabitigY :
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Y aa ab ba bb
P | pla)?=9/16 | Ha)plb)=3/16 da)p(b) = 3/16 p(b)? = 1/16

Enfin, I'entropie deY peut aussi étre déduite de I'indépendanceXdeet X, :
H(Y)=H(X., X,) = H(X, n X;)=H(X,)+H(X,) = 2H(X)

Maintenant, si 'on considér comme une source a part entiére, on peut appligugréorémes.4. Il est possible de
trouver un code déchiffrable dont la longueur mmgede mots de codk vérifie (icid = 2 et donclog2 d=1):

H(Y)<sL:<H(Y)+1 < 2H(X)<L:<2H(X)+1

On a alors la relation :

Il reste a remarquer que2 est mesurée en "bits par symbole” de I'alphabeYdeOr, tout symbole de I'alphabet dé
Lo
est un couple de caractéres de 'alphabeddeAinsi, la quantité7 représente la longueur moyenne de mot de code

par symbole deX . En codant les symboles par couples et non denfagitaire, nous avons alors un code dont la
longueur moyenne de mot de code se trouve danstenvalle plus petit (de longueur 1/2 au lieu dadfpur de la borne

inférieure:H(X)S%< H(X)+% et H(X)S[l < H(X)+%

Voici I'exemple d'un tel code.

Y =(X,,X,) | Probabilité | Code
aa 9/16 | 0
ab 3/16 | 10
ba 3/16 | 110
bb 1/16 | 111

On aH(Y)=2H(X)=1.62 bits/symbole ef , = 2 ~ 1.69 bits/valeur d& , & comparer &, =1 bit/caractere deX .
16

Enfin, il est trés important de remarquer que tagleeur moyennd__z représente le nombre moyen de bits pour coder un
"symbole” de I'alphabet de la sourcé. Donc il s'agit de?’ bits par symbole d&, or chaque symbole de I'alphabet de
1€

Y est un couple de symboles de I'alphabetXle Ainsi, en unités de mesure de la souXe on al, = 27__0.84
2x1€

bit par symbole deX .

Cela signifie qu'un messagé de IongueurI(T) sera codé, avec le second cae@lage par couplgsen moyenne par
084I(T) bits, au lieu del(T) bits avec le premier codevdage unitaire)

Ainsi, en introduisant le codage par blocs nousnavivouvé la possibilité de s’approcher de la bdnférieure. En
généralisant I'idée de I'exemple précédent on peumuler et démontrer le premier théoreme fondaaiede la théorie
de l'information.
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Définition 3.1. Extension de source. Soit une sourceX d'alphabet Q ={X1, R Xn}. On appelle extension

d'ordre S de la sourceX la source Y :(Xl,m , XS) ou X, i=1---,S sont les variables aléatoires

indépendantes et identiquement distribuées seldistabution deX.

Théoréme 3.5. Premier théoréme de Shannon. Soit une sourcX d'alphabetQ, = {Xl, R Xn} de taillen et de
distribution de probabilitéd, ={pl, SRR pn}. Soit un canal d’alphabe® . ={Cl, R Cd} de tailled, sans bruit,

stationnaire et sans mémoire. Alors il existe uocpdé de codage déchiffrable dont la longueur moyefe mots de

code est aussi voisine que I'on souhaite de lagbmfiérieure———=

log,d
Preuve du Théoréen&5.

Soit la suite(YS)c::l d’extensions d'ordr& de la sourceY . On alors[ls=1 H (YS) = SH(X) et il existe un code

déchiffrable dont la longueur moyenlies de mots de code vérifie :
HY) B0 Ly o GHX) p g HX)
log, d log, d log, d log, d

+1

On a alors la relation :

H(X) _Ls _ H(X)

log,d s log,d

+

n iR

Il reste a remarquer qu_bs est mesurée en "bits par symbole” de 'alphabeYdeOr, tout symbole de I'alphabet d&

o L
est uns-uplet de caractéres de I'alphabetfleAinsi, la quantlté—S représente la longueur moyenne de mot de code par
S

symbole deX. Alors en passant a la limite quasitend verseo, on a :

jm L2 = H(X)
s-» s log,d

3. Construction de codes optimaux

Le premier théoréme de Shannon étdiaiistencede codes dont la longueur moyenne de mots estEashe que I'on
veut de la borne inférieure. Il ne propose cepenpas de méthode pour construire un tel code.

Rappelons qu’'un code est dibsolument optimal pour une source donnéeprésentée par son alphabet et sa distribution de
probabilité) Si sa longueur moyenne de mots atteint la borfégigure. Nous avons mentionné que de tels codegstént
pas toujours pour une source donnée.

Définition 3.2. Code optimal.  Soit une sourcX d’alphabet( ={Xl, R Xn} et de distribution de probabilités

Py ={pl, e pn} donnés. On dit qu’un code egitimal dans une classe de codes pour cette sourcemiguzeur de
mots de code estinimaledans la classe considérée.

Dans ce chapitre nous nous intéressons au probiemeonstruction effective deodes optimaux Pour faciliter la
compréhension, nous allons nous restreindre ad&tiecodes binaires sans préfix@nstantanés)La généralisation des
idées que nous allons exposer ici au cas d'alphateetodes)-aires (de tailled) n'est pas difficile. De plus, les codes
binaires occupent une grande place parmi les cadesllement utilisés tout simplement & cause dexipes de
fonctionnement des ordinateurs.
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3.1. Codes binaires instantanés et arbres
3.1.1. Quelques rappels sur les arbres

Nous rappelons ici quelques notions utiles darsulte sur les arbres. Etant donné que nous avasisi ate présenter
dans ce chapitre seulement les codes binaires,mauons besoin qudarbres binaires

Un arbre binaireest un cas particulier dgaphequi peut étre facilement défini de fagon récursivuaarbre binaireest
soitvide soit composé d’un noeud particulier, appaléine, d’'un sous-arbre gauchet d’'unsous-arbre droigui sont eux
mémes desarbres binaires disjointsNous allons tirer de cette définition quelquesppiétés essentielles et une
description plus détaillée de la structure danbre binaire

1. Comme touigraphe unarbre binaireest un coupleN, R) ot N est un ensemble deeudset R [1 NXN est un
ensembled’arcs reliant certains sommets. Wmbre binaire est ungraphe orientédans lequel learcs sont considérés
comme des relationpére-fils'.

2. Laracine de I'arbreest I'unique nceud qui n'a pas de pére.
3. Dans un arbre binairehaque noeud au plus deux filetchaque noeudauf la racine axactement un pére
4. Les nceuds qui n'omtas de filss’appellenfeuilles de 'arbre

5. les nceuds qui ne samitfeuilles ni racines’appelleninternes

6. Un cheminentre 2 noeudsst une suite’arcs consécutif€2 arcs [, |) et , ) sont consécutifs si 'extrémité du
premier est l'origine du secondl = K). Lalongueurd’un chemin est leombre de branchesgui le constituent.

7. Toutnoeudest relié a la racine par wmique cheminOn dit qu’'un noeu@st de niveal si le chemin qui le relie a la
racine est de longueti

8. On appellhauteurou profondeurd’un arbre la longueur dulus long chemipartant de la racine.

9. Un arbre binaire complet de profondetir est un arbre doribus les noeudsauf les feuillent exactement 2 fils
Autrement dit, toutes les feuilles appartiennentréume niveau et todss noeuds ont exactemeénou O fils. Un tel arbre

a exactemen®" feuilles et pour touti < N il y a exactement 2 noeuds de nivéau

10. On appellearbre binaire incompletun arbre binaire obtenu a partir d’'un arbre canhgnsupprimant tous les
successeurs d’'un certain nombre de noeaidsi quetoutes les branches qui touchent ces noelds nceuds dont on a
supprimé les successeurs deviennent les feuilles.

Attention ! Il existe des arbres qui ne sonhi complets, ni incomplets. Un arbreincompletest un arbre doribus les
noeuds ong ou O fils. A la différence d’un arbreomplet il n'est pas exigé queutes les feuilles soient de méme niveau

11. Dans un arbre binaimpletouincomplet le nombre ddeuillesF et lenombre debranchesB vérifient la relation
B=2(F -1)

Sur lafigure 3.1. on peut voir un arbre binaire complet de pndéur 3 et plus loin sur fgure 3.2. un arbre incomplet
obtenu a partir du premier en supprimafagage les descendants de 2 noeuds.



Théorie de l'information 3. Codage de source

3.1.2. Représentation de codes instantanés par lbres

Soit {ml, SN w} un code binaire sans préfixe de longueur maxirhaleest évident que chaque mot de ce code peut

étre représenté par un chemin partant de la radimearbre binaire complet de profondéur

Il suffit pour cela d’étiqueter les arcs de I'arlareec O et 1dhoix arbitraire). Supposons qu'a un mdty de longueur

[ <1, on associe un chemin dgarcs en partant de la racine. Le chemin s’ariéts a un noeud de nivedy. Comme

aucun autre mot du code ne peut avoir celui-ci cepnéfixe, on peut supprimer tous les descendant®dud final du
chemin. Ce dernier devient alors une feuille. Aimsipeut associer a tout code sans préfixe un &ibegre incomplet.
L'arbre vu précédemment, est ainsi associé au fad¥l, 001, 000} (voirfigure 3.3.).

Ainsi dans un arbre correspondant a un code binasdeuilles correspondent aux mots du codee Siernier est associé
a I'alphabet d'une source, il est également possitdssocier aux feuilles les probabilités des sypwcorrespondants.

L
3 B feville

@ noeud intérieur

*..
©< . . racine
3

©
!
I
i

e o o

niveau
1 2 3

Figure 3.1.Un arbre binaire complet de profonde8ir

.i.

Figure 3.3.Représentation d'un code par un arbre binaire inpteh(élagage).
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4. Méthode de Huffman de construction de codes optaux

Nous allons maintenant présenter la méthode dentduffde construction de codes instantanés optimauxyme source
donnée. Nous commencons par la condition nécesbapémalité que nous présentons ici sans dématistr mais dans
le but de faciliter la compréhension de la procédig Huffman.

Lemme 3.1. Condition nécessaire d'optimalité. Soit une sourceX d'alphabet Q. :{Xi, XX Xn} et de
distribution de probabilitésP, I{pl, ey pn} donnés. SoitC ={ml, Sy mn} un code instantané associé¢ a la

source de longueurs de mo{lsl, e In}. Supposons que les symboles de l'alphabet son#riés dans I'ordre
décroissant de leurs probabilités :

p12p22"'2pn

Si plusieurs symboles ont la méme probabilitésdat numérotés dans I'ordre croissant des longudinsiots de code
correspondants.

Si le codeC est optimal pour la sourcé dans la classe de codes instantanés, alors fieviérs propriétés suivantes :

1. Les symboles les plus probables ont les longudireots de code les plus petites :
pzp, = i<l

2. Les deux derniers symboles ont des longueurs dg aeocode égales :

In :|n—1

3. Parmi les symboles dont la longueur de mots de esd
chiffres identiques sauf le dernier.

n+ il'y en a au moins deux dont les mots de codéaus les

La méthode de Huffman (1952) procéde de facon sé@jra partir de la source de symboles, en construisant I'arbre
binaire du code a partir des feuilles du niveaplls élevé. D'apres le lemme ci-dessus, ces fauilldvent correspondre

aux symboles les moins probablEs et X _, . Le principe général de la construction est deagger les deux symboles

les moins probables en un seW, ,_; en additionnant leurs probabilités et de considéne nouvelle source de—1
symboles. On parle alors de réduction de sourceapplique ainsi le principe récursivement jusquéage’il ne reste que

deux symboles. On leur attribue alors le code {0, 1

Le parcours inverse permet de construire le codeatgére également récursive. SQif_, le code associé a la source
de n—1 symboles dont le derniew\(,, ,_,) a été obtenu en regroupaxy et X, . Alors le codeC, associé a la source
de N symboles est obtenu de la fagon suivante : les motcode associés aux symboks et X, _; sont construits en

ajoutant au mot-code du symbalé, ., respectivement O et 1.

Voici un exemple

Etape 1 Etape 2 Etape 3 Etape 4 Etape 5

X, 0.3 X, 0.3 X, 0.3 X456 0.45 Xy, 0.55
X, 0.25 X, 0.25 X, 0.25 X, 0.3 X456 0.45
X, 0.2 X, 0.2 X456 0.25 X, 0.25

X, 0.1 Xs 0.15 X, 0.2

Xq 0.1 X, 0.1

Xq 0.05
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L'arbre représentant le code résultant est reptésam lafigure 3.4. On y retrouve les codes associés a touyfekaes
de l'alphabet initial :

n
% L W
0111 ¢ 12
¥ 1
gy 10 J? 0 @ 1
© 0
R 1
0110 ©@- .1 ‘
x, ; ‘h'_““'hm_,h_©
TR %
T 4,56
00 8¢ ‘“/

Figure 3.4.Arbre de code de Huffman
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TD 3. Codage de source
Partie I. Codes sans préfixe.

Nous allons considérer une source d’alphdRet {a b,cd.e f,ghi, J} et un canal d’alphabet binai{@, ]}
- il y a nécessité deodagepour adapter I'alphabet de la sougee symboles a transmetti@)celui du canal.

Rappels

Nous utiliserons dans la suite la terminologieestdéfinitions suivantes :

= | ettre, symbole ou caractére. Toutélément d’'un alphabetonné.

= Messageou mot. Uneséquence finieN de caractéresi’'un alphabet donné.

= Longueur de mot. Lenombrel (m) de caracteres d’'un mdn.

= Code. Uncode binairepour I'alphabet donn&) de taillen est un ensemble d& mots
binaires{ml, SN m} Un code estégulier si les mots correspondant aux différents carastdesl’alphabet sont

différents. Dans la suite nous étudions uniquerestodes réguliers

Exemple. Pour notre alphabet wode réguliempeut étre :
s a b C d € f g h i i
m 0 1 00 01 11 10 100 101| 110| 111
= Code déchiffrable. Un code binaire esiéchiffrablesi toute séquence de bits peut étre décodée

de fagconunique Le code ci-dessus’est pas déchiffrableEn effet, la séquence de bits "110” peut étrerprétée
comme "i” ou comme "bf’ ou méme comme “ea”.

= Code sans préfixeou instantané. Un code esbkans préfixeou instantanési aucun mot code n’est le préfixe
d’'un autre Le code ci-dessusest pas un code sans préfim effet, le mot code 0 est le début des motsodie 00 et
01. Le code suivant esans préfixe

S a b c d € f g h [ J

m | 1111 1110, 110| 1011 1010, 100| O11| O000| 010| 001

= Décodage pas a pas d’'un code sans préfixe. Le principe de décodage est simple. Il suffitlide la séquence
codée de gauche a droite jusqu’a ce qu’on trouvenondu code. On est alors certain que ce mot sporgde sans
ambiguité a un caractére de I'alphabet. On enredistcaractére et on continue le méme processus.

Théoreme 3.1. Inégalité de Kraft. Un code instantané (= sans préfixg de longueurs de mots-données
(|1,|2,...,|n) existe si et seulement si

Zn:d"i <1
i=1

oud est la taille de I'alphabet dranal etn, la taille de I'alphabet de Bource(d = 2 pour un candinaire).

Exercice 1. Décodage. Appliquer la procédure de décodage pas a pas églzesce 10110000101010100
avec le codsans préfixesuivant :

S a b c d € f g h [ j

m | 1111 1110, 110| 1011 1010, 100| O11| O000| 010| 001

Exercice 2. Code sans préfixe. Vérifier s'il existe uncode binaire sans préfixde longueurs de mots
données{4, 4,4, 3, 2,4, 3,4, 3,4}

TD 3. 1
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Partie 1. Codes sans préfixe et arbres binaires.

Rappels

Figure 1. Exemple

Soit {ml, e, mn} un code binaire sans préfixe de longueur maxirhaleest évident que chaque mot de ce code

peut étre représenté par un chemin partant declaera’un arbre binaire complet de profondéull suffit pour cela
d’étiqueter les arcs de I'arbre avec 0 et 1 aripéraent.

Supposons qu’'a un madll de Iongueurli <1 on associe un chemin dg arcs en partant de la racine. Le chemin

s’arréte alors a un noeud de nivelffluComme aucun autre mot du code ne peut avoir cetomme préfixe, on peut

supprimer tous les descendants du noeud final dmich@lagagg. Ce dernier devient alors une feuille. On peutao
associer a tout code sans préfixe, un arbre bimamnplet.
L'arbre vu précédemment, est ainsi associé au fad¥l, 001, 000} figure 1).

Dans un arbre associé a un code binaire, lesdsuitbrrespondent aux mots du code. Si ce derrtiéie &sl'alphabet
d’'une source, il est également possible d’asseeirrfeuilles les probabilités des symboles corredpats.

Exercice 3. Code sans préfixe. Arbre binaire.

1. Construire I'arbre associé au code suivant :

s a b c d € f g h [ J

m | 1111 1110, 110| 1011} 1010, 100| 0O11| OO0O| 010| 001

2. Construire urcode sans préfixde longueurs de mots suivantes, a l'aide d’'uneablimaire, en procédant a I'élagage
d’'un arbre complet :

s a b c d € f g h [ j

I 4 4 4 3 2 4 3 4 3 4

TD 3. 2
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Partie Ill. Codage de Huffman

Rappels

Nous allons considérer une source d’alphadRet {a b,cd.e f,ghi, J} et un canal d’alphabet binai{@, ]}
Voici quelques définitions importantes.

Théoréme de la borne inférieure de longueur de code

Théoréme 3.3. Borne inférieure.Soit une sourceS d’alphabet Q ¢ :{Sl, e Sn} de taillen et de distribution de
probabilités Py :{pl, e pn}. Soit un canal d'alphabet binair@ . :{0,]}, donc de tailled = 2, sans bruit,

stationnaire et sans mémoire. Soit un code déablﬁr{ml, cee mn} de longueurs de mo{il, cee In}.
Alors la longueur moyenne de mots de code vérifie :

(L Z j H(S) = (Ezgpilisz(s)

log, (d)
L'égalité n’est possible que &li =1,---,n  p, =d =2

Code absolument optimal. C’est un code dont langueur moyenne de mots est égale a la borneiénie H (S)

Code optimal. Un code est dibptimal dans une certaine classe de codes dbmlgueur moyenne de mots est
minimale dans cette clasdea classe de codes la plus importante est celebdesans préfixe

Exercice 4. Code sans préfixe optimal. Méthode deuffman. Soit une source d'alphabe® et de
distribution de probabilité suivante :

S a b c d € f g h [ J

P, 0.2| 0.05] 0.1 0.05 0.15] 0.05| 0.1 0.05 0.15| 0.1

1. Quelle est ldongueur moyenne minimap®ur un codéinaire de cette source ?
2. Existe-t-il uncode absolument optimal

3. Construire urtode sans préfixe optimaélon laméthode de Huffman

4. Représenter ceodesous formal’arbre.

TD 3. 3
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4. Compression de donnégsans pertes)

1. Codage et compression

Nous allons ici aborder les applications de la tigéde I'information & la compression des donnéawériques. Nous
avons décrit précédemment les méthodesattagequi permettent d’adapter les messages émis paisomee a la
transmission via un canal tout en assurant la & sion la plus rapide en moyenne et un décodage eaeurs ni
ambiguités. Nous avons associédpidité de transmissioa lalongueur des messages cadés paramétre clé est alors
la longueur moyenne des mots de code

Les résultats fondamentaux du codage de sourcerentutre application : leompression des donnédsn effet, le
premier théoréme de Shannparmet d'établir ledimites théoriques de compression de données @aes I'entropie
d’'un messageéonstitué de caractéres d'un alphabet bindigfrésentant longueur moyenne minimale de mots de quolér ce
message. Le codage a longueur de mots fixe esesbuwiilisé car il représente I'avantage de sinid@iet rapidité
d’application. Il est tout de méme loin d'étre omti et lorsque les données obtenues sont trop wdwses, il se pose le
probleme de la compression.

Il existe deux grandes familles de méthodes de cessn :

Compression sans pertesll s'agit de méthodes inversibles, garantissarg g message initial peut étre restauré
intégralement a partir du compressé. Dans ce grdepméthodes on retrouve en particulier, le formatutilisé pour
I'archivage de fichiers et le format d'images GHar exemple. Le taux de compression est limité|'patropie des
données.

Compression avec pertesll s’agit de techniques basées sur les approximatides données initiales. Lors de la
restauration, le message obtenu n’est pas exactéeneressage initial. On retrouve dans ce groupddamats d'images
JPEG, audio MP3 et vidéo MPEG par exemple.

Nous allons nous intéresser uniguement aux méttdelesmpression sans pertes, basées sur I'utiiisdes algorithmes
de codage plus ou moins proches de la borne inférigtablie par le premier théoreme de Shannon.
On peut regrouper les algorithmes de codage paupission en deux familles principales :

Algorithmes statistiques. Il s’agit de méthodes basées sur I'utilisation ldetable de fréquences d'occurrence des
symboles, comme le codage de Huffman.

Algorithmes a dictionnaire. Il s’agit de coder non pasaractére par caractérenaispar blocsen indiquant la position de
chaque bloc dans un dictionnaire construit a pdttimessage.

Tout d’abord, nous introduisons quelques notiors cui nous seront utiles pour apprécier les @galite différents
codes en tant que méthodes de compression desedoi@us avons vu précédemment qu'il existe uneebimférieure

pour la longueur moyenne de mots de tout code fiéathie dont I'alphabet de canalthcaractéres :
H(s)
d

ot H (S) est I'entropie de la source. Dans ce chapitresradlons nous restreindre a I'étude de codes leisa@’est-a-

dire, tels qued = 2 (rappel: log, d =1). Ainsi, dans ce cas particulier, c’est I'entrofela sourceH (S) qui représente
la valeur minimale possible de longueur moyennendés de code.

Soit une sourc&d’alphabet() = {Sl, e, Sn} et d’entropieH (S) Soit un code binaire déchiffrable pdoidéfini par

'ensemble de mot%a)l, cee, a)n} de longueurs respective{l;l, cee In}. SoitE la longueur moyenne de mots de code.
On appelleefficacité du code, la quantité
H(S
e=HE)
L
et redondance du code la quantité
H(S
R=1-E=1- ( )

L
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Ces quantités permettent de comparer la longueyenmz de mot de code d’'un code donné a la borégenfe H (S)
Rappelons que cette borne n’est pas toujours tteimeme par les codes optimaux.

Soit un textel composé de symboles d’un alphatfet= {Sl, e Sn}. Soit /A le nombre de symboles dans Si le

texte est codé a l'aide d’un code binaire de longue mots fixe (ASCII ou UTF-8, par exemple), l@moire occupée

par ces données est proportionnelle au nomhrele symboles dans le texte. Par exemple, si oisautin bits par
symbole, la longueur totale de texte codé est

I(T)=mA

Le probleme de compression des données dans aeousiste a rechercher un code binaire pour le t&xtiel que la
longueurl (U) du message codé ndté vérifie
L) <I(T)

Taux de compressiorn(exprimée en %) : c'est la quantité
| T _I U I U - = tail A 4
t= ( ) ( ): _ ( ) encore notét = NC-C =1_£ avec |(T) NC : taille desdonnéesNon Compresséz
I(T) I(T) NC NC

I(U ) = C :tailledesdonnéeCompressée

Pour appliquer a ce probleme la théorie de cornstrucle codes optimaux vue précédemment, noussaliiéfinir la
procédure permettant d’associer a un texte donedistribution de probabilités aux symbolgsde I'alphabetQ) .

A
Soit A, le nombre d'occurrences du symb@edans le textd. Notons alorsf, = Xl la fréquence du symbolg, . On

aalors : Oi=1---,n 0<f <1 Zfi=1

Ainsi, I’ensemble{ f. 1= ZL---,n} est une distribution de probabilité s .

Cela nous permet de considérer le texte & comprdssmmme étant un message €mis par une source agtiet c
distribution de probabilité. Alors les méthodes amstruction de codes optimaux et en particuliemiéthode de
Huffman peuvent étre appliquées pour la compres$ioce texte.

Il est important de souligner que dans ce cas ¢ amnstruit est propre au texfeet le taux de compression obtenu
dépend également des caractéristiques du texte.

2. Algorithmes de compression statistiques

2.1. Méthode de Shannon-Fano

On suppose la table de fréquences d’apparitiors;demoles{ fi i = l~-~,n} construite. La méthode de Shannon-

Fano est une méthode récursive. Elle permet detrainesl'arbre du code en partant de sa racinefraogement a la
méthode de Huffman qui procéde a partir des fewille

Les étapes de la méthode sont les suivantes :

1. On élimine de I'alphabef) les symboles dont les fréquences sont nulles #ieta table dans I'ordre décroissant des
fréquences.

2. On divise la table de fréquences en deux partiksasres et formant une partition d@ (c'est-a-dire d’intersection nulle et

d'union égale aQ0 ) de telle sorte que les sommes des fréquencessdeacties soient aussi proches que possilddiane)
On attribugarbitrairement)l a la premiére partie et 0 a la seconde.

3. On applique ensuite ce principe des divisionsacehe des parties récursivement jusqu’a I'obterdierparties a un
seul symbole.
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2.1.1. Exemple

Soit T = ‘cette echelle est belld y a A = 20 symboles dans ce texkecaractere « espace » est ignof@pdé en ASCII

(8 bits par symbole) il occupe anféT) = 8[20=160nbits. Nous retenons cette valeur comme référenae §aluer

les taux de compression obtenus. Nous allons aoresgpour ce texte les codes de Shannon-Fano Buffenan. Tout
d’abord, on construit la table des fréquences dioence des symboles du texte :

s [€ [1 [t ¢ [b [n [s

218 |4 [3 [2 |1 [1 |1

f 04 | 02| 015 0.1] 0.0p 0.05 0.05

L’alphabet initial est ainsf) = {e,l t,c,b, h S}. L'entropie associée edtl (T) = 2.38 bits/symbole.

Construction d’'un code de Shannon-FanoPour commencer on divise I'alphabet en deux sosstables de sommes
de probabilités aussi proches que possible. lai 6 = {e, I} avec P(Ql) =04+02=06etQ, = {t,C,b, h S}
avec P(Q,)= 015+ 0.1+ 005) = 04.

On associe 1 comme premier bit des mots de codsyaeisoles de); et 0 comme premier bit des mots de code des
symboles de€),. Sur chacun des sous-alphabets ainsi obtenus fonit dés distributions de probabilités en divisant
celles deQ par P(Ql) et P(Qz) respectivement. On a :

P=|s € | P,=|s t C b h S
f |4/6 | 2/6 f |38 |1/4 | 18| 18| 1/8

On continue ensuite, en appliquant la méme proeéalwhacun des deux tableaux obtenus. Voici lehgréipal :

Figure 4.1.Codage de Shannon-Fano

Un code possible qui en résulte se lit sur les cheneliant les feuilles a la racine :

s [€ [1I [t [¢ [b [nh [S

@ 11 10 011| 010 00Q 0011010
| 2 2 3 3 3 4 4
I
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La longueur moyenne de mots de code est

L= 204)+ 202)+ 4015)+ 40.1)+ 3005)+ 4005)+ 4005) = 25bits/symbole.

Le message codé sefsans les espaces) U = 0101101101111110100011111010111100100110001110&6 on a

I(U ) = 50bits. Ainsi le taux de compression et 16](-)%) = 6875%.

2.2. Algorithme de Huffman

Le codage de Huffman représente aussi une méthedendpression car il réduit la longueur moyennendets de code.
Nous avons décrit cette méthode en détails préadeein VVoici un exemple d'utilisation dans le casdans la section
précédente.

Construction d’un code de Huffman. La méthode de Huffman produit le tableau suiventun arbre de code
possible :

€ |04 € 0.4 € 0.4 € 0.4 € 0.4 Ithsbc | 0.6
| 0.2 | 0.2 | 0.2 hsbc| 0.25 It 0.35 € 0.4
t |0.15 t 0.15 t 0.15 | 0.2 hsbc| 0.25

C |01 c |01 hsb| 0.15 t 0.15

b | 0.05 hs | 0.1 c 0.1

h | 0.05 b 0.05

S | 0.05

Figure 4.2.Codage de Huffman

Un code possible qui en résulte se lit sur les cheneliant les feuilles a la racine :

s |¢© | t C b h S
PRE 011 | 010 | 000 | 001d 001i@O111
|1 3 3 3 4 5 5

I

La longueur moyenne de mots de code est

L =104)+ 402)+ 3015)+ J0.1)+ 4005)+ §005) + §005) = 245bits/symbole.

Le message codé se(sans les espaces) U = 000101001011000001101011011110011101000101011ed1on a
49
I(U ) = 49bits. Ainsi le taux de compression edt= 1—1—6c = 69375%.
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3. Codes a dictionnaire

Les trois algorithmes les plus connus sont LZ77/{pel-Ziv), LZ78 (Lempel-Ziv) et LZW (Lempel-Ziv-Weh, 1984).
Le principe fondateur commun des ces trois méthodasiste & encoder des séquences de caracteles pa&érences a
leurs emplacements dans un dictionnaire. Le din@e est construit & partir du texte lui méme aattient toutes les
séquences déja rencontrées. Nous allons danddadgdiailler le fonctionnement de I'algorithme LZ78

3.1.LZ78
3.1.1. Codage

Le dictionnaire sera construit au fur et & meswreladlecture du texte a compresser. A tout instandictionnaire
représente la partie du texte déja lu, découpé&gguences numérotées. Le numéro 0 est résenchaile de caractéres
vide.

Chaque séquence codée sera remplacée par un cdiyle Si la séquence codédaaractéred, est le numéro d’entrée
dans le dictionnaire du préfixe composé des 1 premiers caractéres. Si aucun préfixe n'a étévédu= 0, C est le
dernier caractére de la séquence codée.

Pour déterminer la nouvelle séquence a encoderrocege de la fagcon suivante. On parcourt le tegttant a
compresser a partir du caractére courant tant guduence lue existe dans le dictionnaire. Oméstaidés qu’une
séquence nouvelle, non encore enregistrée danctienthaire, est trouvée. Ce procédé garantit queolivelle séquence

Sest de la forme
S=s,C

ou C est le dernier caractére lu g} est la derniére séquence rencontrée qui appastiegictionnaire.

lllustrons le propos par un exemple. Supposonaqus cherchons a compresser le text@ctéres « espace » inclus)
‘ELLE EST BELLE CETTE ECHELLE ETERNELLE'.

- On initialise le dictionnaire avec la séquenaeva I'emplacement 0.
- On lit le caractere ‘E’. Cette séquence n'estm&sente dans le dictionnaire. On la remplacdepeouple (0,E) et on

enregistre dans le dictionnaire la séquence ‘Eddréssd = 1.

- Le caractere lu : ‘L’. Cette séquence n’'est paissde dictionnaire. On la remplace par le couple)(et on enregistre
‘L’ dans le dictionnaire & 'emplacemeint 2.

- Caractére lu : ‘L’. Séquence présente dans lgodicaire & I'adresse= 2. On lit le caractére suivant ‘E’. La séquence
en attente devient : ‘LE’. Elle n'est pas dansitgidnnaire. On la remplace par le couple (2,E)ret’enregistre dans le
dictionnaire a 'adressie= 3.

- Caracteére lu :_". Il n’existe pas dans le dictionnaire. On le remsgl par (Q,) et on I'enregistre a 'adresse 4.

- caractére lu : ‘E’, adresse dans le dictionnaire= 1. On lit le caractére suivant. Séquence emiatte‘ES’. On la
remplace par (1,S) et on I'enregistre a I'adréssé.

- etc ...

Voici le tableau qui résume toute la procédure :

Indice Dictionnaire Code Indice Dictionnaire Code
0 Null 13 _E (4,E)

1 E (0,E) 14 CH (10,H)
2 L (o,L) 15 ELL (8,L)

3 LE (2,E) 16 E (1,.)

4 o (0,0) 17 ETE (11,E)
5 ES 1,S) 18 R (O,R)
6 T (0,T) 19 N (O,N)
7 _B (4,B) 20 ELLE (15,E)
8 EL (a,L)

9 LE. (€]

10 C (0,C)

11 ET (1,7)

12 TE (6,E)

4, 5
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Le code définitif obtenu sera :
(OE, OL, 2E, Q, 1S, 0T, 4B, 1L, 3, 0C, 1T, 6E, 4E, 10H, 8L, 1 11E, OR, ON, 15E)

Si I'on utilise 1 Octet pour coder une adresse m#iothnaire (nombre entienet 1 octet pour coder un caractére, nous
arrivons ainsi a 40 caracteres pour le code findlea de 38 pour le texte initial. || peut sembigre ce codage n’est pas
efficace pour compresser les données. Bien auaiontr Son efficacité s’améliore nettement sur @a¢es longs. Voici
notre exemple, juste un peu prolongé : ‘ELLE EST.BE CETTE ECHELLE ETERNELLE. ELLE EST REELLE'.

Indice Dictionnaire Code Indice Dictionnaire Code
0 Null 13 _E (4,E)

1 E (0,E) 14 CH (10,H)
2 L o,L) 15 ELL (8,L)

3 LE (2,E) 16 E (1,)

4 - (0,.) 17 ETE (11,E)
5 ES 1,S) 18 R (O,R)
6 T (0,T) 19 N (O,N)
7 _B (4,B) 20 ELLE (15,E)
8 EL (a,L) 21 . 0,.)

9 LE_, 3.) 22 _ES (13,9)
10 C (0,C) 23 T (6,.)

11 ET 1,7 24 RE (18,E)
12 TE (6,E) 25 ELLE. (20,.)

On obtient un code de 50 caractéeres au lieu da&&®&res pour le texte initial.

3.1.2. Décodage

L'avantage de la méthode de Lempel-Ziv est quadgodinaire n’a pas besoin d’étre transmis. Sewdde est envoyé.
Le dictionnaire, nécessaire au décodage, seraseadmar le décodeur. A chaque couple de codkeIdécodeur va en
effet effectuer deux actions :

1. Restituer la séquence qu'il représente en conaatdéa mot dictionnaire indiqué par I'adresse dupde et le caractére
contenu dans le couple.

2. Enregistrer la nouvelle séquence dans le dictioana

Voici le décodage du code de notre premier exemple
(OE, OL, 2E, Q, 1S, 0T, 4B, 1L, 3, 0C, 1T, 6E, 4E, 10H, 8L, 1 11E, OR, ON, 15E)

Le dictionnaire est initialisé par la chaine deactéres vide a I'adresse 0.

- Couple (0,E). Séquence décodée : 'E’. Adresse tadictionnaire t = 1. Texte = 'E’

- Couple (0,L). Séquence décodée : 'L’. Adressesdanlictionnaire t = 2. Texte = 'EL’

- Couple (2,E). Séquence décodée : 'LE’. Adressss tidictionnaire t = 3. Texte = 'ELLE’

- Couple (0,). Séquence décodée .’ Adresse dans le dictionnairé = 4. Texte = 'ELLE’

- Couple (1,S). Séquence décodée : 'ES’. Adresss lgadictionnaire t = 5. Texte = 'ELLE ES’

- Couple (0,T). Séquence décodée : 'T’. Adresse iadictionnaire t = 6. Texte = 'ELLE EST’

- Couple (4,B). Séquence décodéeB” Adresse dans le dictionnairé = 7. Texte = 'ELLE EST B’

- Couple (1,L). Séquence décodée : 'EL’. Adressesdea dictionnaire t = 8. Texte = 'ELLE EST BEL’

- Couple (3,). Séquence décodée : 'LE '. Adresse dans le dictive :i = 9. Texte = 'ELLE EST BELLE’
- Couple (0,C). Séquence décodée : 'C’. Adresss Badictionnaire t = 10. Texte = 'ELLE EST BELLE C’

- Couple (1,T). Séquence décodée : ’ET’. Adressss diadictionnaire t = 11. Texte = 'ELLE EST BELLE CET’
-etc ...
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3.2. LZW

L'algorithme LZW (Lempel-Ziv-Welsh) est une varianplus récente (1984) de I'algorithme de base deped-Ziv. Il
permet de réduire le code en remplacant le coupt® par le seul indicé du dictionnaire.

Le dictionnaire est initialisé par les codes AS@#II'alphabet latin étendu : 256 caracteres en ©ntlit ensuite le texte
a compresser a travers une fenétre dont la tadledit, caractére par caractere, jusqu’a rencontrerséquence qui n'est

pas dans le dictionnaire. Comme dans I'algorithid@8, cette séquence, si elle est de longlieest composée d’un mot
du dictionnaire de longuedr—1 et du dernier caractére lu. Au lieu de coder csdtguence par le couplie €) comme
dans l'algorithme LZ78, on code le mot déja existiams le dictionnaire, en le remplagant par soessgi. On ajoute

ensuite au dictionnaire cette nouvelle séquenceeanouvelle adresse. La prochaine fois qu’elle kgradans le texte,
elle sera codée par son adresse.

Voici ce qu'on obtient en appliquant cette méthatlenotre exemple 'ELLE EST BELLE CETTE ECHELLE
ETERNELLE’.

- On initialise le dictionnaire avec les 256 cagaes ASCII, numérotés de 0 & 255.

- On lit le caractére ‘E’. Cette séquence est priéseans le dictionnairé, = 69. On lit le caractére suivant : 'EL’.
Nouvelle séquence. On I'ajoute au dictionnaireasifessé = 256. On encode 'E’ en le remplacant par 69 etepmend
la lecture au caractére 'L’

- On lit le caractére ‘L. Cette séquence est prtesselans le dictionnaird, = 76. On lit le caractére suivant : "LL’.
Nouvelle séquence. On I'ajoute au dictionnaireadiiessé¢ = 257. On encode 'L’ en le remplagant par 76 eteprend
la lecture au caractére 'L’

- On lit le caractére ‘L. Cette séquence est pitsselans le dictionnaird, = 76. On lit le caractére suivant : 'LE’.
Nouvelle séquence. On I'ajoute au dictionnaireadiiessé = 258. On encode 'L’ en le remplagant par 76 eteprend
la lecture au caractére 'E’.

- On lit le caractére ‘E’. Cette séquence est priéseans le dictionnairé= 69. On lit le caractére suivant _E

Nouvelle séquence. On I'ajoute au dictionnaireadiiessé = 259. On encode 'E’ en le remplacant par 69 etepmend
la lecture au caracterg’!

- On lit le caractére_”. Cette séquence est présente dans le dictionmair82. On lit le caractére suivantE’.

Nouvelle séquence. On I'ajoute au dictionnaireadréssé = 260. On encodg.’ en le remplagant par 32 et on reprend la
lecture au caractere 'E’.

- On lit le caractére ‘E’. Cette séquence est priéseans le dictionnairé, = 69. On lit le caractére suivant : 'ES’.
Nouvelle séquence. On I'ajoute au dictionnaireasiiessé = 261. On encode 'E’ en le remplacant par 69 etepmend

la lecture au caractére 'S’
- etc ...

Voici le tableau qui résume toute la procédure :

Indice Dictionnaire Code Indice Dictionnaire Code
256 EL 69 270 TT 84
257 LL 76 271 TE 84
258 LE 76 272 EE 259
259 E, 69 273 EC 69
260 _E 32 274 CH 67
261 ES 69 275 HE 72
262 ST 83 276 ELL 256
263 T, 84 277 LE, 258
264 _B 32 278 ET 260
265 BE 66 279 TER 271
266 LLE 257 280 RN 82
267 EC 259 281 NE 78
268 CE 67 282 ELLE 275
269 ET 69
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Le code obtenu pour la phrase sera :
69, 76, 76, 69, 32, 69, 83, 84, 32, 66, 257, 23966, 84, 84, 259, 69, 67, 72, 256, 258, 260, 82178, 275, 69

Nous avons 28 nombres entre 0 et 511 qui peuvertt éime codés sur 9 bits. On a ainsi 252 bits de.coe texte initial
a 38 caractéres ASCII, codés sur 8 bits, donc 384 Bien évidemment, le taux de compression estieue pour un
texte grand.

Le décodage se fait, comme dans le cas de LZ78atéene inverse, en restituant le dictionnaire awefua mesure de la
lecture du code.

3.3. Remarques

La formulation de I'algorithme ne dit rien de padiier sur la taille du dictionnaire. En théorialdorithme fonctionne

avec un dictionnaire illimité. Dans la pratiqueedt toujours de taille fixe. Lorsqu'il est plein a plusieurs choix (selon
la méthode utilisée) : soit de I'étendre, soit depublier » une partie, soit de se contenter dtliter tel quel pour

encoder simplement le reste du texte.

Le taux de compression obtenu peut étre améliordéitdisant une technique de codage statistique fthiar, par

exemple) sur les adresses. On exploite ainsi Eguénces d’occurrence non seulement des caractetiesaussi des
séquences de taille variable.

De nombreux utilitaires de compression des donagsent les algorithmes a dictionnaire.

La commandeompress sous UNIXapplique l'algorithme LZW avec une taille initiatki dictionnaire de 512 mots
(codés sur 9 bits). Si le dictionnaire est remgohi,double sa taille (codage sur 10 bits). Il esisgale de préciser la taille
maximale du dictionnaire. Lorsque l'algorithme f&nt, il poursuit le codage de facon statique,ssarodifier le
dictionnaire.

GZIP, PKZIP, WINZIP : ces logiciels utilisent une variante de 'algome LZ77.

Formats d’'imagesGIF, PNG : ils utilisent également une variante du codaayedictionnaire.

4. Exemple. Compression d’images

Les techniques de compression d'images sont adfmirdombreuses, tant dans le groupe de méthodes pertes
(JPEG) que dans celui des méthodes sans pertes (GIF

Nous allons aborder ici quelques méthodes simpéesammpression sans pertes utilisées par les differiormats
d’'images disponibles.

Pour simplifier les considérations ci-dessous, nallens étudier les images dites monochroreesniveaux de gris, par
exemple) Une telle image peut étre représentée comme uateicen contenant les valeurs de luminance, d'inténs
lumineusegcodées par un entier généralement compris entiddir - et 255 - Blancde chaque point d’'imagdgixel). La profondeur ou
dynamique de codage est le nombre de bits utitieés coder la luminance d’un pix@knéralement 8 pour 256 nuances de gris)
Nous allons considérer que les valeurs de luminaonereprésentées directement par un entier ceraptie 0 et 255. Il
existe aussi une approche par palette, une sortiictiennaire ou table de couleurs, utilisée surfmour les images de
synthése. Dans le cas des images réelles, I'tidisdes palettes de couleur est possible maisrellét une compression
avec pertes.

4.1. Codage RLE (Run Length Encoding)

Cette méthode est utilisée par les formats RASTBRIP (BITMAP) et GIF. Sa popularité est surtout due a la sinplic
de sa mise en pratique. Cette méthode de codagepds spécifique aux images : elle est applicabii&mporte quel
type de données. Mais son efficacité dépend beaudeula nature des données & compresser. Pourif@mpuin la
présente d'abord comme une méthode de compressitaxi.

On recherche dans le texte a compresser des ségugecaractéres répétés et on les remplace paodees N, C) ou
N est le nombre de répétitionsGést le caractére a répéter.

Par exemple, la séquence de 8 caractéres ident@@geeesera codée paBe).
Et le texte de 17 caractedtaaattaarrrrbbbsera codé pa3t3a2t2a4r 3b.
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Dans ce dernier exemple, si chaque nombre de tiépétiet chaque caractére sont codés sur 8 bitepti@nt ainsi un
code de 12x8 = 96 bits, au lieu de 17x8 = 136guty le texte initial en ASCIB bits)

Il est juste de remarquer que dans un texte igielé en francais ou en anglais il y a trés pevégétitions de caractéres.
Or, le codage RLE réduit 'espace mémoire a pdi3 caracteres identiques, le maintient inchamg# pne séquence
de 2 caractéres répétés et laugmente pour urcaeattéreisolé). Ainsi la phrasema jolie phraseaura un code RLE
deux fois plus long que le code ASCII car aucuracire ne se répéte de fagon successive.

Pour les images, cette méthode est au contraserttéressante dans les régions peu contrastéesfaible dynamique
de luminance. Car dans les zones, méme petitespuleur constante, plusieurs pixels se succédest s mémes
valeurs de luminance. Par exemple, une image déedam noir et blanc, aura un taux de compressids dlevé. Le
codage se fait alors ligne par ligne, en partartan en haut a gauche.

4.2. Codage différentiel

Cette technique est souvent utilisée comme préimaiht avant une méthode de compression. On suppeséans une
image les valeurs de pixels sont liées et qu'ilpestsible de prédire, approximativement, la vatBun pixel a partir de
ses voisins déja traités. Dans un parcours d'intigge par ligne, en commencgant par le coin en hagauche, pour le
pixel courant on connait les valeurs de ses vonk ligne au-dessWsG - haut-gauche -, HC - haut-centre - et HD -troit).
Sur la méme ligne on connait le pixel précédenglés, en prenant en compte de tous ou d’unegdgises voisins, on
peut estimer, prédire, la valeur du pixel couraii@le de la moyenne des voisins. Il est doncilaude coder cette
information, puisque elle peut étre restituéeuffisjuste de coder I'erreur de prédictigfifférence entre la valeur prédite et la
valeur réelle du pixel)

Généralement, on obtient de trés bons taux de assjon, en couplant le codage différentiel avec mé¢hode de
compression par dictionnaire. C'est en particuberas pour le format d'images PNG, par exemple.

4.3. Méthodes mixtes

De nombreux formats de compression avec perteisauil le codage réversible (Huffman ou par dictare) pour
optimiser les taux de compression obtenus. Le fordREG par exemple, utilise une transformée ennuesdiscret
(DCT) dont les coefficients subissent une procédigequantification, et auxquels on applique ensuitecodage de
Huffman pour réduire encore la place occupée pende.
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TD 4. Compression de données
Codage et compression d'images sans pertes

Exercice 1. Codages RLERun Length Encodinget Huffman.

Nous allons étudier quelques applications de teghes de codage destinées a la compression saes gdes images.
Nous allons expérimenter sur la méme image plusigpproches de compression et en choisir la melleu
Voici I'image a analyser, de taille 9x9 pixels :

On suppose que chaque pixel de I'image est enaod® lsits (1 Octet) ce qui donne une image en nixek gris avec
une palette de 256 nuances de gris possiblesserges par un entier compris entre 0 (Noir) et(Bi&nc).

Or, cette image ne contient que 3 couleurs : N¥i=(255), Gris G = 128), Blanc B = 0).
Si on représente chaque pixel par le caractereeguésente sa couleur on obtient la matrice

B BBBNJBIBB B
B N N B
BBGGGGGB B
BGGGNGGG B
GGGNNNGG G
BGGGNGGG B
BBGGGGGB B
B BBNNNINGBBB
B BB BNB B B Bj

On notera pour référence que, chaque pixel étatd sor 8 bits, I'image occupe une taille de :
9x9x8 = 648 bits = 81 Octets.

Méthode 1. Codage de HuffmanDans cet exercice nous allons appliquer a l'imégecodage de Huffman en
considérant les couleurs comme alphabet de la soB@ur toute lecture, I'image sera parcourue gamele "ligne
par ligne” en commencant par le coin en haut algauc

1. Constituer lgable des fréquences des couleurs présetdas I'image

2. Calculerl’entropie associée. Que dire de I'efficacité du codage gsoeaie 8 bits a chaque pixel ? Peut-on trouver un
codage plus économique pour cette image ?

3. A partir de la table des fréquences, déterminearbre de Huffmaret lecodeassocié.

4. Calculer lataille du code de Huffmafen bits)pour cette imageQuel est ldaux de compression

TD 4. 1
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Méthode 2. Codage RLE. Nous allons maintenant appliquer une autre tectenigla méme image : le codage
RLE (Run Length Encoding Cette méthode consiste a remplacer chaque ségjun caractéres identiques par le

couple (b, €) ounb est le nombre de caractéres de la séquencegataractére répété. Par exemple, la séquence de

couleursNNNBBGGGsera codée p4B, N) (2, B) (3, G).

1. En parcourant I'image ligne par ligne (continumesatns interruption pour les sauts de ligne), ¢estlecode RLE
correspondant. Commencer le codage par le coimenéhgauche de I'image.

2. Chaque couple obtenu est encodé sur 16 bits uBlpaombre de répétitions, et 8 pour le caraatépété. Quelle
est lalongueur du codéen bits) obtenu ?

3. Calculer letaux de compression

Méthode 3. Codage RLE + Huffman.  On reprend le codeLE obtenu dans I'exercice précédent. Certains couples
(nb, ©) se répeétent et le nombre de couples réellemésepts dans le code n'est pas élevé. On va utilisesde de
Huffman pour réduire la place en mémoire de chagugle.

1. Constituer laable des couple1, C) présents dans le code RHE I'image

2. Calculerl’entropie associée. Que dire de l'efficacité du codage gsibeie 16 bits a chaque couple ? Peut-on trouver
un codage plus économique ?

3. A partir de la table des fréquences, déterminaarbre de Huffmaret lecodeassocié.

4. Calculer lataille du code de Huffmaten bits)pour la séquence du code RLE de l'ima@miel est letaux de
compressior?

5. Comparer leperformances des 3 méthodeiffman RLE RLE+Huffmar).

TD 4. 2
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5. Modélisation mathématique d’un canal

1. Quelques notions utiles de probabilités

Soit X une variable aléatoire discréte a support finindéfsur un espace probabilisé fini. Une telle allé est définie
par la donnée de son suppgghsemble de valeurs possibles)X D{Xi}in:1 et par sa distribution de probabilité

P:Ax}L -~ [01 x - p(x)=P[X =x]tellequelli =1...n 0= p(x)<1 et Z:l:p(xi)zl.

= Distribution conjointe de probabilités

A un couple de variables aléatoir¥sa valeurs dan{xi} etY a valeurs dan{yj} on associe lalistribution

n m
i=1 j=1
conjointe de probabilités:

Py 5{(wai) (i,j)D[],n]x[l,m]} - [od] (xi,yj) = p(xi,yj)=P(X =% etY:yj)

On a les propriétés suivantes : D(i : j)D [l n]x[l, m] 0< p()(i Y )S 1 et i p(Xi 8% ) =1

n
i=1 j=1

= Distributions marginales de probabilités

Etant donnée la distribution conjoint’p(xi Y ) d’un couple de variables aléatoir@( ,Y), on définit ledistributions

marginalesde X (P, ou encoreP(X)) etdeY (R, ou encoreP(Y)) respectivement par les relations :

P, =P(X):{x}, ~[01 x - p(xi)=§ plx.y,)

R = P(Y):{yj}rjn:l = [0’1] yi = p(yi): 21 p(xi,yj)

= Distributions conditionnellesde probabilités

SoientX et Y deux variables aléatoires discretes. On assotéénementY = Y; lesdistributions conditionnelles
P(X|yj ) (probabilité deX sachanty ; , ou encore probabilité desi Y ) et P(Y| X ) (probabilité de sachant, ) définies par
P(X|y,): x — plx|y,)=P(x =x|y =)
P(Y|Xi): yi = p(yj‘xi)= P(Y = yi‘x = Xi)
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2. Définitions et propriétés essentielles

Définition 5.1. (Entropie conjointe). Soient X :{Xi}in:l et Y :{yj}rjn:1 deux variables aléatoires discretes

définies sur un méme univers. qu‘(xi Y ) = P(X =X ety = yj) etencorenoté p(i , j) leur distribution conjointe.
Alors I'entropie conjointede X etY est définie par

H(X,Y)==3>" plx.y, Jiog, (p(x. v, )} = =3 p (i, i)log, (. 1))

i=1 j=1 i=1 j=1

Cette définition peut étre généralisée a un nomordconque’ de variables aléatoireX,, X,,..., X, a travers leur

distribution de probabilité conjointep(il,iz,...,ir ) = F’[Xi =X etX, =X --etX, = Xir]

H(Xl’le-- J ) ZZ Zp(l' Py --,ir)|ng(p(il,i2,---,ir))

i1=1i,=1 i, =

Cette notion, que nous introduisons ici dans urtecde volontairement plus général de variablestaiéss, peut étre
interprétée de différentes facons selon I'applaratVoici quelques exemples.

Exemple 5.1. Etude des associations de symbolesriusource.  Soit une source S d’alphabet
Q ={ a,6,0,C,p,r ,t} . Supposons que tous les symboles soient équipeshdbentropie de cette source est alors

H(S) = log, (7) = 28 bits/symbole
Pour coder chaque symbole d’'un message on ne psuitiiser en moyenne moins de 2.8 bits par syembol

On peut se poser la question de distribution démdifites associations possibles de symboles amtréPar exemple, on
peut étudier les syllabes formées d’'une consondiire voyelle.

Soit X la variable aléatoire (v.a.) associée aux voye{lase, O} et Y la v.a. associée a I'émission de consonnes

{C, p,r ,t}. On s’intéresse aux probabilités d’apparition dtamée d’'une de ces voyelles et d’'une de ces coesotans
une méme syllabe. Supposons queprebabilitéssont données par le tableau suivant :

Yix[a [€ [0 R
(o 0.05/ 0.05/ 0.1 | 0.2
p 0.1 | 0.15/ 0.05] 0.3
r 0.05/0.1 | 0.1 ] 0.25
t 0.15| 0.05| 0.05] 0.25

P, 0.35] 0.35[ 0.3

L’entropie conjointede X etY est alors "H(X,Y) = -[ & 005log, (005)+ 4l 0.1log,(0.1)+ 2 015log,(015)] = 344 bits/symbole.

On peut interpréter cette quantité comme I'entrapime sourceZ = (X,Y) dont I'alphabet est formé de couples de

symbolegconsonne, voyelleNous remarquons alors que pour coder chaque edugpliffirait en moyenne 3.44 bits par
couple au lieu de 2 x 2.8 = 5.6 hits, si I'on codhiaque symbole du couple séparément.

Exemple 5.2. Etude d'un couple émetteur-récepteur.  Dans la suite nous allons étudier en détail leblpmes de
transmission de messages émis par une sourcerdiafion via un canal de transmission. Nous allamgcdassocier a la

source, d’alphabef), = {Xl, EEI Xn} une variable aléatoir¥ dont les valeurs sont les symboles émis, et aptéar,
d’alphabetQ, = {yl, EEI ym}, une variable aléatoir¥ dont les valeurs sont les symboles regus. Alotssiaibution
conjointede X etY décrit le canal de transmission et smtropieest une caractéristique importante du canal.
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Définition 5.2. Entropie conditionnelle moyenne. Soient X ={Xi}in:1 et Y ={yj}rj“=l deux variables aléatoires

discrétes définies sur un méme univers. S[O(Xi VY ) = P(X =X ety = yj) etencorenoté p(i : j) leur distribution

p(i,j) . Alors I'entropie conditionnelle moyennede X sachaniY est définie

conjointe Posons .
plili -
Ply =y,

{ ):P[X:x‘Y=yj] =

par

H(XY)=-3 3 pli. )iog (pfli)= - > pl: J)IOQZHOG—]))]

=l j=1 i=1 j=1 Ply =y;

Remarque 5.1. Il est utile d’expliciter le terme ehtropie conditionnelle moyerineSupposons queY = y; et

considérons ldistribution conditionneIIeP(X‘yj) deX sachantY =y, définie par :
P(X=xi|yj)=P(X=xi|Y=yj) i=1...,n

On lui associd’entropie conditionnellede X sachantY = Yi comme l'information conditionnelle moyennde X

sachantY =y, :

)=~ o, Yoo, o) = =5 2%, (o, )

i=1

Alors I'entropie moyennele X sachaniY est définie par :

H(XIY)=jZZ p(yj)H(X\y,-)=—jZn; p(yj)i%logz(p(x\y,—)%—iZm)p( i)log, (nfi 1))

i=1 i=1 j=1

On appelle souvenH (X) I'entropie a priorideX et H (X|Y) I'entropie (moyenned posterioride X.

Proposition 5.1. Additivité. L’entropie conjointede deux variables aléatoireé et Y est égale a la somme de

I'entropie de I'une d’elles et dBentropie conditionnelle moyenrde l'autre.
H(X,Y)=H(X)+H(¥|X)=H(Y)+H(X]Y)

Corollaire 5.1.
H(X,Yz)=H(X[z)+H(Y|X,Z)

Proposition 5.2. Régles de chainage. Soient(Xi )ir:1 I variables aléatoires discrétes. Alors :

1. La loi deprobabilités conjointesle (Xi )ir:1 peut étre développée comme suit :
P(Xl’ Xz ’’’’’ Xr): P(xl)P(X2|X1)P(X3|X2’ Xl)"' P(xr|xr—1""’ xl): l:l P(Xk|xk—1""’ xl)

2. L’entropie conjointede (Xi )ir:l vérifie
H (Xl’ Xz ’’’’’ Xr): H (x1)+ H (X2|x1)+ H (X3|X2, X1)+"'+ H (xr|xr—1""’xl) = z H (xk|xk—1""’

k=1
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Proposition 5.3. Propriétés.

1L H(X,Y)=0, H(XY)z0

L’entropie conjointeH (X,Y) est nulle si et seulement si une seule des COfiBbirIm(Xi ) yj) est possibleL’entropie
conditionnelle moyennéi (X|Y) est nulle si et seulementXiest une fonction d¥.

2. H(X,Y)2max(H(X),H(Y))

3. H(X,Y)<H(X)+H(Y)<2H(X +Y)

3. Information mutuelle moyenne

Définition 5.3. Information mutuelle moyenne.  Soient (Xi )ir:l etY = {yj}rjn:l deux variables aléatoires discretes
définies sur un méme univers. Sop(i, j)= p(Xi,yj)= P(X =X etY = yj) leur distribution conjointe
L'information mutuelle moyenrde X etY est définie par :

1(X:Y) =33 i, })log, %

=1 j=1 p(xi)p Yi

Remarque 5.2.A partir des définitions données ci-dessus on itidaicilement ces relations :
1Y) = H(X)=H(X]Y)= 1(v; X) = H(Y) = H(Y]X) = H(X) + H(Y) - H(X,Y)

Dans le cas ou les variabl¥set Y représentent respectivement le message émisneédsage recu par le destinataire,
cette relation signifie qué&nformation mutuelle moyennest égale :

= A linformation émiseH (X) diminuée de l'incertitude sur le symboteémis quand le symboM¢ recu est
connu, H (X|Y);

= et de fagon symétrique, & l'information regue, idimée de l'incertitude sur le symbole reguquand le
symbole émix est connu,H (Y|X )

4. Description mathématique d’'une communication

Un canal de transmission peut étre vu comme uresystqui recoit en entrée des symboles émis parsonece
m
j_

d'alphabet Q , ={Xi}in:l et qui donne en sortie des symboles de I'alphdbe®cepteurQ),, :{yj} _, (éventuellement

différent deq ). Lors de la transmission, des erreurs peuventadupe de fagon aléatoire. Ainsi, le lien entresymbole

émis et un symbole recu est incertain. On peusalarler deeanal avec bruit

Dans ce qui suit, nous ne nous intéressons pasailee de ce bruit ni a ses causes possibéethéorie de I'information
s'intéresse aux conséquences de l'incertitude ¢htite par le bruit sur I'exactitude de I'informatiorecue a la sortie
d’un canal de transmission

X ¥
Source —r C@a_l d_e —r Récepteur
d’information fransmission
X ¥;
\ P{xi, J{,—) /

Figure 5.1.Canal de transmission
Quelles sont les mesures de quantité d'informajidgrpeuvent étre associées a I'ensembtrifce-canal-récepteti?

Commencons par iexemple simple
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Soient une source binaibé d’alphabetQ = {0,1} et de distribution de probabilité uniformep(O) = p(l) =05. Soit

1
un récepteul de méme alphabet. Imaginons, qu'a chaque syminai, & canal de transmission a la probabHZtéde

faire une erreur. On peut représenter alors letimmesement de ce canal par le schéma suivant :

0 3/4 0

1 3/4 *1

Figure 5.2.Canal de transmission

SoientX et Y les variables aléatoires associées respectiveinémtsource et au récepteur. La probabilité dedier
donnée permet d’établir Igsobabilités conditionnellesuivantes :

P(Y=0|X=O):§ P(Y::Ijx=0):%
P(Y=0|X=1):% P(Y::Iszl):%

En connaissant égalementiatribution de probabilité de la soureé on peut en déduire Histribution conjointe
En effet :

P, (00)=P(x =0)P(Y =0X =0) Z% P, (01)=P(X =0)P(y =1x =0 =%
Py (10) = P(x =Py =0lx =1)= 2 Py (11) = P(x =Py =4x =1)=>
Enfin, on peut calculer ledistributions marginalesle X et :
P (0)=P.0)= PO=RO=:+=3

A partir de ces différentes distributions de prdli@s, on peut maintenant calculer lestropies H(X), H(Y),
H (X ,Y), H (X|Y) et enfinlinformation mutuellel (X;Y) ;

H(X)=H(Y)=1 bivsymbole.
L'entropiede chacune des variabl¥set Y décrit la difficulté moyenne de prédire le symbéigis (ou regu).

= - } § ~ i
H (X ,Y) = (2 Dé D]ng[Sj +2 Bg [ﬂogz[SD 1.8 bits/symbole.

L'entropie mutuelledécrit I'information moyenne apportée par I'obsgion d’'un couple de symboles:(le symbole
émis) ety (le symbole recgu).

H(Y|X)= —(2 % Eﬂogz(ﬂ +2 Bg D]OQZGB = 0.8 bit/symbole.

L'entropie conditionnelleexprime la difficulté moyenne de prévoir le syngokgu lorsqu’on connait celui qui a été
émis.

1(X;Y) = H(X)-H(X|Y) = 1(Y;X) = H(Y)- H(Y|X) = 1- 08 = 02 bitisymbole.

L'information mutuelle moyenrde X etY.
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5. Canal discret stationnaire, sans mémoire. Entrdp conjointe - Entropie conditionnelle

Supposons que l'alphabet de la source, en entsiecoenposé ddl symboles Q ={Xi}in:l et que l'alphabet du

récepteur, en sortie, est composédnisymbolesQ,, = {yj}rjnzl.

Dans la suite, nous allons considérer seulemepasrparticulier de canaux de communicaties,canaux discrets sans
mémoire et stationnaires Un canal discret sans mémoire et stationna@st décrit par la donnée de reatrice de
probabilités conditionnellesappeléenatrice de transition

Pij = P(yj |Xi) i=L..,n j=1..,m
Cette matrice décrit les propriétés du bruit densalnal.

= Le terme $ans mémoiresignifie que la réception a tout instant d’'un dote Y ne dépend que du symbole éXis En
particulier, chaque symbole recu est indépendatgmboles recus précédemment.

= Le terme 5tationnairé signifie que les caractéristiques probabilisteshduit sont indépendantes du temps. Ainsi, a
tout instant de transmission, cette matrice estédae.

En pratique, pour décrire les caractéristiques dut lW'un canal, on dispose souvent dentatrice de transition
PY‘X :nXxm, cest a dire de laistribution conditionnelle de la sortie sachaneritrée Dans ce cas, on connait

également lalistribution de probabilité de la sourcP :{ p(Xi )}in:l. En connaissant ces deux distributions on peut

déduire toutes les autres distributions associléaple(X ,Y) de I'émetteur et du récepteur :

= Distribution de probabilité conjointe : p(xi Y ) = p(xi ) p(y]. | xi) i=1...n j=1...m
= Distribution marginale deY : p(yj ) -y p(y]. | xi)p(xi) j=1...,m
i=1
= Distribution conditionneIIeP(X |Y) : p()(i |y]. )= p(Xi : yi) i=L...,n j=1...m
P,

Lorsque toutes ces distributions sont connues, et pssocier a un systéeme de communicatiourte - canal -
récepteut différentesentropies.

-H(X). L'entropie de la source. Elle représente l'information moyenne par symbdée la source ou encore la
difficulté moyenne de prédire le symbole émis.

. H(Y). L’entropie du récepteur. Elle représente l'information moyenne par symbaeu ou encore la difficulté
moyenne de prédire le symbole recu.

-H(X,Y). L'entropie conjointe "source-récepteur”. Elle représente lincertitude moyenne du systéeme d

communication dans son ensemble, ou encore laitguaet I'information moyenne par paire “symbole émisymbole
recu.

«H (X |Y) L’entropie conditionnelle de la source, sachant Isymbole recu.Elle représente I'incertitude moyenne sur
le symbole émis lorsqu’on connait le symbole recu.

«H (Y|X). L’entropie conditionnelle du récepteur, sachant lesymbole émis.Elle représente I'incertitude moyenne
sur le symbole recu lorsqu’on connait le symbolésém

.| (X;Y). L'information mutuelle moyenne. Elle représente la quantité moyenne d’'informafiansymbole transmise
a travers le canal.
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5.1. Exemple complet

n=5 __

Soient une source d’'un alphabet de 5 symbélks ={Xi}i:1 =

{Xl, Xy, X3, Xy, X5} et un récepteur d’alphabet ayant
quatre symbole£d, = {yj}T:f = {yl, 22y y4}. Supposons que laatrice de probabilités conjointessociée a un

canal est connue :

XAY)Y: Yo Y5 Ve
X, 0250 |0 |0
p(X,Y): X, 01/03[0 | O
X, 0 |00501]0
X, 0 |0 | 00501
X 0 |0 |0050

Calculons toutes les autrdistributions de probabilitéassociées :

= Distribution marginale de la source P, = P(X). On utilise la définition avet1 =5 etm =4

m

p)=3 plx.y,) =1

j=1

Ainsi, en faisant les sommes des élémentshdejue lignede la matriceP(X ,Y) on trouve :

plx,) = 025
p(x,)= 01+ 03= 04
p(x,) = 005+ 01= 015
p(x,) = 005+ 0.1= 015
p(x;) = 005
= Distribution marginale du récepteur B, = P(Y). On utilise la définition avet1 =5 etm =4

n

oly,)=> olx.y,) i=1...m

i=1

Ainsi, en faisant les sommes des élémentshdgjue colonnale la matriceP(X ,Y) on trouve :
p(y,) = 025+ 0.1= 035
p(y,) = 03+ 005= 035
p(y,) = 01+ 005+ 005= 02

p(y,)=01

XAYLy Y, | Y Vs | P

X, 025/0 |0 |0 o025
P(X,Y)= X, 01 /03| 0 0 |04

% 0 005010 |o015

3

X 0 |0 |00501]|015

4

X 0 |0 |0050 |005

5

P 0.35/ 0.35 0.2 | 0.1

Y
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= Distribution conditionnelle P(X|Y). On utilise la définition aveti =5 etm=4

57 0 0 O

oy 2/7 6/7 0 0

ol [y, )= 0 =1 j=1.,m - P(x¥)=| 0o w7 w2 0
P 0 0 14 1

0 0 1/4 0

= Distribution conditionnelle P(Y|X). On utilise la définition avett =5 et m=4
1 0 0 0
1/4 3/4 O 0
=10 j=1..m -~ PW¥x)=| 0o w3 213 0
) 0 0 U3 2/3
0 0 1 0

p(yi |Xi):

Calculons maintenant lentropies

= H (X) L’entropie de la source. On utilise la définition avett =5

( ) z p(X |ng[ p ]:—ozslog2 (025)- 04l0g,(04)- 2D15log,(015)- 005l0g,(005) = 2066 bits/symbole.

= H (Y) L’entropie du récepteur. On utilise la définition aveen = 4

H(Y )=—Z p(y;)10g, [ Py, )] = - 2mseg,(038)- 02t0g,(02)- 010 (0:) - 1856 bits/symbole.

= H (X ,Y). L’entropie conjointe "source-récepteur”.  On utilise la définition aveti =5 etm =4
H(X,Y)=->)" plx,, y J. Jiog 2[p(xi Y )] = - 02500g,(025) - & 0llog,(0.1)- 3 005l0g,(005)- 03l0g,(03) = 2665 bits/symbole.

i=1 j=1

H (X|Y). L'entropie conditionnelle de la source, sachan&l symbole regu. On utilise la définition aved1 =5 et M =4
m

H(XY)=-323 plx, yj)logz{—(p(';—?/)d} 373 oy, Jiog, [plx |y, )

=1 j=1 i=1 j=1
H(X\Y)=—025|092[ j OJ[IOQZ( j+|092[ D OOE(IOQZ( j+2nbgz@] o.mog{?j: 0809 Pit/symbole.

H (Y|X). L'entropie conditionnelle du récepteur, sachanté symbole émison utilise la définition avedl =5 etm=4

H(YIX):—iZmZ p(xny )'092{ (p( ) )} ani p(xi’yj)IOQZ[p(yj|Xi )]

i=1 j=1 i=1 j=1

H(Y|x)=-o. Ion + 20og,| = J Iooaogz[é)— O.3Iog2(z) - o Dit/symbole.
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5.2. Exemples fréquents de canaux
Il existe quelques classes de canaux plus faciéembByser. Nous en donnons ici quelques exempiés (te [4] et [2]).
5.2.1. Canal avec entrée et sortie indépendantes

Il s’agit d’un canal d’alphabets d’entrée et detisorespectivemenf , { } et Q, {y } tel que, quel que

soit le symbole émis, on peut recevoir n’importelcaymboleyj avec équiprobabilité :
1 . .
p(yj|xi)= p(yi):E 1=L...n J=L..m

Ainsi samatrice de transitiorest de la forme :

I/'m 1/m - 1/m
I/'m 1/m - 1/m
pivjx)="" “ 7 T T
I/'m 1/m - 1/m
Etant donnée la distribution de probabilité dedarse : P( Xi ) =p, i=1...,n avec Z p =1,
on en déduit leprobabilités conjointes

p(xi'yj): p(xinyj): p(xi)p(yj|xi)= p(xi)p(yi)= piéqi i=1..,n j=1..m

La matrice deprobabilités conjointes alorsm colonnes identiques :
g & - G
p(x,y)=| % % 7
qn qn cee qn

Ladistribution conditionnelle de la source sachantdeepteurse calcule comme suit :

(’9|y1) p(;((yy)]) p();()j(;/j)=p(xi)=pi=rmi i=1..,n j=1...m

Pour lesentropieson a :

H(X,Y) == plx, v, Jlog,[plx., v, )] = -m> g, log, ()

i=1 j=1 i=1

H(X)= -3 plx )log, [ plx )] = -3 p,log, (p,)

H(Y)= —Z ply; )log, [ p(y, )] =log, (m)

H(XY)=->3 plx.y, )Iogz{p—g((y—y)ﬁ} = -ZZ P iog, (p) = -3 p, 10g,(p,) = H(X)

o H(Y|X):H(Y)+H(X|Y)‘_ ](X):H(Y):'nglzm)

Et enfin, en ce qui concerfismformation mutuelle moyenne
1(X;Y)=H(X)-H(X|]Y)=H(X)-H(x)=0

3
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L'interprétation de ces formules est la suivarte tel canal ne transporte aucune information datseurce et le
récepteur {(X;Y) =0). Si un canal sans bruit peut étre considéré cotarnas idéal d’un canal sans pertes, alors un
canal a entrée et sortie indépendantes est coasidéime ayant la perte maximale d’informations.

5.2.2. Canal sans pertes

Soit, comme ci-dessuX la variable aléatoire associée a la sourcé latvariable aléatoire associée au message regu. On
dit que lecanal estsans pertesi H (X|Y) = 0. Autrement dit, le symbole envoyé est identifi@saucune ambiguité
par le symbole recu. Si I'alphabet de la sourcel2gt = {Xi}in:l et si celui du récepteur e§,, = {yj }rjn:l avecm>n

alors dans un canal sans pertes il est possiblepatitionner I'alphabetQ, en N sous-ensembles disjoints

B i=1---,n tels que

P(x=x|y0B ) =1

Dans ce cas, nous avons :

1(X;Y)=H(X)-H(X|Y)=H(X)
5.2.3. Canal déterministe

On dit que lecanal estdéterministesi H (Y|X) = 0. Autrement dit, le symbole recu est déterminéag®h unigue par le

symbole envoyé. Si I'alphabet de la source@st = {Xi}in:l et si celui du récepteur eQ,, = {yj}rjn:l, ona p(yj |X|)

€gal a 0 ou 1. Dans ce cas, nous avons
1(X;Y)= 1(Y; X)=H(Y) - H(Y|]X)=H(Y)
5.2.4. Canal sans bruit

L'absence de bruit dans un canal signifie que dagmission est exacte, sans erreurscamal sans bruiest donc un
canalsans pertegt déterministe Le canal peut alors étre vu comme une mise eegpondance biunivoque (bijective)
des deux alphabets (ayant la méme tdifle= N). Cela se traduit par umaatrice de transition identité

10 - 0
=1, =l7 TS
00 - 1
La matrice de probabilités conjointest alorsliagonale
px.y;)) 0 - 0
P(X,Y)= 0 Pl v2) ; °
0 0 plx,y.)
Il est facile de vérifier lesntropies:
H(X.Y) = H(X) = H(Y) =3 p(x..,)log,[plx., ;)
H(X|Y)=H I\:(l|x):o
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On peut facilement interpréter ces relations. Hateflans un canal sans bruit, a chaque symbols éoniespond un et
un seul symbole recu. Alors lorsque I'on connatyebole émis, on connaans aucune incertitude symbole recu et
vice versa. Ainsi, lesentropies conditionnelles moyennsent nulles car elles mesurent précisément l'incertitude
moyenne sur le symbole émis (respectivement rexghant le symbole recu (respectivement émis). @iess$i pour cette

raison que lemcertitudes moyennes par symbal& sourceH (X) et a la réceptionH (Y) sontles mémes

5.2.5. Canal inutile

Un canal estinutile si I(X|Y): 0. Autrement dit, le canal ne transpodacune informationCette condition est

équivalente aH (X) =H (X|Y) : la connaissance du symbole recu ne modifigrpamorte aucune information supplémentaire)
l'incertitude sur le symbole émis.

5.2.6. Canal symétrique

Un canal symétriquest caractérisé par une propriété particuliereadeatrice de transitioP(X|Y). Toutes les lignes

de cette matrice sont équivalentes entre ellesppamutation et toutes les colonnes égalemgnta veut dirgjue toutes
les lignes sont obtenues par permutation d’uneesdigntre elles, et toutes les colonnes sont ole®ipar permutation
d’'une seule d’entre elle¥/oici un exemple d’une telle matrice :

XAy Y. | Ys
P(Y|X)= X, 1/2] 1/6] 1/3
X, 1/6) 1/3] 1/2
X, 1/3| 1/2] 1/6

Proposition 5.4. Dans uncanal symétriquel’entropie conditionneIIeH(Y|X) ne dépend pas de la distribution de

probabilités deX.
Preuve de la Propositio.4.

Soit x, JQ, 0 [l~--,n], un symbole quelconque de l'alphabet de la soBoi. Y, 0oQ, 0 [],~-~,m], un
symbole quelconque de I'alphabet du message regjaulons

H(Y[x =x)= —i ply, x Jiog,[ply, | )

Or pour uncanal symétriquaoutes les lignes de la matrice de transition sdménues par permutation & partir d’'une
seule d’entre elles. Ainsi, toutes les lignes denddrice contiennent exactement le méme ensemblaldars. Notons les

a,,a,--,a,,. Nous avons alors pour todg [1Q

H (Y|x :xi)=—jzn:;a,- |092(”J)

Ainsi la valeur deH (Y|xi ) ne dépend pas dg . Alorson a:
H(Y|x)= .Z:' plx JH (¥l ) = -jZn:;,a; 'ng(aj)iZ:, plx )= -g% |ng(aj) (: -é (yj |X1)J

Dans cette classe de canaux, le plus connu eanld symétrique binaire. Les deux alphabets, decect de récepteur,
sont identiques et composés de deux caractéikg = Q, = {O,l}. Lamatrice de transitiorest alors égale a :

)= L7

ouall [0,1] est la probabilité d’erreur de transmission.
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6. Capacité d’'un canal

Nous avons donné plus haut la définition'@dormation mutuelle moyenné(X;Y) comme mesure dénformation

transmise en moyenne par symbole a travers le c@malpeut remarquer que cette quantité dépenthdal mais aussi
de lasource d’'informationOn introduit alors une nouvelle mesure, qui neritl§ue le canal : laapacité de canal

Définition 5.4. Capacité d’'un canal. Lacapacité d’un canaést définie par
C=maxi (X;Y)=max(H (x) - H(X|v))

Le maximum est pris sur toutes les distributionpdbabilité possibles de la source.

Exemple 5.3. Capacité d’'un canal sans bruit.  Considérons un canal sans bruit et une sourcdphdbet
Q, = {Xi}in:l. Nous avons déja vu que dans ce béX;Y) =H (X) Alors
C =maxl (X;Y)=maxH(X)
P(x) P(x)
Or nous avons également vu que I'entropie d'unecsest maximale lorsque tous les symboles dehiddpt sont
équiprobables. Sa valeur maximale est alors égkl@g(n). Ainsi on en déduit que pour un canal sans bralptabet
den caractéres :

C =log,(n)
6.1. Capacité d'un canal symétrique
Si dans le cas général le calcul de capacité petrer difficile, il est possible d’obtenir despggssions explicites dans

les cas de quelques canaux particuliers que nawssatudiés précédemment. Ici nous allons dévetdppms tres utile
d’'un canal symétrique.

Proposition 5.5.Soit un coupleémetteur-récepteutX, Y) avec les alphabet® , {Xi}in:1 et Q, = {yj}rjnzl. Soit un

canalsymétriquedematrice de transitiomonnée :
pyix) pYolx) o PYeal%)  P(Yalx,)
P(Y|X): p(Y1|X2) p(y2|x2) p(ym—1|xz) p(Ym|X2)
p(y1|xn) p(y2|xn) p(ym—l|xn) p(ym|xn)

Alors lacapacité de ce canalst :
m

C= Iogz(m) + z p(yj |X1)

j=1
Preuve de la Propositio8.5.

Nous allons utiliser la propositidii4. qui établit une propriété remarquable de I'enteoponditionnelleH (Y|X) dans

un canal symétrique H (Y|X) ne dépend pas de la distributionXe Alors si 'on cherche a maximiser I'information
transmise par le canal

1(v; X)=H(Y)-H(Y|x)

nous devons trouver la distribution Hequi maximise H (Y) seulement puisque le deuxieme terme de cette &sipre

ne dépend pas de la distributionXe
Nous savons, d’'aprés les propriétés généraleedirdpie qu'elle atteint sa valeur maximale quanddriable aléatoire

correspondante est distribuée uniformément. Mostopre si la sourceX , est distribuée uniformément, alors la variable
du récepteurY, est aussi distribuée uniformément et ddm\(Y) est maximale.
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Supposons donc quqél(xi ) = Ux, 0 Q, . Alors, en utilisant la régle de Bayes, on trouve

S

oy, )=> (xi,y,-)=§ p(&)p(yj|&)=%§ oly, %)

i=1

Or, dans la matrice de transition d’un canal syigéér toutes les colonnes sont obtenues par peliowi@ I'une d’entre
elles. Donc la somme :
n n

iZ:l: p(yj |Xi ) = IZ:;, p(y1|xi )

ne dépend pas dg'j . Ainsi on a montré que si la distribution 2eest uniforme, toutes les probabilitép(yj) sont

égales. Donc dans ce c&k(Y) est maximale et égalelag, (m)

La formule de la propositioB.5. en découle alors immédiatement. La propos#ighdonne pourH (Y|X) :

)= 5. sy )

5. 13
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TD 5. Modélisation mathématique d’un canal
Partie |. Représentation mathématique d’un canal déransmission

Exercice 1. Exemple. SoientX etY, 2 variables aléatoires prenant leurs valeursecis@ment dans les
alphabetsQ ={X1, X2,X3} (de taillen = 3) etQ,, = {yl, yz} (de taillem = 2) et ayant lanatrice de probabilités
conjointessuivante :

X\Y1y Y

X, 0.25| 0
P(X,Y)= X, 01 | 03

X 0.1 | 0.25

En déduire leslistributions conditionnellestmarginales

Exercice 1. ExempleCorrigé.

= Distributions marginales deX, P, = P(X) etY, R = P(Y). On utilise les définitions aveie =3 etm= 2 :

P, =P(X):{x}, ~ [0 x p(xi)=§ plx.y,)
R =P(Y):{y,}7, ~[o1] y, - ply,)= i plx.y,)

On peut résumer ces calculs sous forme d’'un tableau

XA\Y 1y | ¥ | P
X, 0.25| 0 0.25
X, 01 ]03]04
X, 0.1 | 0.25 0.35
R, 0.45| 0.55

La derniére colonnede ce tableau représentediatribution marginale deX et s’obtient en calculant lsomme des
éléments de chaque ligne

La derniere lignede ce tableau représentedestribution marginale deY et s’obtient en calculant lsomme des
éléments de chaque colonne

= Distributions conditionnelles P(X|Y) et P(Y|X). On utilise la définition avei =3 etm=2 :
ol |y, )= p(;;jy) oly. )= (;(Xy)) =10 j=l..m
On trouve les matrices :
025/045 0/055 59 0 025/025 0/025 1 0
P(X|Y)=| 01/045 03/055 |=|2/9 6/11 AY|X)=| 01/04 03/04 |=| 14 3/4
01/045 025/055 2/9 5/11 0.1/035 025/035 2/7 57

TD 5. 1
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Exercice 2. Un modéle probabiliste de transmission. Soit une source binaire qui émet des signaux
binaires, composés de 0 et de 1. On associé &liexme de I'envoi d’un seul symbole, une variadtEatoireX qui

prend donc des valeurs dak3, ={0,ZI} (alphabet de tailléd = 2). On suppose que la source émet 0 ou 1 avec
équiprobabilité. Autrement dit, la distributiomgrginalg de X est connueupiforme : Py (O) =P, (1) =05. Les
symboles émis sont ensuite envoyés via un candfassmission ayant des perturbations aléatoiresas3ocie a
I'expérience d'observation du symbole recu la \@eaaléatoireY qui peut prendre trois valeursQ, ={— lO,l}

(alphabet de taillén = 3). La valeur -1 correspond au cas ou le syst@es pas capable d’identifierunOouun 1 a la
réception. On a les probabilités de réception sites:

= Si le symbole envoyX est 0, alors on regoit :
Y = 1 avec la probabilité 0.2
Y = 0 avec la probabilité 0.7
Y = -1 avec la probabilité 0.1

= Si le symbole envoyX est 1, alors on recoit :
Y = 1 avec la probabilité 0.6
Y = 0 avec la probabilité 0.3
Y = -1 avec la probabilité 0.1

1. Dire si les probabilités de réception donnéesiifent ladistribution conjointeou conditionnellede X etY ?
Si conditionnelle préciser de quelle variable ?

2. Peut-on donner une représentation sous fornggajghe des probabilités de réceptidn

3. Former unematricea partir deprobabilités de réception

4. Calculertoutes les distributionmanquantes.

5. Calculer leentropiesassociées atanal: H (X) H (Y) H (X ,Y) , H (X|Y) et H (Y|X).

6. En déduird’information mutuellel (X;Y) ducanal

Exercice 3. Capacité de canal.  Soit une source binair¥ d’alphabetQ ={0,ZI} (de taillen = 2). On
suppose que la distribution de probabilitéa¢ginale de X est connue :

Px(0)= p Px(l):]-_p

Les symboles émis sont envoyés via un canal derigsion soumis a des perturbations aléatoiresasdncie a
I'expérience d'observation du symbole recu la \@eaaléatoireY qui peut prendre trois valeursQ,, ={— 1,0,1}

(alphabet de taillén = 3). La valeur -1 correspond au cas ou’ le systiest pas capable d'identifierunOouun 1 ala
réception. On suppose quentatrice de transition du canaist la suivante :

X\Y]O -1 1
P (Y | X ): 0 08| 02| 0
1 0 0.2 0.8

1. Est-ce urcanal symétriqué
2. En utilisant lamatrice de transitionP(Y|X) et la distribution de probabiliténarginale de X, P, , calculer la

distribution de probabilité conjointeP(X,Y). En déduire R, , la distribution marginaledu récepteurY, et la
distribution conditionneIIeP(X |Y)
3. Exprimerl’entropie H (p) comme fonction du paraméfge

4. CalculerH (X |Y) en fonction du paramétf@
5. Calculer | (X;Y) =H, (p)— H (X|Y). Montrer quel (X;Y) = 0.8H (p)

6. En déduire la valeur de la capacité du canal @éfiar : C = max| (X ;Y) ou le maximum est pris selon toutes les
PX

distributions de probabilités possibles de la sedc

TD 5. 2
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Partie 1. Pour approfondir
Exercice 4. Nombre d’itérations d’un algorithme. Soit I'algorithme suivant :
Entrée: X, D{ 1,2,3,4} tiré aléatoirementivecéquiprobabilité

Algorithme
N—0
Tant que( X,, #1)

1
babilig =—
O avecprobabili P, ”

n
A < .
1 avecprobabilié qa :1_X_
n
Si( X, est pairjalors

X
>(n+1 - :
Sinon
>(n+1 - A]xn +1
Fin Si
Nn—n+1

Fin Tant que

Sortie: Nombre d'itérations N.

Soient X, la variable aléatoire correspondant a I'entréel'algorithme, uniformément distribuée sm{r12,3,4}
(alphabet de taillé = 4) etN, la variable aléatoire correspondant a la sosi¢algorithme (alphabeiN ={ 01, 2,3}

de taillem = 4). L’objectif est de calculer lBombre moyen d'itérationsffectuées par I'algorithme. Autrement dit,
calculer E[N]. Voici les étapes a suivre :

1. Etablir lamatrice de probabilités conditionneIIeE’(N|X), en utilisant les schémas sous forme d’arbre peur

déroulement de l'algorithme pour chaque valeuXdévoir I'exemple sur ldigure 2.).

n=0, Xp=3

Figure 2. Cas olX, = 3.

2. Sachant quX estuniformément distribwg déduire lanatrice de probabilités conjointeeN et X.

3. Calculer ladistribution de probabilités marginale dd.
4. En déduire lmmombre moyen d'itérations

TD 5. 3
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6. Codage de canalCodage en présence de bruit).
Codes correcteurs.

1. Second théoréme de Shannon
1.1. Codage de canal

Dans cette partie nous allons poser et étudierdbléme de codage dans le contexte de transmis&oun canal avec
bruit. La différence par rapport au codage sang bat dans le fait que lors de la transmissionrdessages, des erreurs
peuvent se produire de fagon aléatoire. Ces ersamtscaractérisées par la donnée dadtrice de transition du canal
Notre probléme sera alors d'évaluer la probabdigrreur de transmission. Nous allons montrer geéecprobabilité
dépend non seulement des caractéristiques praiabildu canal et de la source mais aussi du cleobodage et de
décodage.

Alors le probléme de choix de meilleur code en @més de bruit sera reformulé pour prendre en commteseulement
la vitesse de transmission moyenne mais aussolzapilité d’erreur.

1.1.1. Regle de décodage d'un canal avec bruit

En absence de bruit de transmission la fonctiodéd®dage était naturellement définie comme la foamstion inverse
de la fonction de codage. C’était par définitiamique fagon de retrouver exactement le message émi

En présence de bruit il existe une incertitudelsunessage émis lorsqu’on observe le message Aetrement dit, un
message recgu peut correspondre a plusieurs messagesrée avec une distribution de probabilitépguit étre déduite a
partir de la matrice de transition. Pour traitepegbléeme et quantifier la probabilité d’erreurtdEnsmission nous allons
introduire la notion de regle de décodage de canal.

Définition 6.1. Régle de décodage. Soit un canal avec un alphabet d’enti@s, ={Xi}in:1 et un alphabet de

sortie Q, = {yj }rjn:l. Larégle de décodage de caredt une fonction déterministe

gy Yol = (X0 X0}

qui a chaque symbole reqy associe un symbole de l'alphabet d’entbée= g(yj )

On peut interpréter cela sous forme de regle desidéc: si le symboley]- est recu, il est décodé comnxé. Soient les

variables aléatoireX, Y et Z = g(Y) représentant respectivement les symboles émis,aedécodé. Considérons un

exemple. Soit I'alphabet d’entrée de taille 3 elucele sortie de taille 3. Supposons que l'alphatientrée a la
distribution de probabilité suivante

p(x,)=1/2
p(x,)=1/4
plx;)=1/4

Les probabilités de transition et la régle de dégedsont illustrées par le schéma digglare 6.1.



Théorie de l'information 6. Codage de canal

X Y Z
1
X1 n X1
A
X ¥z X2
% \
X3 12 ¥s X3
Canal Régle de
décodage

Figure 6.1.Un exemple de régle de décision

Considérons la regle de décisi@méfinie par

a(y;) =%
a(y,) =
9(ys) = %,

Le seul cas ou une erreur a lieu est I'émissiosydabole X, . Ainsi la probabilité d'erreur est égale a la mbitité

d’émission deX, donc a 1/4.

Dans le cas général sdit I'événement correspondant a un erreur lors dealasmission d’'un seul symbole. Comment
peut on calculerP(E) ? Soient les variables aléatoiésY et Z = g(Y) représentant respectivement les symboles
émis, recu et décodé.

Tout d’abord, on peut décomposer cette probalsiétén la formule de Bayes :

P(E)=. plx )p(E)

Sachant que le symbol¢ est transmis, I'erreur se produit lorsque la famtte décodage renvoie un caractére différent
de X; . Ainsi dans ce cas I'événemdntéquivaut ég(Y) #ZX.0na doncP(EIXi ) = P[g(Y) # X | Xi]. Cette derniere

probabilité se décompose en somme selon les ditEsevaleurs d¥ :

P(Ex)=Pla(v) xlx]=§P(Y= y, etgly,)# x| x)

Etant donné que la régle de décodage est détetenonisa :

b=l e - F) b o

0 s g(yj) = p(yj|xi)(]'_5g(yj ) ))

. 1sin=k
ou o, = est le symbole de Kronecker.
' 0sinzk

Nous obtenons ainsi la probabilité d’erreur cowditielle pour la transmission d’un seul symbole :

p(Ex )= JZ oly, 1% )a-y,1.))
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1.1.2. Notion de code de canal

On peut généraliser les raisonnements de la segté&gédente au cas ou il s’agit de transmettrentessages par blocs
de longueur donnde

Dans la suite un canal est modélisé par le trigleY, P(Y|X) ou X est la variable aléatoire correspondant a I'émissi

d'un symbole de I'alphabet d’entré@, = {Xi}in:l etY est la variable correspondant a I'observation diymbole recu

m

pog P(Y|X) est la matrice de transition du canal.

dans l'alphabet de sorti®, = {yj}

On peut associer a la transmission d’'un mot dedend une variable aléatoireX 0) a valeurs dan§2'>< . Cette variable
peut étre interprétée comme observation simultaledevariables aléatoires indépendantes et toutes tligels comme

X:
X(l) :(Xl""’xl)

N N . . , R . . 1) s [
De méme, on peut associer a la réception d’'un mdtadractéres la variable aIeatoiYe() a valeurs dan£), . Cette

variable peut étre interprétée comme observatioulsinée dd variables aléatoires indépendantes et touteshiiées
commeY :

Yt = (Y1""’Y|)

On peut considérer alors la transmission d’'un nuessde longueud comme un nouveau cana)(('), Y('),

P(Y (')‘X (')), appeld-iéme extension de candhitial. La matrice de transition de ce nouveanatgeut étre déduite de

plye, -,y (%%, )] = lj ply[x)

Définition 6.2. Code de canal. Soit un canaX, Y, P(Y|X). Un code(n,l) pour ce canal est un coup(MV, g) ou

1L.W= {a)l,---,a)n} est un ensemble de mots de longdedans I'alphabet dentréf , , appelés mots du code.

2. g est une régle de décodage
. |
g: (QY) - W

qui associe a toute séquence regue de londuwians I'alphabet de sorti@,, un des mots du code.

Définition 6.3. Probabilité d’erreur conditionnelle. Soient un canaX, Y, P(Y|X) et un code(n,l) pour ce

canal (W, g). Pour chaque mot du codg on définit laprobabilité d’erreur conditionnelle

/]i(l) = P(E|w|) = Z p[(yl"“' Y |Cq )](1_ 5g(y1,~--,y| ). ))
(v )@y

Définition 6.4. Probabilité d’erreur moyenne. Soient un canaX, Y, P(Y|X) et un code(n,l) pour ce

canal (W, g). On définit laprobabilité d’erreur moyenngigébrique)du code par :

1 n
A0 = =¥ 0)
n; '



Théorie de l'information 6. Codage de canal

Définition 6.5. Probabilité d’erreur maximale. Soient un canaX, Y, P(Y|X) et un code(n,l) pour ce
canal (W, g). On définit laprobabilité d’erreur maximalelu code par :
N = |
A = max A
Définition 6.6. Débit de communication d’un code. Soient un canakX, Y, P(Y|X) et un code(n,l) pour ce

canal (W, g). On définit ledébit de communicatiotiu code par :

~ 2 log(n)
|

L'unité de mesure est Bhannon par symbole transmis

1.2. Second théoréme de Shannon

Nous allons maintenant pourvoir poser le problémeatiage en présence de bruit :

Etant donné un canaX, Y, P(Y|X) de capacitéC, est-il possible de transmettre des messages @veébit aussi

proche que possible d8 et avec une probabilité d’erreur aussi petite gassible ?

La réponse a ce probleme est donnée par le théaéinant :

Théoréme 6.1. Second théoréme de Shannon. Soit un canaX, Y, P(Y|X) de capacitdC > 0. Pour toutR< C

il est possible de trouver un code de canal avedéhit R et une probabilité d’erreur aussi petite que dssiPlus
précisément, il existe une suite de coélM;(I ), I) avecM (I) = 2" telle que

limAY =0

| 5

2. Codes correcteurs d’erreurs

Le second théoréme de Shannon établit I'existerceodes de canal permettant de transmettre a unhadeédsi proche
gu’on le souhaite de la capacité du canal et unbgfilité d’erreur arbitrairement petite. Mais, comdans le cas de
codage de source, le théoréme ne donne aucunatiodisur la facon de construire de tels codespratique, il existe
de nombreuses familles de codes permettant d’aper@u mieux les performances optimales, sansqaant alourdir
les temps de codage et décodage.

Dans cette section nous allons présenter une ghastieuliére de codes de canal qui permet de tidtet corriger assez
bien des erreurs de transmission. Il s’agitddes binaires linéaireNous introduirons d’abord le groufs, formé de
k-uplets de bits. Ensuite, on introduira déstance de Hammingui permet d'évaluer efficacement les erreurs de

transmission. Enfin, aprés quelques définitionségdles liées a la détection et a la correctionreigs nous allons
introduire les codes linéaires et leurs propriétés.
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2.1. Généralités

Dans la suite de la section nous allons étudiecdstes par blocs binaires. On suppose qu'on dispasemessage a
transmettre sous forme d’une suite binaire de lengp. Pour le codage le message sera découpé en ldécsit. On
suppose dans la suite que tous les block Hi¢s possibles sont équiprobables. Le codage sienai remplacer chaque
bloc deK bits par un mot binaire de longuetrr= K . Ainsi on définira plus tard un code comme uneliagfion qui

associe a chaque bloc de longukwn mot binaire de longuet On 'appelleraable de code

Aprés une transmission a travers un canal bruitederecu peut étre erroné et ne correspondre @nadees mots de la
table de code. Nous allons donc décrire ci-dessnasegle de décodage au sens du minimum de distankEkhening
Cette regle utilise la notion de distance de Hangngime nous allons d’abord expliciter.

L’objectif principal de conception des codes seepal®rs en termes de capacité de détection etrdection des erreurs
de transmission. Nous allons insister sur le fag gette capacité est une propriété intrinseque dade et non le fait
d’'un choix particulier de regle de décodage.

2.2. Un premier exemple illustratif

Nous allons étudier ici une procédure trés simgecddage et décodage permettant de détecter et c@miger des
erreurs de transmission :dede a répétition

Codage. Le principe est trés simple : chaque bit du ngssatransmettre sera rép8téois. Ainsi, les blocs ici
sont de taillek =1 et les mots de code seront de tdillrenons 'exemple da = 3. La table de code est alors :

a
000
111

| O|¢(n

Canal de transmission. Supposons que nous utilisons pour la transmissioncanal binaire symétrique dont la
probabilité d’erreur esb < @ < 0.5. Lamatrice de transitiorest alors

P(Y|X):(1_a a j

a 1-a
Chaque bit transmis a la probabili@ d’étre recu comme son complémentaire.
Reégle de décodage. A la réception, le message sera analysé par He@&sbits.
Remarquons ici que dans notre code il n'y a quexdaats : 000 et 111. Cependant, compte tenu desursride
transmission I'ensemble de mots possibles a lgpti@recontient tous les 8 mots de 3 bits. Si omwitdun des mots du
code, le décodeur le remplacera pas le symbolesmondant.
Mais que doit on faire si on recoit 010 ?
Il est évident dans ce cas que des erreurs danissien se sont produites. La régle de décodageddot permettre de
décider a quel mot de code (a quel symbole) coorebgette séquence. Une régle simple a mettre evrr@eans cette

situation est laegle du vote majoritaire

- si la majorité des 3 bits regus sont 0 on comsid&’il s’agit du mot de code 000, et on décodecduar 0.
- si la majorité des bits sont 1 on considére gquadts de code transmis est 111, et on remplacg. par

Le nombre de bits étant impair, cette régle estarhigie. Voici un exemple d'application de ce sesad&ur un message
de 5 bits.

Message original | 1 0 1 0 1
Message codé 111 000 111 000 1p1
Message recu 101 | 101 | 110 | 000 | O11
Message décodé | 1 1 1 0 1
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Cet exemple montre qu'il est possible de détedtepwriger les erreurs de transmission presquetosj En effet, si un
mot subit deux erreurs de transmission ou pludétdage sera inexact.

Revenons a la signification de la régle du voteomi@jre. Dans notre code il N’y a que 2 mots 00Q%l. Pour un mot
recu de 3 bits, le vote majoritaire revient a lss@cier celui des 2 mots de code qui a le plustdeeh commun avec ce
mot. Cette régle peut donc étre étendue a d’'atypeEs de codes, en prenant en compte les ressarabldrit par bit

entre 2 mots. Ce sera fait plus loin & I'aide dedton de distance de Hamming.

Donnons maintenant une interprétation probabiligtda régle du vote majoritaire. Considérons un regtit =1ttt

de 3 bits. Evaluons les probabilités conditionmeﬁé(t|s = O) et P(t|S = 1) pour essayer de savoir laguelle des deux est
plus importante. En supposant les symboles trandenfacon indépendante les uns des autres, on a :

Pt = t,t,,|s = 0) = P(t =t t,t,|=000) = p(t,|0)p(t,|0)pt,|0)

D’apres lamatrice de transition du canal

1-a sit; =0 transmissincorrecte .
plt|0) = i=123
a sit, =1 transmissdnerronnée

Soitl le nombre de bits 0 dahsAlors il y al bits corrects eB—1 bits 1 donc transmis avec erreur. Alors
| _
Plt = t,t|s=0)=(1-a) o™

Pour la méme séquente=1,t,t; onaalors:

P(t = tlt2t3|s = 1) = (a)l (1_ 0’)3_'

car si c’est 1 qui est transmis alors chaque 0 tlansespond a une erreur, donc a la probahifitéPour comparer les
deux probabilités, considérons leur rapport :

P(t=t1t2t3|s=0):(1—a]'( a T" {1—_0)“
Pt = tt,ts=1) a )\1l-a a

1-a . .
est telle gque—— > 1. Nous remarquons alors que si les 0 sont majagalans
a

t, cest a dire si2l > 3, la probabilité de réaliser une telle séqueicesachant que le mot envoyé est 000 est plus
importante que la probabilité de réaliser la mégmuence en envoyant le mot 111. D’aprés la régheotke majoritaire
dans ce cas on choisit justement le mot 000. Sboeé les 1 qui sont majoritaires alo?b < 3 et on choisit encore des

deux hypothéses celle qui rend la séquence dedgiie la plus probable. C’est ce qu’on appeli@tde du maximum de
vraisemblance

1
Commea < 05, la quantité

2.3. Groupe G,

Considérons I'ensemble de séquences binaires ltiekaOn le noteG, = {O,ZI.}k .On aCaI’d(Gk) = 2. On pourra
appeler les éléments de cet ensemimésou vecteurs

Sur cet ensemble nous définissons I'opérati@adition modul@®, notéel] , entre les éléments. Cela revient a effectuer
I'opérationXOR (ou exclusi) bit par bit(ropération [ est commutative)

b | b, | b0b
1 11 [o
1 |0 [1
o [1 |1
0o [0 |o
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Muni de cette loi additiveG, est un groupe abélien d’élément neu(ﬁam ,O). Si on le munit également d’une loi

externe multiplicative selon la table de ET logigupération [] est commutative)

b, | b, | b0b,
1 1 [1
1 |0 |o
0 [1 |o
0 [0 |o

G, est un espace vectoriel.

2.4. Distance de Hamming et décodage du maximum deaisemblance

2.4.1. Distance de Hamming

On définit surG, une distance de la fagon suivante.

Définition 6.7. Distance de Hamming.  Soient V = (Vl,m,vk) et w= (a)l,~-~,a)k) UG, (deux vecteurs de
G, ). On appellaistance de Hamminig nombre de bits différents entveet ¢ :

d,(v,)=card{i O[L--,n]|v, #ay }
Il est assez facile de vérifier que la distancéldexming est undistance c’est a dire qu’elle vérifie les trois axiomes :

1. 0v,wdG, dv,w)=20 et dv,w)=0<v=w
2. 0v,wdG, d(v,w)=d(wV)
3.0v,w,z0G, d(v,w)< dvz)+ d(z,w)

A ce titre, la distance de Hamming induit une deetdopologie sur I'ensembl&, . En particulier, on peut définir la

notion deboule ouvertale rayort’ centrée erwJ G, de la fagon suivante :

B, (wr)={vOG, d,(wVv)<r}

Pour laboule fermée

B_h(a),r) :{VDGk dh(a),v)s r}

Une boule ouverteB, (a),r) définit 'ensemble de mots binairasl] G, qui différent decw en moins de bits. Par

exemple, sik =4 et @ =1010alors
B, (w2)={1010001011101000101%

C’est I'ensemble des mots que I'on peut obteniadipde & en changeant 0 ou 1 bit a la fois, bit & bit.

Définition 6.8. Poids d'un vecteur. Soit V= (Vl,---,vk) UG, . On appellepoids deV le nombre de bits
différents de O dan¥ :

w(v) = Card{i O[1---,n] | v, =1}
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On peut montrer facilement que :

Proposition 6.1. SoientV, & [l Gk. Alors
d, (v, ) =wWv O w)

Exemple 6.1. Soitk =5. Gy contient2X mots binaires de longueur 5. Soient

v=00110 «=10101

On a alors

d(wv)=3  wOv=10011 wwOv)=3

Puisque la distance de Hamming comptabilise Idérdifices entre deux mots binaires, il est natwdludiliser comme
critere de décodage aprées une transmission erronée.

Définition 6.9. Décodage selon le minimum de distae de Hamming. Soit une suite de P  mots
C={a)l,---,a)p}DGn de longueurn qui forment un code. Soiz [JG, un mot de longueun recu aprés

transmission a travers un canal bruité d’un dessrdatcodeC. La régle de décodage selon le minimum de distdece
Hamming associe & le mot de codex le plus proche d& selon dh :

9(z)=wOC I dy(z.@)=mind,(zw)

2.4.2. Décodage au sens du maximum de vraisemblance

Définition 6.10. Décodage au sens du maximum de wsamblance. Soit une suite de p  mots

C—{a)l,-~-,a)p}DGn de longueurn qui forment un code. Soiz [1G, un mot de longueun recu aprés

transmission a travers un canal bruité d'un dessnut codeC. On appelle décodage au sens du maximum de

vraisemblance la régle de décodage qui assocela mot & [JC qui maximise la probabilité de réalisation de
sachantt :

g@)=w0C /I Plda)=maxPlZw)

Nous allons montrer maintenant une proposition irgmte qui établit le lien entre B&codage au sens du maximum de
vraisemblancest celuiau sens du minimum de la distance de Hamming

Proposition 6.2. Si le canal de transmissiomst binaire et symétriquealors le décodage au sens du maximum de
vraisemblance est équivalent au décodage au sensrdmum de distance de Hamming

Preuve de la Propositio8.2.

Supposons que nous utilisons un canal binaire siguétde probabilité d'erreuer < 0.5. Soit z = Z,,---, Z, le mot
binaire recu. Rappelons que la transmission deughagmbole est indépendante des autres symbolagsurSmot de
code & [1C . Admettons I'hypothése que I'on a re@uen ayant envoyé . Alors chaque bit différent entrg et &
représente une erreur de transmission, de protéatili< 0.5. Tous les autres bits sont des transmissions ctes@le
probabilit¢1— @ . Le nombre de bits différents entzeet . correspond a la distance de Hamming entre les oheds :
d, (z,a)). Alorson a:

P(Z|C()) — adh(z,w) (1_ a)n—dh(z,w)
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Soient deux mots de cod&) et @,. Notons d; = dh(z,a)l) etd, = dh(Z,a)z). Comparons les vraisemblances
associées aux deux mots :

P(Z|w1) _ a% (1-a)™® :[1_ajd2—d1
o) e oa) | a

1-a _ .
Commea < 05,o0na >1. Alors d’aprés la derniére relation :

P(e,)< P(ew,) - d, 2 d,
Ainsi, IavraisemblanceP(Z|a)) estmaximalequand ladistance de Hammingl,, (z,a)) estminimale

Dans la suite nous allons travailler avecdgle de décodage du minimum de distance de Hamming

2.5. Codes correcteurs

Définition 6.11. Code K, n). On appelleode de paramétre, N) toute application injectivep: G, - G,.

= Le parameétr s’appelledimension du code
= Le paramétré s'appellelongueur du code
= L’ensemble image d¢

C={gm) mOG}
s'appelleimage du codeSes éléments s’appellenbts de code_es éléments d&, s'appellentmots de source

= Le parameétr& représente donc le nombre de bits des mastcodage(mots-sources
= Le parametré) représente le nombre de bits des raptes codagémots-codesssus du codage).

Un code est une association entre les blocs deidam$ et des mots binaires de longuéunl faut que lapplicationqui
le représente saitjectivepour garantir queeux blocs différentsoient codés pateux mots différents

Exemple 6.2. Code de répétitionLe code de répétition vu avant est un code de peramk = 1,N = 3).
Les mots de source so{m‘& =0m, = 1} L'image de ce code est

c ={oo011%}

Définition 6.12. Distance minimale d’'un code. Soit un code de paramétrd§ () dont I'image est I'ensemble de

motsC. On appellaistance minimale d’un coda valeur :
d= min d, (wv)
w,viOC w#v

C’est laplus petite distance de Hammiegtre deux mots différents du code. Ce paramétre jm réle trés important
dans la définition des capacités d’un code a détettcorriger les erreurs de transmission.

2.5.1. Détection et correction d’erreurs

On suppose que la régle de décodage utilisée kessdeeminimum de distance de Hamming. Soit un odg®) d'image
C. Supposons qu'un mot du codeJC est transmis. On recoit le m&J G, . Si Z coincide avec un des mots du

code, v C, il sera décodé comme Méme si ce n'est pas le mot du code qui a étésmnés. Cela peut se produire si
les erreurs se produisent exactement sur les Witsogt différents entre le mot transmds,, et le mot du code reg\,
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Donc s'il y a dh(a),v) erreurs et si elles se produiseatuX bons endroits elles sont indétectables. On détecte les
erreurs si le mot re¢lZ , ne correspond & aucun des mots de code.

Ainsi nous pouvons dire que le nombre maximal é'ers qu'il est possible de détecter quels que stesrbits ou elles
se produisent est égalch—1, oud est la distance minimale du code.

En effet, pour obtenir & partir d’'un mot du codd 1C , un autre mot du cod&,[1C , il faut changer au moird bits.

Donc si on change moins @kbits on obtient forcément un mot qui n’est passdencode. On détecte alors la présence
des erreurs a la réception. Nous venons de judtfidéfinition suivante :

Définition 6.13. Capacité de détection. On appellecapacité de détectiot'erreurs d’un code, lsombre maximak,
d’erreursqu’il esttoujours possible de détecter. On a:

oud est la distance minimale du code.

Lorsque les erreurs sont détectées on ne saityms sont les bits erronés et combien ils sonts@juste que le mot
recu n'est égal a aucun des mots du code. La degiktcodage que I'on a choisie va alors rempl&cerolt recu par celui
des mots du code qui est le plus proche selorstartie de Hamming. Si cette action conduit au mbagéellement été
transmis, elle équivaut a la correction des erteNiosis allons donc définir un autre parametre ingdrpour juger de la
qualité d’'un code : laapacité de correction d’erreurs

Définition 6.14. Capacité de correction. On appellecapacité de correction d’erreurd’un code, lenombre maximal
€. d’erreursqu’il esttoujours possible de corriger. On a :

d-1
e = —
2
oud est la distance minimale du codi,] est la partie entiére d’un réel.

Preuve

La formule donnée dans la définition de la capadiécorrection nécessite une justification. Remanguque si
C :{a)l,-~-,a)p} est I'image d’un codek( n) de distance minimald, alors toutes les boules ferméB(ﬁ (a)j ,r) de

1
rayonr = E[T} sont deux a deux disjointes. Sait[1C le mot de code transmis. Tant que le mot rece éshs

la boule B, (a), I’), il sera décodé comme. , et donc les erreurs seront corrigées. Ainsi s girand nombre d’erreurs
d-1

corrigibles etE{—} :
2

2.6. Codes linéaires correcteurs d’erreurs

Nous allons enfin nous intéresser ici a une fanpifieticuliere de code,(Nn), les codes linéaires. Leur principal intérét
réside dans la facilité de mise en oeuvre et lalit#pdes algorithmes de décodage.
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Définition 6.15. Code correcteur linéaire K, N). Un code linéaire K, N) est un code de class&, (N) tel que
lapplication @:G, — G, qui le géneére est une application linéaire, ceslire, tel qu'il existe une matrice

GOM™(0,1) telle que :
m,

On appelleG lamatrice génératricedu code. Elle est de dimensidx K .

Remarque 6.1. Ici les coefficients de la matri€® prennent ses valeurs dans {0, 1}. La multiplicatinatricielle se fait
selon les opération] , [J sur {0, 1}, c’est a dire dans I'arithmétique mod@. Par exemple, avédk =2 etn =3, le

mot-code associé au cla([t l)T est:
11 l01)o@oyy (o
01 U= (co1)o@oy|=|1
10 1o1o(or)) (2

Remarque 6.2. Si le code est linéaire alors son imafg,I’ensemble de tous les mots de code, est un aspsee
vectoriel deG,,. Il contient donc obligatoirement le mot nul 000 000 den symboles.

Définition 6.16. Forme systématique. On dit qu'un code linéairek( N) est systématiquesi et seulement si sa

matrice génératric€& , de dimensiomx K , est de la formen blocs):

ol |, estla matrice identité de dimensiet G’ est une matrice da - K lignes etk colonnes.

Proposition 6.3. Lescodes systématiquesit la propriété intéressante : pour tout motalece MU G, , le mot de code

correspondante = GmM am comme préfixe. C'est-a-dire :
Ca' | a=md

Exemple 6.3.Un codage de parité paire consiste a ajogteiaténena chaque mot de source un bit de contrdle qui
représente la parité du nombre de 1 dans le blostiteé de I'ensemble mot-source et bit de contrBlde nombre de
bits 1 est pair dans cet ensemble, le bit de clen&jouté est 0, sinon on ajoute 1. Par exempler, |gs blocs de 3 bits, le
code de parité est défini par le tableau suivant :

m 000 | 100 [ 010 [001 [110 | 011 [101 [111
qo(m) 0000 | 100L | 0101 | 0011 | 1100 | 0110 | 1010 | 1111

C’est un code de parameétrds ) = (3, 4). Chaque mot de sour@eest le préfixe du mot de code correspondant. C’est
un code systématique. Il est linéaire car on penarquer que le bit de parité est toujours égalsoimme (modulo 2 !)

des bits du mam. Alors la matrice génératrice de ce code estsiraple :
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1 00
~ |01 0
G=G=
0 01
111
Définition 6.17. Codes équivalents. Deux codes sont ditqjuivalentss’ils ont laméme image

Pour déterminer si un code linéaire de matrice génée G donnée posséde un équivalent systématiGueil suffit
d’effectuer une opération dtéelonnage de la matricen faisant des opérations élémentairesatabinaisons linéaires

sur les colonnede G . Les matriceds et G produisent desodes équivalenigientiques)

G et G produisent la méme image, mais les mots-codes géigne correspondent pas aux mémes mots-sources.

Exemple 6.4.Soit le code denatrice génératric&s de dimensiontf = 5)x(K = 3):

G G G

P PO R P
R P O R, O

= O +» O

L'obtention de la forme systématiqéé implique un échelonnage €& suivant ses colonnes. Notons BsC,, C;.

Les premieres opérations visent a annuler les éitnia, , et G, ;. Le pivot estG,; .

1 00
C, - C 011
On réalise d’abord les combinaisons linéaires {C, « C, +C, on obtient : G'"=|1 10
C; « Cg 011
1 01
1 00
C, - C 010
Dans un % temps, on annull&} C, « G, onobtient: G"=1 1 1
C; « C, +C4 010
1 01
100
C, < C +C4 010
Enfin, on annulleG3, et Gj, C, « C, +C, = G=|0 0 1
C; « C, 010
011
On a un équivalent systématique du code car lésé&slignes de la matri€é forment une matrice identité de rang 3.
| 1 00
G=|— avec 1,=]0 1 0 ot G’:(O ! Oj
G’ 00 1 011

6. 12
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Latable C des mots-codgseut ainsi s'obtenir(G et G produisent la méme image de mots-codes, maisqesumots-sources différents.)

#| mot source| mot-code distance, poids
T T T —
m W = (Gm )T — (é'mi )T - |_k m - l — [miT (G’m )T] dh(wno) W(CQ)
' G’ G'm (= nombre de bitd de (1))
1] 000 000 00 0
2] 001 001 01 2
3] 010 01011 3
4] 011 01110 3
51100 100 00 1
6]101 101 01 3
71110 11011 4
8] 111 11110 4
~d=1

La proposition suivante donne une méthode tréslsimpur évaluer lalistance minimalget donc les capacités de
détection et de correction d’erreurs) d’'un codédire.

Proposition 6.4. Distance minimale d’un code linéag. La distance minimale d’'un code linéaiest égale aplus
petit poids non nul des mots de code

Preuve de la Propositio.4.

Rappelons que la distance minimdle’un code est :

4=, mn,, &)

Remarquons également que :

d, (w,v) =wwO V)

Or, si le code est linéaire, son imageest un sous-espace vectoriel. Donc pour tout eodglmotsa, VLI C, on a:
aldvOC.Sia#ValorsaJv#0.Onadonc:
d= min d,(wv)= min wWwdv)= min wz)

w,vOC w#v w,vOC w#v Z41C z#0

Proposition 6.5. Borne de Singleton. La distance minimale d’un code linéaide dimensiork et de longueun
vérifie
d<n+l-k

2.6.1. Matrice de contrdle et décodage d’'un codenéaire

Définition 6.18. Matrice de controle d’un code linaire.  Soit un code linéairek( N) de matrice génératric& et
d'image C. On appellematrice de controlede ce code toute matrickl [1 M kN telle que pour tout mot de code

Ha =0

Autrement dit, H est une matrice dont le noyau coincide avec i@ de mots de cods.
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Généralement il n'est pas facile de trouvemiatrice de contrélgpour un code donné. Du point de vue algébriquie, ce
revient a trouver la base du sous-espace vectutiggonal &C. Mais dans le cas particulier dedes systématiquela
proposition suivante permet de construire facilemteematrice de controle

Proposition 6.6. Matrice de contrdle d’'un code syématique. Soit un code linéaire K( n) systématiquede
~ [ I
matrice génératric€G =| —— |. Alors samatrice de controlest :
G’
— I
H= (G | In—k)

Définition 6.19. Syndrome et erreur. Soit un code linéairek(N) de matrice génératridd et de matrice de contrdle
H. SoitW JC un mot de code, ef D{O,l}n, un mot regu apres la transmissionVile a travers un canal bruité.

On appellemot erreur, le mot E D{O,l}n tel que :
Z=WUOE = E=Z0W

On appellamot syndromedeZ, le mot :
S=HZ

Chaque bit du mot errelr est nul si les bits correspondantsfiet W coincident, et est égal a 1 s’ils sont différents.

Ainsi W(E): dh(W'Z)

Si on a trouvé le mot errefir on peut retrouveYV par la relation :
W=Z0OE

Donc, pour corriger les erreurs de transmissiosyfiit de trouver le vectelk.

Si lesyndromedeZ, soit S= HZ , estnul (S = 0), c’est queZ est unmot de codgpar définition de la matrice de contrald)
sera alors décodé par le blongt sourcg correspondant dans la table du code. Aimsisyndrome nul correspond a
I'absence ou a la non détection des erreurs de tramission

Un syndrome non nul équivaut a la détection d’esecar cela signifie que le mot refun’est pas un mot de code.

Proposition 6.7.
Soit un code linéairek( N) de matrice génératrid® et de matrice de contrdkd. Soit W [JC un mot-code transmis, et

Z D{O,]}n, un mot regu apres la transmission\€ a travers un canal bruité. Soiekt=Z [1W le mot erreur, et
S =HZ le syndrome d&. Alors lemot erreurE a le méme syndrome gde HE = HZ

Preuve de la Propositio6.7.

Par définition de la matrice de contrdle et du daie\W est un mot du code, on a :
HW =0
Alors

HE=HWDOZ)=HWOHZ=HZ=S
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Définition 6.20. Classe latérale. Soit un code linéairek( n) de matrice de contrélel. Soit Z un mot de{O,l}n. On
appelleclasse latérale d€, 'ensemble des mots ayant le méme syndiSupeeZ.

L(z)=WwD{0}" HW=HZ=¢g

Ainsi nous savons ol chercher le vecteur erkepour la correction du mot rec4, Il se trouve dans la classe latérale de
Z. |l reste & savoir comment le choisir. Rappeloms ig décodage se fera selon le principe du minirderdistance de
Hamming. Le mot recd sera remplacé par le mot de cdfible plus proche d& au sens du minimum de distance de
Hamming. Nous avons déja mentionné que le poidsedteur erreurE = Z [1W entre le mot reg et un mot de
codeW est égal a la distance de Hamming edtet\W. Or, d’aprés la propositiod.7, on a :

OWOC E=zZ0OW 0OL(Z)

Et réciproquement,
DECOL(zZ) w=ZOE OC

Donc trouver le mot de code le plus proche du moaZ équivaut a trouver I'élémertt [1L (Z) de plus petit poids.

Proposition 6.8. Soit un code linéaire de matrice de contrBle Le décodage au sens du minimum de distance de
Hamming d’'un mo¥ revient & trouver dans la classe latéraledk mot de plus petit poidE, et & remplacel par le
mot de codeN =Z [ E UC.

En pratique, on explord (Z) dans l'ordre croissant des poids de mots. Poldilitéacles explications nous allons
introduire une famille de mots particuliers :

E, =(0---010---0)
oU pour chaque mok; i =1---,n, il 'y a qu'un seul bit égal a 1, aia&me position, faisant ainsi référence a 1 bit
erroné.
Remarquons qu'un mdt de poidsn est égal a la somme Wemots parmilesE;, 1 =1---,n

WE)=w o i, / E:ZW:Eij
j=1

Alors le résultat de produlHE est une combinaison linéaire des colonnes de teameH |, notéesC, ,---,C

HE = Zw‘lcij
j=1

n

car les autres bits de sont nuls.

Revenons maintenant au probléme de recherche meurede poids minimum dans la classe latérale don reguZ.
Soit S=HZ le syndrome d&Z. Soit 0S W<€, (€, est la capacité de correction du code). Dire cxiste dans

L (Z) un motE de poidsw équivaut a :

[0y,

w

| E=)E et HE:ZW;C”:S
=

Autrement dit, il existe un choix d&/ colonnes de la matrice de contrdtedont la somme est égaleSi Alors on
commence par tester les polffsallant de 0 &€, jusqu'a ce qu’on trouve une sommeWeolonnes dé1 égale &S Le

vecteur erreur est alors égal a la somme corresapmm«ﬂeEij .
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Par exemple, pouw = 0. Si on trouve queHZ = 0 alorsZ est un mot de code. Sinon, on pass& &1. Pourw =1
si on trouve une colonng, deH telle queC, =S, alors le mot de code corrigé s&M = Z [] E; . Sinon on passe a

W=2. S'il existe 2 colonnes parmh de la matriceH telles que C, +C; =S alors le mot corrigé sera

W =ZUE UE;. Sinon, on continue avew =3 et ainsi de suite jusqu& =€,. On a donc l'algorithme de
décodage suivant :

Algorithme 6.1. Décodage d’'un code linéaire.

Etape 1.W = 0. On vérifie siS=HZ =0. Si oui,Z est un mot de code. Sinon, on pa&e=1 et on passe adtape 2.
Etape 2.Tant quew < €, faire

Tester toutes les sommesWeolonnes déd jusqu'a ce que
W
dc =S
=N

w
Si égalité trouvée, renvoyd = Z [ z E, et sortir de la boucle d'itérationSinon faire W= w+1.
]
j=1
Fin deTant que
Etape 3.Si W= g, +1 et aucune solution n’est trouvéenvoyer’erreur de décodage”.

6. 16
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TD 6. Codage de canal.
Codes linéaires correcteurs d’erreurs

Exercice 1. Code a répétition. Nous allons expérimenter I'utilisation d’un codleépétition d’ordre 3 pour
la transmission d’'images binaires en Noir & Bla@n suppose qu’une image binaire carrée est refé&s@ar une
matriceNxN pixels (imageasterou encoréitmap avec des valeurs de pixels a 0 (Noir) ou 1 (Blanc

Le code a répétition que nous allons étudier ctmsisépéter chaque bit 3 fois avant de le trarntsend?ar exemple, le
message 10100 sera transmis sous la form@@d111000000.

On suppose qu'on utilise pour la transmission umatdinaire symétrique de probabilité d’errefir. Chaque bit a
donc la probabilitd— @ d’étre transmis correctement et la probabititéd’étre inversécomplémenté)

Le décodage se fait par vote majoritaire. Chaqae 8¢ 3 bits recu est décodé par le bit qui y egoritaire. La régle
de décodage est donc donnée par le tableau suivant

Bloc recu 000| 001| 010| 100| 101| 0O11| 110| 111
Caractére décod§ 0 0 0 0 1 1 1 1

Pour les images, il sera plus pratique de réatiserodage de la fagon suivante. On transmet la nidange 3 fois de
suite a travers le canal. Ensuite on réalise le wudjoritaire, bit par bit, entre les 3 images esgypour obtenir I'image
d’origine.

|. Expérience.

Dans cette partie, nous allons d'abord réalisetoyes expériences a I'aide d'un program8wlab fourni, image.sci Le programme applique la
méthode a une petite image de test, de taille L3kiviage est définie par une matric® dont les valeurs sont binaires. La fonction ppate,
CTD( A, tauxErr), réalise les actions suivantes :

- Affichage de I'image d’origine A.

- Génération aléatoire de 3 matrices binaires semitnt les bits erronés lors de la transmission;

tauxErr est le parametre qui définit la probabilité d’'eme

- Calcul de 3 matrices transmises en inversartiitesle la matrice originale indiqués par les neasid’erreur;

cette opération correspond a la transmission @il méme matrice a travers le canal.

- Affichage des 3 images regues.

- Calcul par vote majoritaire bit par bit de la n définitive regue; cette opération correspomdiécodage.

- Affichage de la matrice résultant du décodage.

La fonctionCTD( A , tauxErr) renvoie lamatrice de cumul d’erreurs€Chaque élément de cette matrice représemtertdore d'erreurq0, 1, 2, ou 3)
pour chaqgue pixel sur les 3 transmissions.

Manipulation (facultative)

1. Exécuter le fichiermage.scidansScilah Le taux d’erreutauxErr est fixé dans le fichier a 0.1. Est ce quédeodageest parfait ?
2. Essayer la procédure avectanx d’erreurplus petit (0.05) et plus grand (0.3). Qu'obsereer ?

Interpétation

3. Quel est le lien entre kaatrice de cumul d’erreurst la possibilité deorrection des erreur8

Il. Analyse.

1. Cecodecontient deux motgy, = 000 et e, =111. Calculer ladistance minimalele ce code et lesapacités de
détection et de correction
2. Ce code est-linéaire ? Si oui, quelle est saatrice génératricés ?

TD 6. 1
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Exercice 2. Code linéaire. Soit un code défini par saatrice génératricele dimension 8x4 :

1. Donner les paramétrek, (1) du code.

1 001
0101
0011
c_:‘20001
1 011
0111
1101
1111

2. Ecrire la matric€s sous formesystématique
3. Trouver I'ensemble dmots de codémageC du code).

4. Déterminer ladistance minimalelu code. En déduire tapacité de correctian
5. A partir de lamatrice génératricedéterminer lanatrice de contrélelu code.

6. On recoit les mots suivants :

« m, =(00010107)" =

O r OFrLr OO O

1

= m, =(01000119" =

P, O O O B+ O

1

» m, =(0011101Q" =

Sans utiliser la table de mots de cpdemment savoir si ces mots sont dess-code®

7. En supposant qu'il y a eau plusl erreur de transmission par maest-il possible deetrouverles mots de code

transmis ?

TD 6.
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