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Théorie de l'information TD 1 Corrigé. Modélisation mathématique d'une source d’information

TD 1 Corrigé. Modélisation mathématique d’'une soure d’'information
Partie I. Entropie d’'une source. Définitions et prgriétés.

Exercice 1. Entropie d’'une source.
n
On utiise la définition : H(X)==>"p, dog,(p;) en bitsisymbde (1 est la taille de lalphabet). I¢i = 5.

i=1

1. H(X) = -0.10og,(0.1) - 0.2og, (0.2) - 0.30og,(0.3)- 015Log,(015)- 025[og,(025) = 223bits/symbade
2. H(X) = -41005Mog, (005)- 0.8og, (0.8) = 1.1 2bits/symbe

1
3. Par la définition :H (X) =-5[D.2 [ﬂogz(O.Z) = —IOQZ(gj bits/symbde , ou plus directement par la relation :
H(X)=log,(n) =log,(5) = 232bits/symboe .
L’entropie représente I'incertitude sur I'issuel@xpérience; c’est I'information moyenne apporpae I'expérience.

On remarquera que l'entropie est la plus élevés thapas3. : c’est une propriété générale de I'entropie :

L'entropie atteint son maximum lorsque tous les myles d'un alphabet donné de taille sont équiprobables
(Vincertitude sur la prédiction de déterminatidnrdsymbole est maximaleElle vaut alorS|ng (n) .

Exercice 2. Information moyenne.

1. L’alphabet ici ne contient que le symbole « pilén remarque quepile » est un évenement certain (probabilité 1).
Il i’y a aucune incertitude sur l'issue de I'exgérce. On a dondd (X) =0 (appel:l0Q, (1) =0)

. 1 silechiffresur ledé(1a6)estpair .
2.SoitY = . L’alphabet est de taille 2.
O silechiffresur ledé(1a6)estimpair
Py =1)=P(Y =0)= 05.
D’apres la propriété de I'entropie dans le cas d'distribution uniforme, on a immédiatement :

H(Y) = log, (2) = 1bit'symbok

3.SoitY D{Q KA ,Q}. L'alphabet est de taille 4. On calcule la disitibn de probabilités associée :

Y 3 * v N

p(y) [3/10 | 410 | 210 1710

On en déduit I'entropie :

3 3) 4 4) 2 2\ 1 1
H(lY)=—-—101o — |——1o — |—— (o — |—— (o — | = 1.85bits/ bde
(v) 10 gz(loj 10 gz(loj 10 gz(loj 10 gz(loj rersym
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Théorie de l'information TD 1 Corrigé. Modélisation mathématique d'une source d’information

Exercice 3. Propriété de groupe.

1. H(X)=-010og,(0.1) - 020og, (0.2) - 030og, (03) - 0150og,(015) - 025[og, (025 = 223bits/symbte

2.

p=P(A)= 01+ 03+ 025= 065

q=P(B)=1- p= 02+ 015= 035

H (p’ q) =~ IO|092(|O) -q |092(q) = 093bit/symbok

3. Les distributions de probabilité deetB sont : (on normalise pour que la somme des probabilités e&gale a 1)

X 1 3 5 X 2 4

P, (x) | 0-1/0.65] 0.3/0.65| 0.25/0.65 p,(x) |0:2/035[0.15/0.35
A =10/65 | = 30/65 | = 25/65 B =20/35 | =15/35

10, (10} 30, (30| 25 (25 20 (20) 15 (15
H,=-—log,| — |-—log,| — |-—log,| — | = 146bits/symbde H,=-—log,| — |- =log,| — | = 098bit/symbok
A" 765 gz(es) 65 gz[es) 65 gz(esj ey 5”35 gz(:asj 35 92(35j Hymhe

Vérification de la propriété de groupeH (X) =H ( p, q)+ pH, +gH; :
H(X)=H(p,q)+ pH, + gH, = 093+ (065[146)+ (0351098) = 093+ 095+ 034= 223bits/symbde

Exercice 4. Vers le codage de Shannon.

1. H(X)=-010og,(0.1) - 02og, (0.2) - 030og, (03) - 0150og,(015) - 025[og, (025 = 223bits/symbte

2. Propriété de groupe : H (X) =H (p, q)+ pH, +qH, avec =1-p
Interprétation : H (X) est composée de :
1. lincertitude sur le choix de I'une des 2 partis et B : cestH(p,q)

2.la moyenne des incertitudes associées a chacsrizgieties séparément : c’e|s1HA + qHB

Ici:
H ( p, q) représente la quantité moyenne d’information ajdgopar I'observation d’une source binaire.
La source est la réponse a une questi¢)) ket probabilité de la réponse « oui ».

- H(p,g)=-plog,(p)-qglog,(q)

3. D'aprés les propriétés de I'entropie : dans le das alphabet de taill@, I'entropie atteint son maximum (égal a
log, (n)) uniquement dans le cas de distribution de prditédbuniforme. Dans le cas d’un canal binaine<2) et une

distribution de probabilités uniforme = q = 0.5), on a donc :nJ[%H (p, q) =log, (2) =1 bit/symbok.
pclo,

4. Propriété de groupe La réponse a une question binaire partage I'entgedds valeurs possibles ¥een 2 parties
disjointes : celle du « oui » et celle du « no®n.peut alors appliquer la propriété de groupe :

HA = Houi
Propriété de groupe : H(X): H(p,q)+ pH, +qH; = H(p,q)+ pH,,; +aH,,, Ho=H, .,
q=1-p

Interprétation : H (X) est composée de :
1. lincertitude sur le choix de I'une des 2 partis et B : cestH(p,q)

2.la moyenne des incertitudes associées a chacsrizgieties séparément : c’e|s1HA + qHB

TD 1 Corrigé. 2



Théorie de l'information TD 1 Corrigé. Modélisation mathématique d'une source d’information

Si H (X) est l'incertitude moyenne que I'on a sur le résutiu tirage deX en début de jeu, la quantité (p,q)
représente l'information moyenne apportée par fomée a la %° question, et la quantité pH,, +gH,,, est
I'incertitude moyenne restant sur la valeurXiane fois la réponse obtenue.

On a alors intérét a choisir 14" questionde sorte qu’elle apporte freaximum d'information

- La question & poser doit partager I'ensemble desiksdeX en 2partieséquiprobablega approcher autant que poss)ble

Ici, c’est possible en posant la questioX: 1 A={2,3} 2 carp(x 0 A)= p(X =2)+ p(X =3)= 02+ 03= 05

5.
Q={,2,3,4,5}
X=237?
P={0.1,0.2,0.3,0.15,0.25}
1 0
A={2,3} B={1, 4, 5}
P(4)=05 P(B)=0.5
7 On choisit 2 nouveau la\‘l
X=5 7 ”_ question qui partage B |
: 1\ en deux parties |
Oui Non L équiprobables. \
o )
1 0 Non N ~
0
X= X=3

X=1 X=4

6. A la lecture de I'arbre, on obtienttiable de code

X 1 2 3 4 5

M (mot-code) 001 11 10 000 01

|i (longueur de mot-code 3 2 2 3 2

Remarque on verra au chapitre 3 (Codage de source) kinégalité de Kraft qu’'un codesans préfixexiste ca Zn:d"- =2(2)° +32)”* =1
i=1
d=2 n=5
L'inégalité de Kraft indique qu’'un codsans préfixale longueurs de mots—donné(eis,|2,m,|n) existe si et seulement idq, <1 oud est la taille
i=1
de l'alphabet deanal (d = 2 pour un candlinaire comme ici) en, la taille de I'alphabet de kource

7.Ala lecture de l'arbre : (la méthode utilisée ici est la méme que celleatiage de Shannon, qui sera étudiée plus tard)

X 1 2 3 4 5
N (nombre de questions 3 2 2 3 2

Nombre moyen de questions (moyenneNg :
E[N]=(3m.1) + (20.2) + (2[0.3) + (3[D15) + (2[025) = 225 questions.

a comparer a I'entropie d¢:
H (X) = 223bits/symbke .

On remargue quE[N] est proche déd (X) avec E[N] >H (X) (sauf & perdre de linformation, on ne peut desteed dega

de H (X) qui représente I'information moyenne intrinséque).

TD 1 Corrigé. 3
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TD 2 Corrigé. Cryptographie

Partie I. Entropie : un jeu d’espion !

Exercice 1. Rendons a César ce qui est a César nsahiffre !

1. L’ensemble des clairs possibldd , celui des chiffrésC ainsi que celui des cléK coincident avec I'alphabet
latineton a:

OmOM,  P(M =m)=%

De plus, la fonction de chiffrement établit un liemtre le clair i), le chiffré €) et la clé K) :
c=(m+k)mod26

Alors, pour toutc [1C et pour toutmIM , ona: Rappel : P(AB):P(?,\(;)B)
P(An B)= B AHB) si ABindépendats
|- P[M =metC=c|] _ P[M =metK =c-m|
P[C = c] P[C = c]

P[M =njc=c

et du fait de I'indépendance deetk :
PM = nic = = P[M =m|P[K =c-m] _ P[M =m|P[K = k]

P[C = c] P[C = c]

Le choix du message et de la clé étant indépendants

P(C=c)=P(K =k)=%

On a finalement :

P[M =mc =c|=P[M =m|

2. Il est facile de constater qu'il n’existe aucurcaldge de I'alphabet qui transforme le messaige= AB en le
chiffré ¢ = DM (les lettres A et B sont consécutives dans I'alghaddles devraient I'étre dans I'alphabet décalé)

Donc P[M :metC:c]:O.

2
Nous avons alor?[M = n’{C = C] =0 (¢ P[M = m]) car P[M = m] = 2_16 GZ% = [Z_J-GJ .

Le chiffrement de César avéc> 1 ne vérifie donc pas la condition de Shannon d&syes parfaitement sdr.

TD 2 Corrigé. 1
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Exercice 2. Cryptanalyse du chiffre de César.

1. On peut trouver la clé pdorce brute(méthode exhaustivej25 essais de décalage a faird)a méthode dinalyse des
fréquencepermet de trouver la clge décalage)car les lettres les plus fréquentes du messagesaat celles de la
langue francaise

Remarque : Avec la méthode d’analyse des fréquences, il faatlg texte soit suffisamment long (au moins IBetdie I'alphabet latin, soit
26 lettres) sinon les fréquences ne sont pas igtiifes (théoréme central limite des probabilités)

Clair : BELLE MARQUISE VOS YEUX ME FONT MOURIR D AMOUR
Chiffré : HKRRK SGXWAOYK BUY EKAD SK LUTZ SUAXOX J GSUAX
FréquencesClair FrequencesChiffré
20 14,00
18 12,00 |
16 - ' I\
2| T ——
12 8,00 —
o ool [ U] [ sere]
o sl | N A A 1WA
" NIV AVAWINRATA
21 ooo LNV ALV Vo
14 7 10 13 16 19 22 25 1 4 7 10 13 16 19 22 25

Décalage (clé) par analyse des fréquences : K= 6 = Pic Chiffré (11) - Pic Clair (5)
Décalage (clé) réel : k=6
Lettre | OccurChiffré | FréguencesChiffré | FréquencesClair
A 4 10,53 8,4
B 1 2,63 1,06
c 0 0,00 3,03
D 1 2,63 4,18
E 1 2,63 17,26
F 0 0,00 1,12
G 2 5,26 1,27
H 1 2,63 0,92
| 0 0,00 7,34
J 1 2,63 0,31
K 5 13,16 0,05
L 1 2,63 6,01
M 0 0,00 2,96
N 0 0,00 7,13
o) 2 5,26 5,26
P 0 0,00 3,01
Q 0 0,00 0,99
R 2 5,26 6,55
S 4 10,53 8,08
T 1 2,63 7,07
u 4 10,53 5,74
\ 0 0,00 1,32
w 1 2,63 0,04
X 4 10,53 0,45
Y 2 5,26 0,3
z 1 2,63 0,12
Som 38 100,00 99,97
TD 2 Corrigé.




Théorie de l'information TD 2 Corrigé. Cryptographie

2. 0n peut trouver la clé péorce brute(méthode exhaustive) (25 essais de décalageed.faa méthode dnalyse des
fréquence®st piégée ici car les lettres les plus fréquetitemessage clair ne sont pas celles denigue francaise

Clair : BONJOUR NOUS VOUS PROPOSONS TROIS WAGONS POUR PARAU ZANZIBAR VOTRE AVION VA PARTIR
LA OU VOUS VOULEZ UN VRAI VAUTOUR VEUT TOUJOURS VOER HAUT POUR VOIR SA PROIE UN ZOMBI MARCHAIT EN
ZIGZAGANT SUR LA ROUTE

Chiffré : UHGCHNK GHNL OHNL IKHIHLHGL MKHBL PTZHGL IHNK ITKMB TN STGSBUTK OHMKX TOBHG OT ITKMBK
ET HN OHNL OHNEXS NG OKTB OTNMHNK OXNM MHNCHNKL OHEATNM IHNK OHBK LT IKHBX NG SHFUB FTKVATBM XG
SBZSTZTGM LNK ET KHNMX

FréquencesClair FrequencesChiffré
20 16,00
s o
] ao |
12 , A
o e AR LyAw
3\) w A
3’ oo L NN LNV

7 10 13 16 19 22 25 1 4 7 10 13 16 19 22 25

Décalage (clé) par analyse des fréquences : K= 3 = Pic Chiffré (8) - Pic Clair (5)

Décalage (clé) réel : k=19
Lettre | OccurChiffré | FréguencesChiffré | FréquencesClair
A 2 1,16 8,4
B 11 6,40 1,06
C 1,16 3,03
D 0,00 4,18
E 2,33 17,26
F 2 1,16 1,12
G 10 5,81 1,27
H 24 13,95 0,92
I 4,07 7,34
J 0,00 0,31
K 20 11,63 0,05
L 10 5,81 6,01
M 11 6,40 2,96
N 19 11,05 7,13
O 11 6,40 5,26
P 0,58 3,01
Q 0,00 0,99
R 0,00 6,55
S 6 3,49 8,08
T 18 10,47 7,07
U 3 1,74 5,74
\ 1 0,58 1,32
W 0 0,00 0,04
X 7 4,07 0,45
Y 0 0,00 0,3
Y4 3 1,74 0,12
Som 172 100,00 99,97

TD 2 Corrigé. 3



Théorie de l'information TD 2 Corrigé. Cryptographie
Partie Il. Entropie et arbres de décision

Exercice 3. Le jeu de la fausse piece.
1. n =8 piéces.
(@) lly a2x8 = 16réponses possibles.

En effet, une réponse est un couple donflélément donne la fausse piéce et'fd&@sens de la différence de poids.
Si on suppose que les piéces sont numérotéesmensite — pour la piece la moins lourde et + payi¢ce la plus

lourde, les réponses possibles sont alors de tiaefdr -) ou (, +) aveci = 1, 2, ..., 8.

(b) Le résultat de chaque pesépeut prendre une d& = 3 valeurs possibless, E, D.

- Les résultats de 2 peséesont desouplesprenant des valeurs dars{E, D}x{ G, E, D}.
Il'y adonc3? = 9 résultats possibles.

- De facon analoguées résultats de 3 peséeont dedriplets etil y a3® = 27 valeurs possibles.
(c) Non, car le résultat de cette pesée est connu d’avance

En effet, nous savons qu'il existe une seule pfacsse. Elle sera obligatoirement dans I'un dest® La balance
penchera vers la Gauche ou vers la Droite sansejaenous apporte un maximum d’information.

(d) Manipultation.

() Ne pas effectuer de pesées dont on connait le réatl(tout ou partie) et donc n’apportant aucune oupeu
d’information (entropie nulle ou faible). Faire des pesées maximisant I'information appo(ténc I'entropie).

Voici une £ stratégie possiblen = 8 piéces, 3 pesées successives.
1-
4
2
1/2

4+

(123 /34y D :’
3/4 3+

1,2/5,6

6+
12,347 % 7+
5/6 L St

123567 D 5673 ¢ nas

12/34—F & 81
{5°,6,7°,87 (8% G 8+
/6 P s
(5.6.7} £
(127,343

G 7
1,-!5,6\2‘ D .3 6

3/4

G\ {34]

{127}

résultats (G,E,D) non mentionnés rmpossrblesx‘

TD 2 Corrigé. 4
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Voici une 2% stratégie possiblen = 8 piéces, 3 pesées successives.

D 1-

172

{7+,7-,8+,8-}
123/456 —E* 1/7

résultats (G, E,D) non mentionnés impossibles 1+

Enfin, voici une 3™ stratégie possiblen = 8 piéces, 3 pesées successives.

{1-,2-,3-,4+,5+,6+)

{7+,7-8+83 D D 8+
1/8 -
123/456 —PE 1/7 (8+.83

résultats (G,E, D) non mentionnés impossibles 1+

TD 2 Corrigé.
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2.Voici une stratégie possiblén;= 9 pieces, 3 pesées successives.

oy
!
[
+

1/3

%,2+,3+}

X7

123/789 ws-,ﬁ-}
E
4/5
D,
G /{1+,2+.3+.4-,5-,6-} G 8
(783 7w =
GE 1]3\‘\_\ 7_
{7+,8+,0+) 4i} f_G_,_f o+
~ ETS o
123/456 —E* 12/78 S T)\*\ 9.
A N G~ 7+
D 8+
D\ {1-2-,3-,4+,5+,6+} 4+
Sy
4/5 o+

E 56
123/789 231
D

1/3

~7w¥w 7

résuliats (G, E,D) non mentionnés impossibles

TD 2 Corrigé. 6
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TD 3 Corrigé. Codage de source

Partie I. Codes sans préfixe.
Exercice 1. Décodage. Procédure de décodage pas a fa110000101010100donne la séquendahief

Exercice 2. Code sans préfixe.
Il suffit d’appliquer l'inégalité de Kraft, avefl = 10 (taille de I'alphabet de lsourcd, d = 2 (code binairg et
(,.,,....1,)={4,4,4,3,2,4,3,4,3,4

Théoréme 3.1. Inégalité de Kraft. Un code instantané (= sans préfixg de longueurs de mots-données
(|1,|2,...,|n) existe si et seulement si

n
>dh<1
i=1
oud est la taille de I'alphabet dranal etn, la taille de I'alphabet de ource(d = 2 pour un candinaire).
6 3 1 6+6+4
=+ -4+ —-—=—"=

16 8 4 16
- l'inégalité de Kraft est vérifiée, uncode binaire sans préfixexiste avec ces longueurs de mots.

loi: Zd"i =62 *)+(32?)+ 12 ?) 1

Partie Il. Codes sans préfixe et arbres binaires.

Exercice 3. Code sans préfixe. Arbre binaire.

1. Arbre associé au code suivant :
s a b c d € f g h i j

m | 1111 1110, 110| 1011 1010, 100| O11| O000| 010| 001

Il s’agit d’'uncode sans préfixe

....élagage (code sans préfixe)

TD 3 Corrigé. 1
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2. Un code sans préfixde longueurs de mots suivantes :

s a b c d € f g h i

I 4 4 4 3 2 4 3 4 3

- Table de code :

S a b c d € f g h [

m | 1111 1110, 1101 100 00 1100 011| 1010, 010

1011

I 4 4 4 3 2 4 3 4 3

Partie Ill. Codage de Huffman

....élagage (code sans préfixe)

Exercice 4. Code sans préfixe optimal. Méthode deuffman. Source d’alphabef) et de distribution

de probabilité :

s a b c d € f g h i

J

P, 0.2| 0.05| 01 0.05 0.15| 0.05| 0.1 0.05 0.15

0.1

1. Longueur moyenne minimgb@ur un codéinaire de cette source : on utilisetlgeoreme de la borne inférieure

Théoréme 3.3. Borne inférieure.Soit une sources d’alphabet Q ¢ ={Sl, R Sn} de taillen et de distribution de
probabilités Py ={pl, e, pn}. Soit un canal d'alphabet binair® . ={0,]}, donc de tailled = 2, sans bruit,

stationnaire et sans mémoire. Soit un code déablﬁr{ml, cee mn} de longueurs de mo{d;l,

Alors la longueur moyenne de mots de code vérifie :
Toeo)s MO L (fo
L= pilijz = (L: pilisz S
( 2, log,(d 2 S
L'égalité n’est possible que &lli =1---,n  p, =d " = 27",

— N—

- Lalongueur moyenne minimadies mots d’'un code binaire de cette source egtdpie

1}

n= n=10 —
Lumin = H(S)) =H(S)= iopi log,(p,) @vecH(S) = > p log,(p,) = 314bitsisymbte — Lmin = 314bits/symboe
i=1 i=1

log, (d

TD 3 Corrigé.
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2. Un code absolument optimaist tel que ldongueur moyenne des mots-codes est égale a laehaférieure
H(S)

ﬁ. Le théoréme de la borne inférieuirdique que la borne inférieure est atteinte si peobabilités des

log,(d
symboles de la source sont des puissances déi2=1,---,n p, = d™ =2 cenest pas le cas ici.

- Un code absolument optimalexiste pas pour cette source, car les probébilies symboles de la source ne sont
pas toutes des puissances de 2.

3. Construction d’'urcode sans préfixe optimaglon laméthode de Huffman

On trie les caractéres de la source pababilité décroissant@our que les symboles les plus probaliegnant donc
souvent dans le message éns§ient codés avec un nombre dernbihimal (— réduction de la quantité d'information, du dépiour
compression par exemple)

Parcours feuilles— racine :
Ici, on regroupe les 2 caractéres les moins pre@salfl et h), on I'appelle fh, on additionne les probabilités
correspondantes et on recommence.

S a e i c g i b d f h
p; 0.2 0.15 0.15 0.1 0.1 0.1 0.0b 0.05 0.05 0.05
s a e i c g i fh b d

p; 0.2 0.15 0.15 0.1 0.1 0.1 0.1 0.05 0.05

S a e i c g i fh bd

p; 0.2 0.15 0.15 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1

S a fhbd e [ c g i

p; 0.2 0.2 0.15 0.15 0.1 0.1 0.1

S a fhbd 0j e i c

p; 0.2 0.2 0.2 0.15/ 0.15 0.1

s ic a fhbd g e

p; 0.25 0.2 0.2 0.2 0.15

s gje ic a fhbd

p; 0.35 0.25 0.2 0.2

s afhbd gje ic

p; 0.4 0.35 0.25

S gjeic afhbd

p; 0.6 0.4

TD 3 Corrigé. 3
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4. Représentation deodesous formed’arbre :

Parcours racine— feuilles : Convention arbitraire 1 = symboles les plus probablesz @ymboles les moins probables
05 gJ g
0.1% j
0.3t €
gjeic
0.1¢F

< |
0.2t

0 / fh 1 0.0t f
afhbd fhbd 0.0: h
\<bd 1 0.0t b
—_

0 oo d

Un code optimal sans préfixe

- Table de code :

S a b c d € f g h [ ]

P, 0.2 0.05 0.1 0.0 0.1% 0.0p 0.1 0.05 0.15 0.1
m, 01 0001| 100 0000 110 00113 1111 O0010f 101 1110

I 2 4 3 4 3 4 4 4 3 4

Longueur moyenne du code :
p| =402)+ 4005)+ 40.1)+ 4005)+ 3015)+ 4005)+ 40.1)+ 4£005)+ 3015)+ 40.1) = 32bits/symbae

[>( (S) = 314bits/symbe)

TD 3 Corrigé. 4
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TD 4 Corrigé. Compression de données
Codage et compression d'images sans pertes

Exercice 1. Codages RLERun Length Encodinget Huffman.

Méthode 1. Codage de Huffman.

1. Statistique du nombre de pixeB,(N, G) de limage :

Ligne B N G
1 8 1 0
2 6 3 0
3 4 0 5
4 2 1 6
5 0 3 6
6 2 1 6
7 4 0 5
8 6 3 0
9 8 1 0
Cumul 40 13 28 81

Chaque pixel étant codé sur 8 bits, 'image ocaupetaille de : 9x9x8 = 648 bits = 81 Octets.

— Table des fréquences des couleurs présalaes I'image:

Couleur B N G
Nombre d’occurences 40 13 28
40 40) 13 13) 28 28
2. Entropie : H =-—1Ilog,| — |——log,| — |——1l0g,| — | = 146bits/symbde
P 81 92(81j 81 92(81] 81 gz(sJ Y

Efficacité du codage qui associe 8 bits a chaquelpi

L'entropie H (-~ 1.46 bits/symbole) est inférieure au

codage utilisé (8 bits/pixely>» Une compression sans pertes de I'image est pessibl

3. Arbre de Huffman

TD 4 Corrigé.

N B G N

p,| 40/81| 28/81] 13/81
s | GN B

p| 4181[ 40/81

Convention arbitraire 1 = symboles les plus probablesz@ymboles les moins probables

G

1
/8 N
4%

13/81

1

N

40/81
Un code optimal sans préfixe
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Codeassocié :

S B G N
p,| 40/81 28/81 13/81
m, 0 11 10
l 1 2 2

4. Longueur du code :
40 pixelsB — 40 x 1 bit = 40 bits
28 pixelsG — 28 x 2 bits = 56 bits
13 pixelsN — 13 x 2 bits = 26 bits
— Taille du code de Huffmafen bits)pour cette image 40 + 56 +26 =122 bits

TauxdeCompressia (%) = NCIZ\I;C =1- %
: _648-122 _ .
Taux de compressian L= 64s 81% Rappel : NC : taille desdonnéesioncompressée

C : taille desdonnéesompressée

Méthode 2. Codage RLE.

1.Code RLE :
(4,B) (4,N) (7,B) (3,N) (5,B) (5,G) (3,B) (3,G) (1,N) (3,G) (1,B) (3,G) (3,N) (3,G) (1,B)
(3,G) (1,N) (3,G) (3,B) (5,G) (5,B) (3,N) (7,B) (1,N) (4,B)

2.Longueur du code : 25 couples x 16 bits = 400 bits— Taille du code RLEKen bits)pour cette image 400 bits

3. Taux de compressian t, = 648-400 =38%

64¢

Méthode 3. Codage RLE + Huffman.

1. Table des fréquences des coupl®B, €) présents dans le code RUE l'image:

Couple (4,B) | (L,N) | (7,B) | (8,N) [ (5,B) | (5,G) | (3,B) | (3,G) | (1,B)
Nombre d’occurences 2 4 2 3 2 2 2 6 2
Fréquencep, 2/25 4/25 2/25 2/25 2/25 2/25 2/25 6/25 2/25

2 2) 3 3) 4 4) 6 6
2. Entropie : H =-6E—log,| — |-—Ilog,| — |——1log,| — | ——l0g,| — | = 303bits/symbde
opie 25 gz(zsj 25 92(25j 25 gz(%j 25 gz(%) sy

Efficacité du codage qui associe 16 bits a chaquele :  L’entropie H (~ 3.03 bits/symbole) est inférieure au
codage utilisé (16 bits/couple} Une compression sans pertes de I'image est pessibl

TD 4 Corrigé. 2
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3. Arbre de Huffman

TD 4 Corrigé. Compressiom de données

Pour alléger la notation, on associe une lettre daque couple

S 3,6 =a| (@A,N=b| (B,N=c| 4,B)=d (7,B)=e (5,B)=f (5,6)=g| (3,B)=h (1,B) =i
P, 6/25 4/25 3/25 2/25 2/25 2/25 2/25 2/25 2/25
S a b Hi c d e f g
p; 6/25 4/25 4/25 3/25 2/25 2/25 2/25 2/25
s a b Hi fg c d e
p; 6/25 4/25 4/25 4/25 3/25 2/25 2/25
s a b Hi fg de c
P, 6/25 4/25 4/25 4/25 4/25 3/25
S dec a B hi fg
P, 7125 6/25 4/25 4/25 4/25
S hifg dec A b
p; 8/25 7/25 6/25 4/25
s ab hifg Dec
p; 10/25 8/25 7125
s hifgdec ab
P, 15/25 10/25
Convention arbitraire 1= symboles les plus probablesz@ymboles les moins probables
apshl_1 iy h o
hifg 1 -ﬁe i =(1B)
1 Q fg 2/125 f=(58B)
hifgdec /’25 0 <%:de LF g=60)
1 0 2/2¢ e=(7B)
7125
0 3/25 c=(3.N)
6/2t B
0 ro2e L SSEE
ab w
0 b= (1,N)
Un code optimal sans préfixe
Codeassocié :
S 3,6 =a| (@A,N=b| (3,N)=c| (4,B)=d (7,B)=e (5,B)=f (5,6)=g| (3,B)=h (1,B) =i
p; 6/25 4/25 3/25 2/25 2/25 2/25 2/25 2/25 2/25
m 01 00 100 1011 1010 1101 1100 1111 1110
l 2 2 3 4 4 4 4 4 4

4. Longueur du code(6 couples x 2 bits) + (4 couples x 2 bits) + (Bjges x 3 bits) + 6 x (2 couples x 4 bits) = 7&bit
— Taille du code de Huffmaen bits)pour la séquence du code RLE de cette image bits

Taux de compressian

ty

_648-77
64¢

= 881%

5. La derniére méthode€Cpdage RLE + Huffmgrprésente le taux de compression le plus élevé.

TD 4 Corrigé.
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TD 5 Corrigé. Modélisation mathématique d’'un canal
Partie |. Représentation mathématique d’un canal déransmission

Exercice 2. Un modéle probabiliste de transmission.
1. Les probabilités de réception données définidsedistribution de probabilitésonditionnelle P(Y| X).

2. Représentation sous forme glaphe des probabilités de réception

Y=0

=0
Y=1
=1
0.1 Y=-1
3. Matrice dedistribution conditionneIIeP(Y| X) ;
X\Y]|O 1 -1
p(Y|X) - 0 0.7 | 02] 0.1
1 03] 06| 0.1
4, Distributionsmanquantes :
= Distribution conjointe de X etY : P(X ,Y) On utilise la définition avet =2 etm= 3 :

olx.y,)= ply, [%)p(x) i=L..n j=1..m

X\Y]|O0 1 -1
- (0.7x05 (02x05 (0.1x05
P(X.¥)= |° 035 o1 005
1 (0.3x05 (06x05 (0.1x05
0.15 0.3 0.05
= Distributions marginalesde X : P, = P(X), etdeY : R = P(Y Définition ave®1 =2 etm=3 :
P, =P(X): plx)=> plx.y,) i=1...n P =PY): ply,)=> plx.y,) j=1...m
j=1 i=1

P, (0)= 035+ 0.1+ 005= 05
P, (1)= 015+ 03+ 005= 05
R,(0)= 035+ 015= 05

- PY = P(Y) s’obtient comméa somme des éléments de chaque colorue P(X ,Y) : |:)Y (1) =01+03=04
R,(-1)= 005+ 005= 0.1

- Px = P(X) (donnée) s'obtient comnia somme des éléments de chaque ligde P(X ,Y) : {

X\Y[o |1 1 ]p
0.35/ 0.1 | 0.0 0.5

0.15/ 0.3 | 0.04 0.5
05| 04| 01

P(X,Y)=

= O
LY,

TD 5 Corrigé. 1
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= Distributions conditionnelles P(X|Y) et P(Y|X) On utilise la définition avett =2 etm=3 :
P(X[Y): dlx |y )= obeoy) oy j=1...m
| (x| v,) )

X\Y|O 1 -1
_ 0 (0.35/05 (0.1/0.4 (0.05/0.1

P(X|Y) - 0.7 0.25 0.5
1 (0.15/05 (0.3/0.4) (0.05/0.1)

0.3 0.75 0.5

P(Y|X) : p(yj |Xi): p(Xi’yj) i=1...,n J=1...,m (donnée)

p(x)
X Y0 1 E)
— 0 (0.35/0.5 (0.1/0.5 (0.05/0.5
P(Y|X) - 0.7 0.2 0.1
1 015705 03/05) (0.05/05)
0.3 0.6 0.1

5. Entropiesassociées acanal: H (X) H (Y) H (X ,Y), H (X|Y) et H (Y|X)

= H (X) L'entropie de la source. La source binaireX ayant unalistribution uniforme

() _”Z?‘p |ng[p ]=|ng(2):1bit/symbole.

i=
= H (Y) L’entropie du récepteur. On utilise ladistribution marginaleR, = P(Y) ;

m=3
H(Y)=-> ply;)log,[ p(y; )] = —05log, (05) - 04log, (04) - 0.1log, (0.1) = 136 bits/symbole.
i=1

= H (X,Y). L'entropie conjointe "source-récepteur”.  On utilise ladistribution conjointeP(X,Y) :
H(X Y) —nzzmza p(x Y, )Iogz[ x y ] 222 bits/symbole.
i=1 j=1

= H (X|Y). L’entropie conditionnelle de la source, sachantl symbole recu.

On utilise ladistribution conjointeP(X ,Y) et ladistribution conditionneIIeP(X|Y) :

n=2 m=3 n=2 m=3
H(X|Y):—;]Z_1: plx, yJ)logz{—(;(f/)Q} ZI:JZ; plx.v,) Iogz[p()g‘y] ] 086 bit/symbole.

= H (Y|X) L’entropie conditionnelle du récepteur, sachanté symbole émis.

On utilise ladistribution conjomteP X Y) et Iadlstrlbuuon condltlonneIIeP(Y|X)

_n =2 m=3 XI y] n=2 m=3 )
H(Y|X) ZZ X, Y, Iog2 o) ==>> p()g y])logz[p(y]|>q)] 122 bit/symbole.
i=1 j=1 i=1 j=1
6. Déduction dé’information mutuellel { X ( ) ducanal :
1(X;Y)=1(Y; X)= ( )= H(Y|X)=H(X)-H(X|Y)= 014 bivsymbole.

TD 5 Corrigé. 2
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Exercice 3. Capacité de canal.
1.Canal symétriqu€  Non, ce canal ne correspond pas dééinition d’un canal symétrique

Rappel :Définition d'un canal symétrique« Uncanal symétriquest caractérisé par une propriété particuliereale
matrice de transiti0|P(X|Y). Toutes les lignede cette matrice sont équivalentes entre elleppanutation et toutes

les colonnes égalemer@ela veut dir@ue toutes les lignes sont obtenues par permutafiome seule d’entre elles, et
toutes les colonnes sont obtenues par permutatioredseule d’entre elles

Certes, ici ledignesde lamatrice de transition sont toutes équivalentesgEmmutation mais pas lesolonnes

2. = Distribution de probabilité conjointe de X etY : P(X,Y) On utilise la définition de Idistribution
conditionnelle P(Y|X) impliquant la distributiomarginalede X, P, , avecn =2 etm=3:
P\%, Y; . .
P(ix): ply, 1) =250 i e enm o ply)= el I )ex)
p(x)
On en déduit :
= Distribution marginale deY : B, = P(Y) On utilise la définition avetl =2 etm= 3 :

PY = P(Y) . p(yj ) = i p()(i ) yj ) j =1....m Somme des éléments de chaque coloroe P(X ,Y)
i=1

X\Y|O -1 1 P,
P(X,Y)= |0 0. |02 |0 p
1 0 0.2(1p) | 0.8(1p) | 1-p
R, 0.8 |02 0.8(1p)
On en déduit :
= Distribution conditionnelle P(X|Y) On utilise la définition aveql =2 etm =3 :

P(X|Y) : p(Xi‘yj)=%;/—Y)ﬁ i=1..n j=1..m

J

X\Y|O -1 1
_ 0 (0.8/0.8) (04/0.2) (0/0.8()

P(X |Y) - 1 p 0
1 (0/0m (0.2(1p) /1 0.2)] (0.8(1p) / 0.8(1p))

0 1p 1

3.« H, (p) L’entropie de la source.

H(p)= 3 Pl iog, [ 1=~ plogs (p) - (.~ plcg; 1~ p)

TD 5 Corrigé. 3
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4.« H (X|Y). L’entropie conditionnelle de la source, sachantl symbole recu.

On utilise ladistribution conjointeP(X ,Y) et ladistribution conditionneIIeP(X|Y) :

p(xi,yj)logz{—(("—y)ﬁ} nzzmi p(xn Y )'092[ ()Q‘y )]

n=2 m=3
H(X|Y)=_ p\y =1 j=1

i=1 j=1

- H(x|y)=-08plog,(1)- 02plog, (p)- 021~ p)log, {1~ p)- 08L- p)log, (1)
. H (X|Y) =-02plog,(p)- 021~ p)log,(1- p)
- H(x|y)=02H,(p)

5.1(X;Y)=H, (p)-H(X|Y)=H,(p)- 02H  (p) = 08H ()

6.C=rrg)flxl(x;Y) - C=£E\[%>l<]0.8Hx(p)

car la distribution d’une sourd®naire est complétement définie par la donné¢dde
Or, I'entropie d’unesource binaire H (p) atteint sormaximum(logz(Z)) pour P = 0.5 (équiprobabilité distribution
uniforms :

~ C=max 08H, (p)= 08H, (p = 05)= 08log,(2) = 0.8 bit'symbole.

p0[0,1]

Partie 1. Pour approfondir

Exercice 4. Nombre d'itérations d’un algorithme.

1.4 cas possiblesX, D{ 1,2,3,4}) :
= X, =1: L’algorithme s’arréte tout de suite, sans endans la boucl&ant que
-~ N =0 avec la probabilitd..

Xo
= X, =2 X, estpair- UA,,onaX; —7 =1 et N =1 puis l'algorithme s’arréte

- N =1 avec la probabilitd..
= X, =3 L'exemple est traité a la figuz

N =1 avecprobabili& %

N =3 avecprobabili¢ g

= X, =4: L'algorithme effectue 2 divisions par 2 indépamiment des valeurs aléatoiré

-~ N =2 avec la probabilitd..

— On obtient lamatrice de probabiIitésonditionnellesP(N|X) :

X\N|O 1 2 3
P(N|X) — 1 1 0 0 0

2 0 1 0 0

3 0 1/3 | 0 2/3

4 0 0 1 0

TD 5 Corrigé. 4
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2.= Distribution marginale de X : P, = P(X) :
P

X uniformément distribug— P, (1)= P, (2)= P, (3)= P, (4) = %
= Distribution conjointe de X et N : P(X, N) On utilise la définition avetl =4 etm=4 :
, . 1 .
px . N, )=p(N, [%)px) i=1...n j=1..,m (p(xi)=z i=1...,n)
X\NJ0O |1 |2 |3
P(X,N)= |1 174 [0 [0 |o
2 0 1/4 1 0 0
3 0 1/12] 0 1/6
4 0 0 1/4 1 0
3. = Distribution marginale de N : P = P(N) On utilise la définition ave =4 etm=4 :

Py = P(N) : p(Ni ): 3 p(Xi , N]. ) j=1....m Somme des éléments de chaque colorue P(X, N)
=1

X\N[O |1 12 |3 |Pp

P(X,N)= |1 410 |o [0 [wa
2 0 (w40 [0 [ua
3 0 [112[0 [1/6 |1/4
4 0 [0 |14 0 |14
P, a | U3 | 14| 16

4. A partir de ladistribution marginalede N : P = P(N), on détermineE[N] ;

N 0o |1 |2 |3
P, 1/4 | 13 | 1/4 | 1/6

L E[N]=odt 13+ 20 +30 =2 ierations.
4 "3 "4 "6 3

TD 5 Corrigé. 5
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TD 6 Corrigé. Codage de canal.
Codes linéaires correcteurs d’erreurs

Exercice 1. Code a répétition.
I. Expérience.

Manipulation (facultative)

1. Fichierimage.sci tauxErr= 0.1 : ledécodagen’est pas parfait : desreurssont produites au décodage.
2.tauxErr=0.05 : moins drreursissues du décodagauxErr= 0.3 : davantage eéfreursissues du décodage.

Interpétation

3. Lien entre lamatrice de cumul d’erreurst la possibilité deorrection des erreur8

- Les mots-sources sontO et1
- Les mots du code sont¢, =000et w, =111

On décode « 0 » par vote majoritaire si aprés n&gson il y a 2 ou 3 « 0 » dans le mot recu. Igemar « 1 ».

Supposons que l'on envoie le mot-code « 000 » spamrdant donc au mot source « 0 » a émettre. Oncas4
possibles d’erreurs de transmission :

= 0 erreur : on regoit le motm = 000 : on décode « 0 » par vote majoritaire (OK).
m=100

= 1 erreur : on regoit le mog oUM =010 : on décode « 0 » par vote majoritaire (OK)
oum=001

- 1 erreur est corrigée.

m=101

s2erreurs:  onrecoitle mokoum=110 :on décode « 1 » par vote majoritaire (au lieud » )
oum=011

- 2 erreurs ne peuvent pas étre corrigées.
=3erreurs:  onrecoitle motm=111 : on décode « 1 » par vote majoritaire (au lieud » !)

- 3 erreurs ne peuvent pas étre corrigées.
ici on ne se rend méme pas compte qu'il y a suedeeurs {unanimitédu vote majoritaire)

Conclusion :  le décodage est correct seulement s'il y a 0 errdur sur les 3 transmissions.
Il. Analyse.
. - . @ =000 .
1. Distance minimale&lu code : comme il N’y a que 2 mots-codes 111 la distance minimale du codsst :
w, =

d =d, (000111 =3

Capacité de détection on utilise la définition: e, =d-1=2 - e, =2:
au maximumil esttoujours possiblede détecter2 erreurs

d-1

Capacité de correction on utilise la définition : €, = E{—} - e =1:

au maximumil esttoujours possibledecorriger 1 erreur.
On confirme I'observationiffterprétation de I'expériengeu on a vu qu’l erreur au maximum pouvait étneigée.

TD 6 Corrigé. 1
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2. Codelinéaire ? Oui. On applique la définition :

Définition 6.15. Code correcteur linéaire K, N).  Un code linéaire K, N) est un code de class&, (N) tel que
lapplication @:G, — G, qui le géneére est une application linéaire, ceslire, tel qu'il existe une matrice

GOM™(0,1) telle que :
m,

On appelleG la matrice génératricedu code. Elle est de dimensidx K .
Ici,ona:
k=1 colonne : dimensiordu code) taille des mots-sourcd®B (= 0, m, = 1) (avant codage)
Nn=3lignes: lpngueurdu code) taille des mots-codes)( = [OOdT, w, = [11]]T) (aprés codage)
1
G=|1|= [1 1 1]T : matrice génératric€3x1).
1

w =[00d" =¢(m)=Gm =[1 1 1" ®

e {w =11 =¢fm)=0m,=ft 1 'L

Exercice 2. Code linéaire.

1. G, matrice génératricedu code, est de dimensiotx K = 8x4.

k=4 colonnes : dimensiondu code) taille desiots-sourcegu blocs dorigine M 1 =1---1) (avant codage)
N =8 lignes: longueurdu code) taille desiots-codeg i =1---P) (apres codage)
I i |, : matriceidentité(k x k)
2.G sous formesystématique G = avec : , _
G G': matrice((n—k)x k)

- L'obtention deG implique un échelonnage €& suivant sesolonnes Notons lesC,,C,,C5,C, .

¢ G G C
1 00O

1 0 01
0100
0101 C, «C 0010

0 011
C, < C, ~ |00 01

O O O 1| nusuffitde réaliser les combinaisons linéaires - G=

G= C; « G 1 011

1 011
0111 C, — C+C,+C;+C, 0111
1101

11 01
1110

11 11

TD 6 Corrigé. 2
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1 0 0O
0100 101 1
0010 _ |k
_ 0001 -~ G=|——| avec k=4 etG’:O]'ll
=101 1 G 1101
0111 1110
1101
1110

3. Ensemble denots de codémageC du code) ?

L'image du codelonne lesnots-codest  en balayant tous lesots-sourcedTl  avec la relation £ = dm ) = GI’T] .
On peut obtenir égalemelat méme image du codeusforme systématique: (J = dm ) = Gm .

Cette derniére relation présente I'avantage d'ediggriesmots-codesid  avec Iesnots—sourcesrn pourpréfixes:
| T T
T _ T _ ([~ |7 — k _[.m — Tl \T
o =(em) =(6m) =|[ L | = | <[w|em)]
G G'm
G eG produisent la méme image, mais les mots-codes gigne correspondent pas aux mémes mots-sources.

Avec le code construit sofisrme systématique on a donc (W = (D(m ) = ém ona:@ = [r‘r\T|(G'mi )T] :

* la partiepréfixed’un mot-code)  est lemot-sourcelT),

= la partiesuffixed'un mot-code () estG'm :

1 0 1 1 mll ml + ma + m4
li |0 1 1 1]-Ennotant M, | les 4 bits d'urmot-sourcel, , le suffixed’'un mot-code))  est donc :G,m _|m,+tm_ +m,
©=1 101 m, m,+m,+m,
1110 m, m.+m +m,
Rappel :les sommes se fonodulo2. Table de codsystématiqudimageC ducodesystématiqué :
# | mot sourcgq mot-code distance, poids
T T T —
m ~ v (1 m , dy(@.0)=wWaw)
wlT = (Gm )T = (Gmi) == m| =|—-—| = miT|(G m, )T | . I
G’ G’mi (= nombre de bitd de (J)
110000 0000 0000 0
21 1000 1000 1011 4
3] 0100 01000111 4
410010 0010 1101 4
5] 0001 0001 1110 4
611100 1100 1100 4
711010 1010 0110 4
811001 1001 0101 4
910101 0101 1001 4
10 0011 0011 0011 4
111 0110 01101010 4
121110 1110 0001 4
13 1101 1101 0010 4
14 1011 1011 1000 4
15 0111 0111 0100 4
16 1111 1111 1111 8
-d=4

TD 6 Corrigé. 3
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4. Distance minimalelu code :

La distance minimale d’un code linéaiest égale aplus petit poids non nul des mots de coded = 4.

Capacité de détection €, = d-1 - €, =3 : au maximumil esttoujours possiblededétecter3 erreurs

d-1
Capacité de correction €, = E{T -~ €, =1 :au maximumil esttoujours possibledecorriger 1 erreur.

5. Matrice de controledu code :  d'aprés la définition de la matrice detdle H : H = (G' | | n_k)

1011

icinxk = 8x4 - H=(G'|I4) avec |0 111

G_1101

1110
10111000
|_|_01110100
T l11010010
11100001

6. On recoit les mots suivantSans utiliser la table de mots de cpdemment savoir s’ils sont desots-code®
= m, =(00010109)"
= m, =(0100011)"
= m, =(00111019"

Pour savoir si un mot recin est unmot de codeon utilise la propriété de laatrice de contrble on calcule le

syndrome S=Hm etona: MOC (C:imagedecode) = S=HmM=0:
H mmm 5SS
0 0O
0 0
1 0111000001 1 01
-/01 110100101 _ 0 0O calcul simultané des 3 syndromes
11010010001 (100
111000O01))1 10 1 01
011
110

- *»S=Hmz0 = m0dC
L] Sz = Hm2 =0 > m2 e (une vérication consiste en 'examen dealale de codéimageC du code) (ligne 3)
«S,=HM 20 = m,OC

7. En supposant qu'il y a eau plusl erreur de transmission par maest-il possible deetrouverles mots de code
transmis ?

La capacité de correctiodtante, =1 - oui : au maximumil esttoujours possibledecorriger 1 erreur par mot.
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A titre d’exemple, considérons les 3 cas :
= m, =(01000119)"
= m, =(00010109)"
= m, =(00111010"

» m, =(01000117"

Commem, est unmot-cod€(s, = Hm, =0=m, IC), il sera décodé directement et par pogfixe (0100)T (table Cligne 3).

En outre, comme il est supposé qu'il waplusl erreur, alors M, estsans erreur, car ladistance minimalelu code
est4; cela veut dire qu'il fauau minimun¥ erreurs pour transformer umot du codesn un autrenot du code

= m, = (00010107’
Comme M, n'est pas umot-codg(§ = Hm # 0= (101" = m OC), on sait qu'il y aerreur de transmission.

Décodage & Correction : méthode du syndrome

Soit €, le vecteuerreur défini parm, = @, + €, aveca, LJC (@) issu de la correction d& et tel queHa, = 0).
= S =Hm, = Hw, + He, = He, :l'erreur €, ale mémeyndromegue M, !

En outre, comme il est supposé qu'il maplusl erreur, le vecteurg, est de la forme € = (O---OlO---O)T , ou le

bit 1 se trouve a leéme position sur 8 bits.
- He, =c, ouC représente leéme colonne de la matridd .

- s'ily a 1 seule erreur, deéme bit, on doit avoir ¢, = He, = HmM, = §
- 1 des colonnes de la matritd doit étre égale au syndronfg == (101])T :
On constate en effet qleecolonne C; de H est égale au syndrome5;: ¢, = S
- le vecteurerreureste, = (10---0)T et lemot-codeest :

@, =m, +e =(0001010)" +(10000000" = (10010103’

- on décodet, (commepréfixede &J ou par laable de cod€, ligne 8)et on trouve |emot-source(lOO])T .
Autre méthode de Décodage & Correction : méthode de décodage as derminimum de distance de Hamming

Le mot recum, est corrigé en un mot-codi) de sorte que la distance de Hammd\g(ml,a{)soit minimale :

Table de codsystématiqugimageC ducodesystématique :

# | mot source m' mot-code &' | distance de Hammingd,, (ml, ag) avec M, = (0001010])T
1 | 0000 0000 0000 3
2 | 1000 1000 1011 5
3| 0100 0100 0111 3
4| 0010 0010 1101 3
5 | 0001 0001 1110 3
6 | 1100 1100 1100 5
7 | 1010 1010 0110 5
8 | 1001 1001 0101 1
9 [ o101 0101 1001 3
10] 0011 0011 0011 3
11] 0110 0110 1010 7
12[ 1110 1110 0001 5
13 1101 1101 0010 5
14] 1011 1011 1000 5
15 0111 0111 0100 3
16| 1111 1111 1111 5

Le mot-code #8 est a thistance minimal¢l) de I'Th — ml corrigé =, = (1001010])T — mot-sourcgdécodagg: (100])T .
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= m, =(00111010"

Comme M, n'est pas umot-cod&( S, = Hm, # 0= (1oo;)T = m,[0C), on sait qu'il y aerreur de transmission.
Décodage & Correction : méthode du syndrome

Soit 63 le vecteuterreur défini parm, = @, + €, avec(u, acC (Cuy issu de la correction den, ettel queH w, = 0).
= S, =Hm, = Ha, + He; = He, :lerreur €; ale mémeyndromegue M, !

En outre, comme il est supposé qu'il p@plusl erreur, le vecteur€; est de la forme g = (0---010--0)T, ou le bit 1 se trouve a laéme
position sur 8 bits.
- Hes =c ou C représente laéme colonne de la matride] .

- s'ily a 1 seule erreur, aeeme bit, on doit avoir C = He3 = Hrn3 = S3

- 1 des colonnes de la matri¢¢ doit étre égale au syndron% = (100])T .

On constate gaucune colonne deH n'est égale au syndromeS; - il y a donc2 erreurs ou plus!
La capacité de correctiodtante, =1 — au maximum, il esttoujours possiblele corriger 1 erreur par mot.
- la correction & coup sdr de plus d'1 erreur n’est ps possible

Pour néanmoins essayer de trouver les erreurss peut que tester dagpothesede2, 3, 4 ...erreurs

« Par exemple, & partir daypothése de 2 erreurd doit donc existeri Z | tel queC, + c; =He; =Hm, =§;

- plusieurs vecteursrreurs €; candidatge, non unique) — apres correction, plusieunsots-codesi, [JC candidats :
¢ ¢, +c, =(1009" +(000)" =(1009" - e, =(0000100)" - @, = m, +e, =(00111010" +(0000100])" =(00110011" (C ligne 10)
¢ ¢ +c, =(1019" +(0019" =(100)" - e, =(10000019" - w, =m, +e, =(00111010" +(10000019" =(1011100Q" (C ligne 14)
¢ ¢, +c, =(110)" +(0100" = (1009" - e, =(00100109" — @, =m, +e, =(00111010" +(00100109" =(0001111Q" (Cligne 5)

Rappel La capacité de correctiogtant€, =1 - au maximum, il esttoujours possiblelecorriger 1 erreur par mot.
- la correction & coup sir de plus d'1 erreur n’est ps possible- on peut ne pas pouvoir corriger
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