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1 Introduction

Pour ce livrable n"2, nous devons résoudre numériquement une équation
parabolique. L’objectif est d’étudier la solution du probléme aux limites pour
I’équation suivante :

Up = Ugy — 2Uuy + 2u + exp® xx x ¢, x €]0, 1], t>0;
u(x,0)= 0;
u(0,t)=0; u(l,t)=1.
La résolution se fera grace a la méthode des différences finies de Crank-
Nicolson ainsi qu’a 'aide de I'algorithme de Thomas.

2 Reésolution

2.1 Grille de pas Ax
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Les points affichés sur notre grille sont les points connus gréace aux conditions
initiales.



2.2 Discrétisation des conditions aux limites et des condi-
tions initiales

Nous devons ici discrétiser les conditions aux limites et les conditions

initiales qui sont :
u(x,0)=0;
u(0,t)=0; u(1,t)=1.

Les conditions aux limites et les conditions initiales sont des constantes.
On peut donc écrire que :

Urtt =0
Uyt =1
Ul =0

2.3 Discrétisation a ’aide de la méthode de Crank-Nicolson

Uy
u(x,0)=0;
u(0,6)=0; u(1,t)=1
<
aa—? = % —2%+2u+expx*x*t , x €]0,1], t>0;
u(x,0)=0;

u(0,t)=0; u(l,t)=1.
On applique maintenant la méthode d’Euler explicite :
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On a ainsi :

BUM + DUM + AU = KT

)

2.4 Equation aux différences finies obtenues sous forme
matricielle

Nous avons obtenu auparavant I’equation suivante :
BU"' + DU + AU = K

)

Donc pour i allant de 1 & N nous avons :
i=1= BUJ" + DU + AU* = K}

i=2= BUM' + DU + AU = K7
i =3 = BUS* + DU + AUJ* = K7

i=N—=— BU'\ + DUY™ + AU, = K7,
1

Or U}\‘,fl =1, on peut donc écrire que :
BUR? + DU = K3 — A

De plus, on sait d’aprés les conditions aux limites que U™ = 0, donc
pour ¢ = 1 nous avons :

DU + AUy = K7

5



Le systéeme sous forme matricielle est le suivant :

D A 0 0 Ut K7
B D A 0 vt K3
0 B D A 0 -

: 0 N

: 0 B D A

0 ... 0 B D U+ Kn— A

2.4.1 Reésolution du systéme d’équation obtenu grace a l’algo-
rithme de Thomas

dU1 + CLUQ = Cl
bU1 + dUQ + CLU3 = 02

bUp—1 + dU,, = Cy,

Prenons maintenant les deux premieres equations. On multiplie la premiére
par b et la seconde par d :

dUl—i—aUg:C'l * b
bU1+dU2+CLU3:CQ *d

On soustrait la premiére équation a la seconde, nous obtenons donc :

d2U2 4 adU3 B abU2 . ng _ Clb

d d d d d
abUQ Olb
dU. Us — =0y — —
2 +als p 2 P
b C1b
(d— %)Ug—FaUg 202—71
~—— S———
d3 Cs
( dUl + GUQ = Cl
d5Us + aUs = C5 * b
Le systéme devient : { U2 +dUs + aUy = C3 * d

bUp—1 +dU,, = C,,



( dU1 + CLUQ = Cl
d;UQ + CLU3 = C;
On continue Popération et cela devient : { d3Us +aUs = C3
| 45U =C5,
D’ou :
C*
Un = —
dy,
et
O* —1 - aUm
Un-1=—2
L
For i=2...N
di =d; — b

i—1

b
Cz* = Cz - Ci*ld’-‘_l
i

End
Avec di =d et Cf = ()

et
C*
U, = -2
dy,
For i=m...1 . .
Ui—l = i;llf*_a :
7—1
End



2.5 Visualisation des solutions
Il est question ici de visualiser les solutions pour ¢ = 0, }1, %, %, 1. On a

donc At = }l, prenons Az = 71 également.

Nous obtenons donc pour A, B et D :
_1 1

_ i i _ _5

On sait que U,, = Uy =1 d’{:d:% et =0

On obtient donc :
;:d—d%b:d—gb:%
5 =C—Cig
s=d—gb=—7
;ZCS)—CQ%
dZ:d—%b:?}g—g
;:@—@%

On en déduit donc Uy, Us, Us :

Uy=1
b
U, — Ci—ala _ Cs—Cogz—a
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3 4
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