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1 Etude analytique

1.1 Reésolution du probléme

Nous sommes en présence d’'un probléme aux limites de Dirichlet pour une
équation de chaleur non homogeéne :

Up = Uypy + € tw(x—1) sizel0,1[; t>0
u(z,0) = sin(mzx)
u(0,t) =0; u(l,£) =0

Pour résoudre ce probléme, nous utilisons le principe de superposition.En ef-
fet, nous décomposons la solution recherchée w(xz,t) du probléme en somme
u(z,t) = v(x,t) + w(z,t) avec v(z,t) solution du probléme homogéne suivant :

Vp = Uy size]0,1[; t>0

v(x,0) = sin(mz)
v(0,t) =0; v(l,¢) =0

et w(x,t) solution du probléme non homogene a conditions initiales nulles :

Wy = Wae + e tx(z—1) sizel]0,1[;t>0
w(z,0) =0
w(0,t) =0; w(l,t) =0

1.2 Solution du probléme homogéne

Il s’agit de résoudre le probléme suivant :

Vi = Ve sizel0,1[; t>0
v(zx,0) = sin(rz)
v(0,t) =0; v(l,£) =0

En utilisant les notations du cours, nous avons a = 1 et L = 1. La condition
initiale g(z) = sin(mx) est une fonction de classe C?[0,1] et vérifie g(0) =
g(1) = 0. D’aprés le cours, on peut écrire la solution v(zx,t) sous forme de série
de Fourier :

o0 n2x2

v(z,t) = > Che % sin(“Fx)
n=1
io: e~ sin(nrz)

n=1

ou C,, sont les coefficients de décomposition en série de Fourier de g(x) :

g(x) = sin(rx) = i Cy sin(nmx)

Dans ce cas particulier, nous pouvons identifier les coefficients directement,
en utilisant argument d’unicité de décomposition en série de Fourier. En effet,
la fonction g(z) est une fonction sinus. Donc,



Ci=1:Yn>1,C,=0

Ainsi, la solution de ce probléme homogéne est :

—tm

v(z,t) =e ’ sin(mx)

1.3 Solution du probléme non homogéne
Nous recherchons ici la solution du probléme suivant :
Wt = Wey + e 'w(x—1) = wee + f(z,t) size]0,1[; >0

w(z,0) =0
w(0,t) =0; w(l,t) =0

D’aprés le cours, nous recherchons une solution de la forme :

2

oo
w(z,t) = > ap(t)e” P tsin(v/A,z) avec \,, = "2—’;
n=1
Ce qui ici, nous donne :
) 2 2 |
w(x,t) = > a,(t)e”"™ ™ sin(nnx)
n=1

Les coefficients «,(t) sont donnés par la formule suivante :

an(t) =

o

L
F,(1)e™ dr avec Vt > 0, F,(t) = 2 [ f(y,t) sin(v/A,y)dy
0

Ce qui ici, nous donne :

an(t) =

Ot —

1
F,(7)e"’ ™7 dr avec Vit > 0, F, () = 2 [ e ty(y — 1) sin(nmy)dy
0

1.3.1 Calcul de F,(t)
On a: .
Fo(t) =2 [ e 'y(y — 1) sin(nmy)dy
0

Effectuons une intégration par parties de classe C!, en posant :
u=y(y—1)
v’ = sin(nmy)

Il vient :

Fo(t) =27 ([—y(y — 1):% cos(nmy)]§ + =

nim

(2y — 1) cos(nmy)dy)

Ct—=

or, [~y(y — 1)71” cos(nmy)]§ = 0, donc :

1
Fo(t) = 2~ Of(2y — 1) cos(nmy)dy



Effectuons une deuxiéme intégration par parties de classe C!, en posant :

u=2y—1
v' = cos(nmy)

Il vient :

Fa(t) = 22 (B sin(am)l§ — 2 [ sn(umy) )

or, [217’;1 sin(nmy)]§ = 0, donc : F,(t) = —ﬁg;Z }sin(mry)dy
= —;‘;S;; [—-L cos(nmy)]}, d’ou ’

4et n
Fn(t) = n3ms ((_1) - 1)

1.3.2 Calcul de «,(t)

On a:
an(t) = an(T)enzﬁzT dr, soit, d’aprés ce qui précede :

0

t —t n 4 _1\n_

— iiﬂ—d ((_1)n _ 1)671,2#27' dr = 4(;;)71-3—1 f e—te'n2ﬂ'27'd7_ _ A n~15)7rd 1 [n2ﬂ-127167-(n27r2—1)]
0

t
0>

ce qui nous donne :

A((=D)" 1)

_ S\ t(n27r271) 1
n(t) n3m3(n2n? — 1)( )

Ainsi, la solution du probléme non homogéne est :

oo

4((_1)n _ 1) nir?— —tn?7w?
’Ll}(xyt) = Z m(et( b 1)6 ¢ Sln('fl’f('l’)
n=1

1.4 Solution du probléme initial

La solution du probléme initial est la somme des solutions du probléme
homogeéne et du probléme non homogeéne u(x,t) = v(x,t) + w(zx,t), soit :

m3(n2n? — 1)

— 4((-1)" -1
u(z,t) = et sin(max) + Zl ng((#(et("z”z_l) - 1)‘6_"’”27T2 sin(nma)




