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Projet n°3 : Les méthodes de quasi-Newton

L’idée de ces méthodes est de proposer une alternative a la méthode (couteuse) de
Newton pour la recherche du minimum d’une fonction J. Rappelons que ’algorithme de
Newton s’écrit :

uO c an uk+1 — uk . [J”(uk)]_IVJ(uk)

Une des difficultés de cette méthode est le cotit du calcul de la hessienne J”(u¥) et de son
inverse. On introduit donc des algorithmes du type

u’ € R",  uFt =oF — oFSEV (W),

oll
— aF est le pas optimal associé a la direction S¥V.J(u*), i.e.

J(u" ) = in}% J(u* — aS*V J(uk)),
ae

— S* est une matrice symétrique définie positive, raisonnablement proche de [J”(u*)]~?,
qu’on peut calculer a I'aide d’une formule simple du type

Sk = Sk 4+ C*F.

Dans cette formule, C* est une matrice de correction qui sera choisie de sorte que S*+!
satisfasse la condition ci-dessous, dite “condition de quasi-Newton” :

Sk+1 (VJ(ukH) . VJ(uk)) — uk+1 o uk. (1)

On pourra remarquer qu’en dimension n = 1, cette condition définit entierement le réel
SF+1 et qu’on obtient la méthode de la sécante. Cependant, en dimension supérieure ou
égale & 2, il y a plusieurs choix possibles pour la matrice S**'. On s’intéressera parti-
culierement au choix de Davidon, Fletcher et Powell. D’autres méthodes de quasi-Newton
sont présentées dans [1]

Dans tout le devoir, on note, pour tout £ > 1,

6k _ uk-i—l . Uk, ,yk _ vJ(uk+1> . VJ(Uk),

et A, respectivement T, les matrices de colonnes (dg, - - - 6"71), (70,4771,



Suggestions pour I’étude du probleme

Les suggestions ci-dessous ne sont que des pistes de réflexion, il n’est pas obligatoire de
traiter toutes les questions, et d’autres aspects pourront étre abordés. Cependant, le travail
comportera obligatoirement une partie de programmation, dans un langage laissé au libre
choix du binome.

La méthode Davidon-Fletcher-Powell (DFP)

On définit I'algorithme D.F.P. de la fagon suivante :
— on choisit un point u° et une matrice S° symétrique définie positive ;
— al'étape k > 0, on définit of par

J(u* — a*S*V J(uF)) = in}% J(u* — aS*V J(u")).
ae

On calcule alors
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1. Montrer qu’a chaque étape, la matrice S* est symétrique définie positive (en suppo-
sant que le o soit calculé exactement...) et vérifie la relation (1).

2. On suppose dans cette question que J est quadratique, de hessienne A, symétrique,
définie positive.
(a) Montrer par récurrence que
Vi j, 0 <i<j<k, (6 A¥) =0
i.e. les directions de descente sont A-conjuguées deux a deux.
(b) On fixe ¢ > 0; montrer par récurrence sur k que
Vi > i, SkHyt = 6t
En déduire que la méthode converge toujours en n itérations au plus, i.e. on a
toujours S™ = AL
(c) Vérifier que si S° = I, on retrouve la méthode du gradient conjugué.
3. Tester cette méthode pour le probleme de Rosenbrock, i.e.

J(v1,v9) = (v1 — 1)? + 10(v? — v3)2.

On prendra v° = (—1,—1) et S® = J"(u®)~!. Comparer avec les méthodes vues en
cours.

En pratique, on ne peut bien-siir pas calculer les o* de facon exacte ; or, cette méthode
est assez sensible & la précision du calcul de o®. Pour cette raison, on lui préfere souvent
celle de Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS), voir par exemple [1].
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